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Prefazione alla seconda edizione 


Dalla prima edizione’ di: questo. volume ‘sono ormai passati venti- 
cinque anni. È naturale che: un periodo di tempo così lungo abbia im- 
posto per la seconda edizione ‘un ampliamento e ‘una notevole rielabora- 
zione del testo. | 

La scelta del materiale era stata: fatta invorigine. secondo: criteri che 
lo mettessero al riparo dai rischi dell’invecchiamento e, salvo. qualche 
eccezione, lo scopo è stato raggiunto. . 

Il libro è stato comunque arricchito: di materiale ‘nuovo, specie 
per quel-che riguarda la: teoria delle proprietà magnetiche della mate- 
ria e la teoria dei fenomeni ottici. Abbiamo anche aggiunto nuovi capi- 
toli sulla dispersione spaziale e sull’ottica lineare. Segnaliamo invece 
l’esclusione ‘del capitolo sulle fluttuazioni elettromagnetiche perché, con 
le debite modifiche, è stato incluso nel IX volume del Corso. 

Un inestimabile aiuto per la rielaborazione di questo e di altri 
volumi del Corso ci è stato dato da molti colleghi, troppo numerosi per 
poterli qui elencare al completo. A tutti vada il nostro sincero ringra- 
ziamento, che vogliamo estendere in particolare a V. L. Ginsburg, 
B.J. Zeldoviî e V. P. Krajnov, prodighi di preziose osservazioni. Un 
grazie speciale anche a- A. F. Andreiev, I. E. DzjaloSinskij e I. M. Lif- 
Sits che hanno costantemente offerto la possibilità di discutere con loro 
i problemi che insorgevano nel corso dell’elaborazione del testo. Verso 
S. I. Vainstein o R. V. Polovin ci sentiamo particolarmente debitori 
per il contributo prestato alla rielaborazione del capitolo sulla idro- 
dinamica magnetica. | | 

Ringraziamo, infine, A. S. Borovik-Remanov, V. I. Grigoriev 
e M., I. Kaganov per la lettura del manoscritto e le loro utili osserva- 
zioni, 

E. M. Lif$its, L. P. Pitaevskij 
Luglio 1981 


Prefazione alla prima edizione 


Il presente volume del Corso di Fisica teorica è dedicato \alla teoria 
dei campi elettromagnetici nei mezzi materiali e alla teoria delle pro- 
prietà macroscopiche, elettriche e magnetiche, della materia. La mate- 
ria, come sì vede dall’indice, include una cerchia assai vasta di problemi. 

Nello scrivere il libro.abbiamo incontrato difficoltà notevoli dovute 
alla necessità di operare una scelta tra l’enorme materiale esistente e al 
fatto che l'esposizione usuale di numerose questioni qui trattate non è 
Spesso chiara dal .punto. dì. vista ‘fisico e .talvolta-contiene anche errori. 
Ci rendiamo conto che l’esposizione proposta ha ancora molti difetti 
che speriamo correggere nelle prossime edizioni del libro. 

Siamo grati.al prof. V. L. Ginsburg che ha letto il manoscritto e 
fatto alcune osservazioni utili. Siamo anche grati a I. E. DzjaloSinskij 


e L. P. Pitaevskij per il grande aiuto dato. nella correzione Nelle bozze. 


E L. D. Landau, È.|M. Lifsits 
Mosca, ottobre 1956 | 


Alcune notazioni 


Intensità e induzione del campo elettrico: E e D. 

Intensità e induzione del campo magnetico: H e B. . 

Intensità dei campi elettrico e magnetico esterni: vettori &, $;} 
valori assoluti €, | 

Polarizzazione dielettrica: P. 

Magnetizzazione: M. 

Momenti elettrico e magnetico totali di un corpo: Poe Me 

Permettività dielettrica: e. 

Suscettività dielettrica: x. 

Permeabilità magnetica: pu. 

Suscettività magnetica: Y. 

Densità di corrente: j. 

Conducibilità: 0. 

Temperatura assoluta (in unità energetiche): 7. 

Pressione: P. 

Volume: V. 

Grandezze termodinamiche riferite all'unità di volume: 

entropia $,. 

energia interna U, 

energia libera F, 

potenziale termodinamico d. 

Le stesse grandezze per un corpo in totale: P, a, F, Di 

Potenziale chimico: 

Il fattore complesso periodico (rispetto. al- tempo) è considerato 
ovunque nella forma e*®', | 

Elemento di volume: dV o dx; elemento di superficie: df. 

Ovunque si usa la regola di sommatoria estesa agli indici vetto- 
riali e tensoriali ripetuti due volte, tridimensionali (lettere del- 
l'alfabeto latine) e bidimensionali (lettere dell’alfabeto greche). 

I rimandi ai paragrafi e alle formule degli altri volumi di questo 
Corso sono indicati mediante cifre romane: I (Meccanica, 1975); 
II (Teoria dei campi, 41975); III (Meccanica quantistica, 1976); 
IV (Teoria quantistica relativistica, 1977); V (Fisica statistica, 
parte 1, 1978); VI (Meccanica dei mezzi continui, in via di pubblica 
zione); VII (Teoria dell’elasticità, 1978); IX (Fisica statistica, 
parte 2, 1981); X (Fisica ‘tinetica, 1984). 


Capitolo I 


ELETTROSTATICA DEI CONDUTTORI 


$ 1. Campo elettrostatico dei conduttori 


L’elettrodinamica macroscopica ha come oggetto lo studio dei 
campi elettromagnetici nello spazio riempito dalla materia. Come 
qualsiasi altra teoria macroscopica l’elettrodinamica fa uso di 
grandezze fisiche le cui media sono calcolate rispetto ad elementi di 
volume « fisicamente infinitesimi » senza tenere conto delle fluttua- 
zioni microscopiche di queste grandezze dovute alla struttura mole- 
colare della materia. Così, al posto di un vero e proprio valore « micro- 
scopico » dell'intensità e di un campo elettrico ne considereremo la 
media indicandola nel seguente modo: 


e= E. (4,1) 


Le equazioni fondamentali dell’elettrodinamica dei mezzi con- 
tinui si ottengono mediante le equazioni medie del campo elettro- 
magnetico nel vuoto. Questo passaggio dalle equazioni microscopiche 
a quelle macroscopiche è stato attuato originariamente da H. A. Lo- 
rentz (nel 1902). | 

La forma delle equazioni dell’elettrodinamica macroscopica e il 
significato delle grandezze che figurano in esse dipendono notevol- 
mente dalla natura fisica del mezzo materiale e dal carattere della 
variazione del campo con il tempo. Perciò è opportuno dedurre e 
studiare queste equazioni separatamente per ogni categoria di oggetti 
fisici. rai 

Come è è noto, in relazione alle proprietà elettriche tutti i corpi si 
dividono in due categorie: conduttori e dielettrici; fra l’altro, i 
primi differiscono dai secondi per il fatto che ogni campo elettrico 
suscita in essi il moto di cariche, ossia una corrente elettrica 1). 

Cominciamo dallo studio dei campi elettrici costanti generati 
da conduttori carichi (elettrostatica dei conduttori). Dalla proprietà 
fondamentale dei conduttori segue soprattutto che nel caso elettro- 
statico l’intensità del campo elettrico al loro interno deve essere 
nulla. Infatti, un'intensità E diversa da zero condurrebbe alla pro- 
duzione di corrente; fra l’altro, la propagazione di corrente nel 


I) Il conduttore è supposto qui omogeneo (per sua composizione, tempera- 
tura ecc.). In un conduttore non omogeneo, come vedremo nel seguito, possono 
esistere dei campi che non generano il moto delle cariche. 
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conduttore è legata alla dissipazione di energia e perciò non può 
mantenersi di per sé (senza sorgenti di energia esterne) stazionaria. 

Ne segue, a sua volta, che tutte le cariche in un conduttore debbo- 
no essere distribuite sulla sua superficie: la presenza di cariche nel 
volume interno del conduttore implicherebbe la produzione in esso 
di un campo elettrico 4‘); la distribuzione delle cariche sulla super- 
ficie può essere realizzata in modo tale da compensare reciproca- 
mente i campi generati da esse all’interno del conduttore. 

Con ciò il problema dell’elettrostatica dei conduttori si riduce 
alla determinazione di un campo elettrico nel vuoto, al di fuori dei 
conduttori, e alla determinazione della distribuzione delle cariche 
sulla loro superficie. 

Nei punti non troppo vicini alla superficie del corpo il campo 
medio E nel vuoto coincide di fatto con il campo vero e proprio e. 
Queste due grandezze differiscono l’una dall'altra nella vicinanza 
immediata del corpo dove ancora è forte l’influenza dei campi mole- 
colari irregolari. L'ultima circostanza, tuttavia, non incide sulla 
forma delle equazioni del campo medio, Le equazioni microscopiche 
di Maxwell esatte nel vuoto sono 


dive = 0, (1,2) 
1 dh 
rote= — < di l (4,9) 


(h è l'intensità microscopica del campo magnetico). Poiché il campo 
magnetico medio è supposto assente, la derivata dh/dt dopo il calcolo 
della media si annulla anch'essa e otteniamo così che il campo elettri- 
co costante nel vuoto. verifica le equazioni ordinarie. 


-divE=0,.rot.E=0, (1,4) 


vale a dire che è un campo derivante :da un potenziale « legato 
all'intensità mediante la relazione 


E = — grad q (1,9) 
e soddisfacente all’equazione di Laplace 
Apg= 0. (1,6) 


Le condizioni al contorno per il campo E sulla superficie del 
conduttore seguono dall’equazione stessa rot E = 0 che è valida 
(così come l’equazione iniziale (1,3)) all’esterno e all’interno del 
corpo. Consideriamo l’asse z coincidente con la direzione della nor- 
male n alla superficie del conduttore in un punto. La componente E, 
del campo nella vicinanza immediata alla superficie del corpo assume 
valori molto grandi (la differenza di potenziale è qui finita a distanze 
molto piccole). Questo grande campo rappresenta una proprietà 


1) Ciò si vede con chiarezza dell'equazione (1,8) data più avanti. 
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della superficie stessa e dipende dalle sue caratteristiche fisiche, 
ma non ha niente a che fare con il problema elettrostatico in questione 
poiché decresce rapidamente già a distanze comparabili con quelle 
atomiche. É importante, tuttavia, che se la superficie è omogenea, le 
derivate 0E ,/0x, 0E,/0y restano finite lungo la superficie”malgrado 
la componente stessa E, diventi infinita. Perciò dalla 


segue che 0£ ,/02 è finita. Ciò vuol dire che E, è continua sulla super- 
ficie (poiché una discontinuità di E, significherebbe che la derivata 
0E,/0z diventa infinita). Lo stesso si può dire della componente E, 
e poiché all’interno del conduttore, in generale, E = 0, possiamo 
concludere che le componenti tangenti del campo esterno devono 
essere nulle sulla sua’ superficie: 


E; = 0, (1,7) 


In tal modo, il campo elettrostatico deve essere normale alla super- 
ficie del conduttore in ogni suo punto. Poiché E = —grad qQ, ciò 
significa che il potenziale del campo deve essere costante lungo tutta 
la superficie del conduttore in esame. In altre parole, la superficie di 
un conduttore omogeneo è una superficie equipotenziale del campo 
elettrostatico. 

Quanto alla componente del campo normale alla superficie, essa 
è legata in modo semplice alla densità della carica distribuita sulla 
superficie. Questo legame si ottiene dall’equazione generale dell’elet- 
trostatica div e = 4np che dopo il calcolo della media diventa 


div Em 40, 11,8) 


dove p è la densità di carica media.f Nella forma integrale questa 
equazione significa, come è noto, che il flusso del campo elettrico 
attraverso una superficie chiusa è uguale alla carica totale contenuta 
nel volume delimitato da questa superficie (moltiplicata per 4x). 
Applicando questo teorema all’elemento di volume compreso tra due 
aree unitarie infinitamente vicine adiacenti da ambo le parti alla 
superficie del conduttore e tenendo conto che sull’area interna 
E = 0, troviamo che E, = 4zmo dove o è la densità superficiale di 
carica, cioè la carica per unità di superficie del conduttore. In tal 
modo, la distribuzione delle cariche sulla superficie del conduttore 
è data dalla formula 


LL id 
S% En 4n dn (19) 
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(la derivata del potenziale è calcolata nella direzione della normale 
esterna n alla superficie). La carica totale del conduttore è, .... 


if i 


dove l’integrale è esteso a tutta la superficie. 

La distribuzione del potenziale in ogni campo elettrostatico gode 
della ceguente notevole proprietà: la funzione q (x, y, 2) può assumere 
il suo valore massimo o minimo soltanto sulle frontiere del dominio 
del campo. Questo teorema si può formulare come proposizione 
sull’impossibilità di equilibrio stabile di una carica-prova e portata 
nel campo poiché non esiste punto in cui la sua energia potenziale eq 
abbia minimo. n 

La dimostrazione del teorema è molto semplice. Supponiamo, ad 
esempio, che in un punto A (che non si trovi sulla frontiera del campo) 
il potenziale abbia un massimo. Allora si può circondare A con una 
piccola superficie chiusa sulla quale ovunque la derivata lungo la 
normale dp/dn < 0, Quindi, anche l'integrale esteso a questa super- 


ficie | si di <0. Ma in virtù dell'equazione di Laplace, si ha 
03° __{ _ 
}-gr d/= | Aqdy=o0, 


questo contraddice l'ipotesi. 


$ 2. Energia del campo elettrostatico dei conduttori 


Calcoliamo l’energia totale XU del campo elettrostatico dei con- 
duttori carichi !): 4 


41. C. 
u=7 | E2dr, (2,4) 


dove l'integrale è esteso a tutto il volume dello spazio all’esterno 
dei conduttori. Trasformiamo questo integrale nel seguente modo: 


u=—3 | Egrad gav=— + (div (gE) av +4 [pdivE dr. 


Il secondo integrale si annulla in virtù della*(1,4) e il primo si tra- 
sforma nell’integrale esteso alle superficie dei conduttori che deli- 
mitano il campo e ad una superficie infinitamente lontana. Ma que- 


1) Il quadrato E? non coincide con la media quadratica e? del campo vero 
e proprio in prossimità della superficie conduttrice e anche nel volume di quest’ul- 
tima (dove E = 0, ma, si intende, ovviamente, che e? =£ 0). Calcolando l’inte- 
grale (2,1) omettiamo l’energia interna del conduttore come tale, la quale 
qui non presenta interesse, e dall’energia di parentela delle cariche nei con- 
fronti della sua superficie. 
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st'ultimo integrale si annulla poichè il campo decresce in modo suffi- 
cientemente rapido all'infinito (la costante arbitraria in g è supposta 
tale che pg = 0 all’infinito). Numerando i conduttori con l'indice a 
e indicando con @Q, valori costanti del potenziale lungo ciascuno dei 
conduttori, otteniamo 1) 


U=g Di BoEndi= 7 I e 8 Zadf. 


Infine, introducendo le cariche totali e, dei conduttori secondo la 
formula (1;10), otteniamo l’espressione definitiva 


U =+- dI CaPa» (2,2) 


analoga a quella per l’energia di un sistema di cariche puntiformi. 

Le cariche e i potenziali dei conduttori non possono essere assegna- 
ti contemporaneamente in modo arbitrario; esiste tra essi una determi- 
nata relazione. In virtù della linearità e dell’omogeneità delle equa- 
zioni del campo nel vuoto questa relazione deve essere anch'essa li- 
neare, cioè espressa mediante equazioni della forma 


Ca = 2 CarPbr (2,3) 


dove le grandezze C,,, Co» hanno le dimensioni di lunghezza e dipen- 
dono dalla forma e dalla disposizione reciproca dei conduttori. Le 
grandezze C,, si chiamano coefficienti di capacità, e le grandezze Cab 
(a # db) coefficienti di induzione elettrostatica. In particolare, se 
esiste un solo conduttore, allora e == Cp dove C'è la capacità; l'ordine 
di grandezza della capacità coincide con le dimensioni lineari del 
corpo. Le espressioni inverse per i potenziali in funzione delle cari- 
che sono: 


Pa = 3 Cul Cb. (2,4) 


dove. i coefficienti Cz} costituiscano la matrice inversa di quella 
costituita dai coefficienti Così UT | 
Calcoliamo la variazione dell'energia di un sistema di conduttori 
rispetto ad una variazione infinitesima delle loro cariche o dei poten- 
ziali. Variando l’espressione iniziale (2,1) otteniamo n 


| 
| I U=7# \ E dE dv. 

1) Nella trasformazione dell’integrale di volume in quello di superficie 
qui e più avanti si deve tener conto che £, è la componente del campo lungo la 
direzione della normale esterna nei confronti del conduttore; questa direzione 
è opposta alla direzione della normale esterna al dominio dell'integrazione 
volumetrica, cioè allo spazio all’esterno dei conduttori. Ciò premesso, nella 
trasformazione l’integrale ha cambiato di segno. 
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Questa espressione si può trasformare in seguito con due modi equiva- 
lenti. Sostituendovi E = —grad @ e tenendo conto che il campo 
variato così come quello iniziale, verifica le equazioni (1,4) (in modo 
che div $E = 0), scriviamo 


U=-1 ) eri SE-dV= 


— di i \ div (@ SE) dV= tr 30 $ 8 df, 


e infine 
6U = Di Pea (2,5) 
3‘ 


cioè otteniamo la variazione dell’energia espressa in funzione della 
variazione delle cariche. Questo risultato, fra l’altro, è evidente- 
mente a priori come il lavoro da compiere sulle cariche infinitesime 
Se, per portarle ai conduttori assegnati dall’infinito dove il poten- 


ziale del campo è nullo. 
D'altra parte, si può serivere 


su=—i (EgradépdV=—7 | div(E69)dV= 
=) 6pa È Endfa 
a 


ossia 


5U = DI es$0a; (2,6) 


vale a dire che la variazione dell'energia è espressa in funzione della 
variazione dei potenziali dei conduttori. 

Le formule (2,5) e (2,6) mostrano che, derivarido l’energia % 
rispetto alle grandezze delle cariche, otteniamo i potenziali dei 
conduttori, mentre le derivate di U rispetto ai potenziali danno 
valori delle cariche 


0U 0% 
dea Yo de, — 0 (2,7) 


D'altra parte, i potenziali e le cariche sono funzioni lineari gli uni 
degli altri. Mediante la (2,3) abbiamo 
0%% deb 


0PadP dPa 


= Cha: 


e invertendo l'ordine di derivazione, avremmo. C,. Ne segue che 


Cav = Cva I (2,8) 
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(e, analogamente, Czò = Czi). L'energia U può essere rappresentata 
come forma quadratica dei potenziali o delle cariche: 


1 1. - 
U=3 DI CasPaP9=7 Dì Corese (2,9) 


a, d a,b 


Questa forma quadratica, così come l’espressione iniziale (2,1), 
deve essere necessariamente positiva. Da questa condizione derivano 
alcune diseguaglianze cui devono soddisfare i coefficienti C,,. In 
particolare, tutti i coefficienti di capacità sono positivi: 


Caa > 0 (2,10) 


(così come Cai > 0) 1). 
Viceversa, tutti i coefficienti di induzione elettrostatica sono 
negativi: 


Cn <0 (a+). (2,44) 


Questa circostanza è evidente dalle semplici considerazioni seguenti. 
Supponiamo che tutti i conduttori, ad eccezione di uno (l’a-esimo), 
siano collegati a terra, cioè che i loro potenziali siano nulli. Allora 
la carica indotta dal conduttore carico (l’a-esimo) su un conduttore d 
vale ey = Cra@a. Il segno della carica indotta è opposto a quello del 
potenziale di induzione, e perciò Cap < 0. Ciò si può provare parten- 
do dal fatto che il potenziale del campo elettrostatico non può 
avere massimi o minimi al di fuori dei conduttori. Supponiamo, ad 
esempio, che il potenziale dell’unico conduttore non collegato a terra 
sia Pa >0. Allora il potenziale sarà positivo anche in tutto lo spazio 
e il suo minimo (zero) si ottiene soltanto sui conduttori collegati 
a terra. Ne segue che sulla superficie di questi ultimi la derivata 
normale del potenziale dp/0n sarà positiva e la loro carica, secondo 
1° (1,10) negativa. | | di SI 

Mediante considerazioni analoghe si può provare che Cai > 0. 

L'energia del campo elettrostatico dei conduttori gode della 
proprietà estremale la quale, per la verità, è di carattere non tanto 
fisico quanto formale. Per la deduzione di questa proprietà suppo- 
niamo che la distribuzione delle cariche nei conduttori sia soggetta 
a una variazione infinitesima (rimanendo costante la carica totale 
di ciascun conduttore) così che le cariche possono venire a trovarsi 
anche all’interno dei conduttori; in questo caso non teniamo conto 
del fatto che in realtà questa distribuzione delle cariche non può 


. .?) Notiamo anche che’ tra. le .condizioni di positività della forma (2,9) 
figurano le diseguaglianze 


Caalvd > Cab- 
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essere stazionaria. Consideriamo la variazione corrispondente del- 
l’integrale 


U=- | E2dV 


che dobbiamo supporre esteso ora a tutto lo spazio, compreso il 
volume dei conduttori stessi (poiché dopo la traslazione delle cariche 
il campo E, in generale, sarà non nullo anche all’interno dei con 
duttori). Scriviamo | 


Uu=-- grad p-6Ed/= — 7 2 | div(@6E) dV + 


41 7 \ p div SEdV. 


Il primo integrale, essendo trasformato in integrale esteso a super- 
ficie infinitamente lontana, scompare. Nel secondo integrale, in vir- 


tà dell'equazione (1,8), abbiamo div $E = 4ndp in modo che 
65u= | pÉpAV. 


Ma questo integrale si annulla se @ corrisponde a un campo elettro- 
statico reale: in questo caso, all’interno di ciascun conduttore @ = 


= costante e gli integrali | S0 dV rispetto ai loro volumi sono nulli 


poiché le cariche totali dei conduttori restano invariate. 

In tal modo, l’energia di un campo elettrostatico reale è minima 1) 
rispetto all'energia dei campi che sarebbero generati da qualsiasi 
altra distribuzione delle cariche nel volume dei conduttori (teorema 
di Thomson). 

. Da questo teorema deriva, in particolare, il corollario seguente: 
l'introduzione di un conduttore non carico nel campo delle cariche 
in esame (conduttori carichi) diminuisce l’energia totale del campo. 
Per provarlo è sufficiente confrontare l’energia del campo reale, 
che diventa stazionario dopo l'introduzione del conduttore in questio- 
ne, con l'energia del campo fittizio corrispondente all’assenza di 
cariche indotte sul conduttore introdotto. La prima, essendo la mini- 
ma possibile, è inferiore alla seconda la quale, al tempo stesso, coin- 
cide con l’energia del campo iniziale (poiché in assenza di cariche 
indotte il campo « penetrerebbe » all’interno del conduttore senza 
variazione). Questo risultato si può formulare in un altro modo: un 
conduttore non carico posto lontano da un sistema di cariche date è 
attratto da queste ultime. 

Infine, si può mostrare che un conduttore (carico 0 meno), intro- 
dotto in un campo elettrostatico, in generale, non può trovarsi in 
equilibrio stabile sotto l’azione delle sole forze elettriche. Questa 


1) Non ci soffermiamo qui su considerazioni molto semplici dalle quali si 
vede che sì tratta precisamente di un minimo e non, in generale, dell’estremo. 
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affermazione generalizza il teorema analogo, formulato alla fine del 
$ 1, per una carica puntiforme e può essere ottenuta mediante l’ap- 
plicazione contemporanea dell’ultimo teorema e del teorema di 
a nomson: non ci soffermiamo «qui sulle considerazioni corrispon- 
enti. 

La formula (2,9) è comoda per il calcolo dell'energia di un sistema 
di conduttori separati da distanze finite l’uno dall’altro. Tuttavia, 
deve essere considerata in modo particolare l’energia del conduttore 
non carico sito in un campo esterno omogeneo & che si può supporre 
generato da cariche che si trovano all’infinito. Secondo la formula 
(2,2) questa energia vale U = ep/2, dove e è una carica lontana che 
crea il campo e q il potenziale del campo generato dal conduttore in 
questione nel punto in cui si trova la carica e (da % è esclusa l'energia 
della carica e nel proprio campo che non ha a che vedere con l’energia 
del conduttore in esame). La carica del conduttore è nulla, ma sotto 
l’influenza del campo esterno il conduttore acquisisce un momento di 
dipolo elettrico che indichiamo con &. Il potenziale del campo di 
dipolo elettrico a una grande distanza r da esso è, come è noto, 
p = Pr/r3. Perciò 


e. 
U=gr Pr. 


Ma —erlr? è, al tempo stesso, l'intensità del campo & creato dalla 


carica e. | Quindi, 
Uda — 12PE. (2,412) 


In virtù della linearità di tutte le equazioni del campo, è evidente 
che le componenti del momento di dipolo Y° sono funzioni lineari 
delle componenti dell’intensità del campo €. I coefficienti di pro- 
porzionalità tra 4 e & hanno le dimensioni del cubo di una lunghez- 
za e perciò sono proporzionali al volume del conduttore: 

Pi se Va;nGi, (2,13) 
dove i coefficienti x; dipendono unicamente dalla forma del corpo. 
L'insieme delle grandezze Va; costituisce il tensore di polarizzabilità 
del corpo. Questo tensore è simmetrico: a;jg = k€: (1a dimostrazione 
di questa affermazione è data nel $ 11). Rispettivamente, l’energia 
(2,12) si scrive nella forma. 

U = — 1/2Va;,C; Gn. (2,14) 
Pioblemi 


1. Esprimere la capacità reciproca C del sistema di due conduttori (di 


cariche +e) mediante i coefficienti Cap. © 
Soluzione. La capacità reciproca dei conduttori si ‘esprime come coefficiente 


nella relazione e = € (9, — @;) e l’energia del sistema si esprime mediante. l 
dalla relazione % = e2/2C. Confrontando con la (2,9) otteniamo 
Cui t 2C 19 d- Csa 


41_ 1, { =] vi =. . 
C Cii 2C 1) RI Cra C11C2°— C3, o 
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2. La carica puntiforme e si trova nel punto O in prossimità di un sistema 
di conduttori collegati a terra e induce su questi ultimi le cariche eg. Se la carica 
e non ci fosse e uno dei conduttori (l’a-esimo) avesse il potenziale @/ (gli altri, 
come prima, sono collegati a terra) il potenziale del campo nel punto O sarebbe gg. 
Esprimere le cariche e, mediante qj e ;. 

Soluzione. Se le cariche e, sui conduttori trasmettono a quest'ultimi i poten» 
ziali gp, e le cariche e; i potenziali gg, dalla (2,3) segue che 


> Pata = % PalabPg = Dì Pola» 
a 


a, b a 


Applichiamo questa relazione a due stati del sistema composto di tutti i con£ 

duttori e della carica e (considerando quest’ultima come caso limite di un con- 

duttore di piccola dimensione). In uno stato del sistema esiste la carica e, i con- 

duttori hanno le cariche e, e i potenziali , = 0. Nell’altro stato la carica e = 0 

© uno dei conduttori ha il potenziale pg 3 0. Allora otteniamo egj + capa = 0 
a cui 


Ca = — eP0/Pa: 
Poiché la carica e si trova a distanza r dal centro della sfera collegata a terra 
di raggio a (r > a), allora pj = @g a/r e la carica indotta sulla sfera è © 
i. a = — ealr. 


Come altro esempio consideriamo la carica e che si trova tra due sfere con- 
centriche collegate a terra di raggi a e d a distanza r dal centro (a<r< b). 
Se la sfera esterna è collegata a terra e quella interna carica così che il suo poten- 
ziale sia pg, allora il potenziale a distanza r vale l 


'_- mn 1/r—4/b 
Po Va 7a —1/b' 


Perciò la carica indotta sulla sfera interna dalla carica ‘e vale 


e 4 (b_r) 
e <.r(b—a)’ 
Analogamente, la carica indotta svilla sfera esterna vale 
‘b(r—-a) 


77° 7062) 


3. Due conduttori di capacità C, e C, si trovano l’uno dall’altro a una 
distanza r grande rispetto alle loro dimensioni. Determinare i coefficienti Cz: 
. Soluzione. Se il conduttore 7 porta la carica e, e il conduttore 2 non è carico, 
in prima approssimazione @, = e3/C1, @, = €/rj in questo caso trascuriamo la 
variazione del campo lungo il conduttore 2 e la sua polarizzazione. In tal modo, 
Ci} = 1/C,, Cz} = 1/r e, analogamente, C31 = 1/C,. Da cui per i coefficienti 
Cab !) troviamo: si 


| Cu=tli (14-95) | Case cala , Cismmli (14-50). 


1) I termini successivi dello sviluppo hanno, nel caso generale, l'ordine di 
grandezza (rispetto a 1/r) di 1 superiore a quello dei termini scritti. Se, tuttavia, 
r è calcolata come la distanza tra « centri delle cariche » di ambedue i corpi (nel 
caso delle sfere, fra i loro centri geometrici), l’ordine dei termini successivi sarà 
superiore di 2. 
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: 4. Determinarelacapacità C di un anello di filo sottile di sezione circolare, 
(il raggio dell’anello è d, il raggio della sezione del filo a; b> a). 

Soluzione. Poiché l’anello è molto sottile il campo in prossimità della sua 
superficie coincide con il campo che sarebbe generato dalla stessa carica distri- 
buita lungo la linea assiale dell’anello (ciò sarebbe esatto per un cilindro retto). 
Perciò il potenziale dell’anello stesso è 


MAIL 

Pa Grb ro 
dove r è la distanza fra un dato punto della superficie dell’anello e l'elemento dl 
della sua linea assiale, lungo la quale si integra. Dividiamo l’integrale in due 


parti rispetto ai domini r < Aer > A, dove A è una distanza tale che a<« A<« 
< b. Allora perr< Asi può supporre retto un tratto dell'anello e perciò 


dle at 
r Va 7 a 


A>r 


Nel dominio r > A, invece, si può trascurare lo spessore del filo, cioè supporre r 
come semplice distanza fra due punti della linea assiale dell'anello. Allora 


age 


E 


TIA T 
Ni: __ bdo _ Po 
Î F=2) 2b sen (9/2) =—2lntg 7» 
r>À ®o 


dove @ è l’angolo centrale che sottende la corda r e il limite di integrazione 
inferiore è determinato dalla 2b sen (py/2) = A, da cui po & A/b. Sommando le 
due parti dell’integrale la grandezza A si elide e per la capacità dell’anello 
C = e/g, otteniamo la seguente espressione: 


Th 


€" Ti (80/0) € 


$ 3. Metodi di soluzione dei problemi elettrostatici 


I metodi generali di soluzione dell’equazione di Laplace nelle 
date condizioni di frontiera su queste o quelle superficie si studiano 
nel settore corrispondente della fisica matematica e non ci propo- 
niamo di darne un'esposizione completa. Ci limitiamo qui all’indi- 
cazione di alcuni procedimenti più semplici e alla soluzione di un 
gruppo di problemi tipici che presentano un interesse di per se 
stessi 1). 

Metodo delle immagini. La determinazione del campo generato 
dalla carica puntiforme e sita all’esterno di un mezzo conduttore che 


1) Per soluzione di numero più grande di problemi complessi si vedano: 
Smythe W. R. Static and dynamic electricity. — McGraw-Hill, N.Y., 1950; 
Grinberg G. A. Questioni scelte della teoria matematica dei fenomeni elettrici 
e magnetici. — Mosca, Edizione dell’Accademia delle scienze, 1948 (in russo). 


ELETTROSTATICA DEI CONDUTTORI ‘23 


riempie un semispazio rappresenta un esempio elementare di appli- 
cazione del cosiddetto metodo delle immagini. L’idea di questo 
metodo consiste nella ricerca di cariche puntiformi fittizie comple- 
mentari tali che, con le cariche date, creino un campo per il quale 
la superficie del conduttore assegnato coincida con una delle super- 
ficie equipotenziali del campo. Nel caso in questione ciò si ottiene 
introducendo la carica fittizia e' = —esita in un punto che è l’imma- 
gine speculare del punto e nel piano di frontiera del mezzo conduttore. 


Il potenziale del campo della carica e e della sua « immagine » e’ 
vale | | 


r 


g=e(t-4), 


dovere r” sono le;distanzejtra il punto di osservazione e le cariche 
eee’. Sul piano di frontiera r = r' e il potenziale ha il valore costante 
= 0, in modo che la condizione al contorno necessaria è veramente 
soddisfatta e la formula (3,1) fornisce la soluzione del problema 
posto. E da notare che la carica e è attratta al conduttore con la 
forza, °1(20)* (forza dell’immagine) e l’energia di interazione vale 
—e/4a. 

La distribuzione sul piano di frontiera delle cariche superficiali 
indotte dalla carica puntuale e è data dalla formula 


_ \ 0 
o= TC dn dn 


e a 
pr = TIR: (3,2) 


dove a è la distanza fra la carica e la superficie. È facile provare che 
la carica totale in questo piano vale 


{cdl = —e 


come deve essere, 


La carica totale indotta da cariche estranee su un conduttore 
isolato, inizialmente non carico resta, si intende, nulla. Perciò se 
nel caso in esame il mezzo conduttore (in realtà un conduttore di 
grandi dimensioni) è isolato, si deve supporre che contemporanea- 
mente con la carica —e viene indotta anche la carica -+e la quale, 
tuttavia, essendo distribuita sulla superficie di un corpo di grandi 
dimensioni, ha una densità infinitesima. 

In seguito, consideriamo il problema più complicato del campo 
generato da una carica puntiforme sita in prossimità di un conduttore 
sferico. Per la soluzione ‘di questo problema ricorriamo al seguente 


24 SRI CAPITOLO I 


risultato che è facile provare con calcoli diretti. Il potenziale del 
campo generato da due cariche puntiformi e e —e'’ 


| 7 


oe { 
PET 


si annulla su una superficie sferica di raggio R il cui centro si trova 
sul prolungamento della retta congiungente i punti e e e’ alle distanze 
Lel' da questi punti, fra l’altro, 
«I, l'e R verificano le uguaglianze 
LI = (ele')?, R? = IV. 
Supponiamo dapprima che il 
conduttore sferico sia mantenuto 
a un potenziale costante g = 0 
(sfera è collegata a terra). Allora 
il campo generato all’esterno della 
- sfera dalla carica puntiforme e 
| Fig. 1. sita a distanza / dal centro della 
sfera (nel punto A della fig. 1) 
coinciderà con il campo creato dal sistema delle due cariche, la 
‘carica in esame e e quella fittizia —e/’, sita all’interno della sfera 
(punto A4') a distanza /' dal suo centro, in questo caso, ‘’ 


— R?/l; e = eRIl. (3,3) 
Il potenziale di questo campo 
@ = e/r — eRi/lr (3,4) 


(ctr. fig. 1). Sulla superficie della sfera è indotta, in questo caso, 
una carica totale non nulla uguale a —e’. L'energia di interazione 


della carica con la sfera vale I 


to 


| __ ee — e°R° 
| ———— 20-0) © 2(13—R?) 99) 


0U e°}R 
Fa di © (I-R92° 


" carica è attratta verso la sfera dalla forza 

| 

| 

‘Se la sfera conduttrice è mantenuta con carica totale riulla (sfera 
isolata non carica), si deve introdurre un’altra carica fittizia in 
modo tale che la carica totale indotta sulla superficie della sfera sia 
nulla, e non venga violata la costanza del potenziale su questa 
superficie. Ciò si ottiene collocando la carica +e’ al centro della 
sfera. Allora il potenziale del campo cercato è definito dalla formula 


’ e' 
e=>—- rt. (3,6) 
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In questo caso, l’energia di interazione è 


ee [1 1 e? R3 om 
= (1-2r)=- 3 (E-RI: (3,7) 

Infine, se la carica e si trova nel piano sferico del mezzo conduttore 
(nel punto A’ della fig. 1), il campo all’interno della cavità coincide 
con il campo che sarebbe generato dalla carica e e dalla sua « imma- 
gine » nel punto A all’esterno della sfera (a prescindere dal fatto che 
il conduttore sia collegato a terra o isolato): 


k 
= Tr: (8,8) 


Metodo dell’inversione. Esiste un semplice metodo che in alcuni 
casi permette sulla base della soluzione nota di un problema elettro- 
statico di trovare la soluzione di un altro problema. Questo metodo 
è basato sull’invarianza dell'equazione di Laplace rispetto a una 
trasformazione di variabili. 

Nelle coordinate sferiche l'equazione di Laplace ha la forma 


td 4 1 
37 (183) +-7-400=0, 


dove Ag indica la parte angolare dell’operatore di Laplace. È facile 
provare che questa equazione conserva la sua forma se al posto della 
variabile r introduciamo una variabile nuova.r' secondo la formula 

R? A 
(trasformazione dell’irversione) e sostituiamo simultaneamente la 
funzione cercata @ secondo la. formula 


® 
L 


=. (3,10) 
Qui A è una costante che ha le dimensioni di una lunghezza (raggio 
dell’inversione). In tal modo, se la funzione q (e) verifica l'equazione 
di Laplace, allora la funzione 


o Mz ( 2 1) (3,14) 


è anch'essa soluzione di questa equazione. 

Supponiamo di conoscere la soluzione del problema del campo 
elettrostatico generato da un certo sistema di conduttori, che si 
trovano tutti allo stesso potenziale g,, e da un sistema di cariche 
puntiformi. Generalmente si determina il potenziale @ (r) in modo 
tale che esso si annulli all'infinito. Qui, tuttavia, definiamo @ (r) 
in modo da far tendere questa funzione a —@ all'infinito; allora 
sui conduttori si avrà p-= 0. 
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Precisiamo ora quale problema elettrostatico si risolve mediante 
la funzione trasformata (3,11). Prima di tutto, cambieranno la 
forma e la disposizione reciproca di tutti i conduttori. La condizione 
di frontiera per la quale il potenziale è costante sulla superficie dei 
conduttori si verifica automaticamente poiché per g = 0 si avrà 
g';= 0. Ugualmente cambieranno la disposizione e la grandezza di 
tutte le cariche puntuali. La carica sita nel punto ry passa al 
punto rg = (R?/rj) r, e acquisisce la grandezza e’ che si può determi- 
nare nel seguente modo. Per r + r, il potenziale @ (r) diventa infini- 
to secondo la legge q = e/| ér |, dove èr =r — ry. D'altra parte, 
derivando la relazione r = (R°/r°°) r° troviamo che i valori assoluti 
delle piccole differenze 6r e 6r' = r' — rj sono 0 legati reciprocamente 
dalla relazione È 


(6r)z= 27 (6r')?. 


Perciò per r' + rj la funzione gp’ tende all'infinito secondo la legge 


Infine, consideriamo l’andamento della funzione q’ (r’) in prossimi» 
tà dell’origine delle coordinate. Al punto r' = 0 corrisponde r + 00, 
Ma per r + co la funzione @ (r) tende a —y. Perciò, se r' +0, la 
funzione gp’ diventa infinita secondo la legge 


Ro 
n == 
Ciò vuol dire che nel punto r’ = O si trova la carica eo = — Rao 


Indichiamo come si trasformano per inversione alcune figure 
geometriche. Una superficie sferica di raggio 4a e con centro..in ry 
è data dall’equazione 


(r.— ro)? = al, . 


Invertendo, otteniamo l’equazione 
{( r'? x — rn) =@ 


che dopo la moltiplicazione per r'? e un nuovo raggruppamento dei 
termini può essere ridotta alla forma (r° — rg)? = a’? dove 


R?ro aR? N 
ar a'= [ari (3,13) 
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In tal modo, riotteniamo una sfera di altro raggio a’ e con centro 
nel punto ry. Se la sfera iniziale passava per l’origine delle coordinate 
(a = ro), allora a' = 00; in questo caso, la sfera si trasforma in un 
piano perpendicolare alla direzione r, che passa a distanza 

R? R? 


, ’ 
Ta ss ——_Z1 —_ 
o7eTatn o Za 


dall'origine delle coordinate. 

Metodo della trasformazione conforme. Un campo dipendente uni- 
camente da due coordinate cartesiane (x, y) si chiama campo piano. 
Un mezzo possente nella soluzione dei problemi elettrostatici bidi- 
mensionali è dato dalla teoria delle funzioni di una variabile com- 
plessa. Le basi dell’applicazione di questa teoria consistono in 
quanto segue. | 

Il campo elettrostatico nel vuoto verifica due equazioni: rot E = 
= 0 e divE =0. La prima di esse consente di introdurre il poten- 
ziale del campo secondo E = —grad @. La seconda mostra, invece, 
che accanto a si può introdurre anche il « potenziale vettor » del 
campo A secondo la formula E = rot A. Nel caso del campo piano 
il vettore E giace nel piano xy e dipende esclusivamente da queste 
due coordinate. Si puo scegliere rispettivamente, il vettore A in 
modo tale che sia diretto ovunque perpendicolarmente al piano zy. 
Allora le componenti dell’intensità si esprimono come derivate di @ 
o di A secondo la formula 


E,=- dp __dA E d0p____ dA 


Ma queste relazioni fra le derivate delle funzioni @ e A coincidono, 
dal punto di vista matematico, con le note condizioni di Cauchy- 
Riemann che esprimono il fatto che la relazione complessa 


w=@— iA (3,15) 


è una funzione analitica dell'argomento complesso z = x + iy. Ciò 
significa che la funzione w (z) ha in ogni punto una derivata indi- 
pendente dalla direzione in cui è considerata. Così derivando nella 
direzione dell’asse x troviamo che 
da — da dr 
ossia 
dw ‘n. a 
La funzione w si chiama potenziale complesso. 
Le linee di forza del campo sono determinate dall’equazione 
da __ dy 
Ex E 
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Esprimendo £, e E, in funzione delle derivate di A, niscriviame 
questa equazione nella forma | 
9A; 94 __3 

da cui A (x, y) = costante. Quindi, le linee dei valori costanti della 
parte immaginaria della funzione w (z) rappresentano linee di forza 
del campo, mentre le linee dei valori costanti della sua parte reale 
sono linee equipotenziali. L'ortogonalità reciproca di queste due 
famiglie di linee è gia garantita dalle relazioni iniziali (3,14) secondo 
le; quali 


Sia la parte reale che la parte immaginaria della funzione analiti- 
ca w (z) verificano in egual modo l’equazione di Laplace. Quindi 
per la stessa ragione si può considerare Im w come potenziale del 
campo. Le linee di forza saranno allora date dalle equazioni Re w = 
= costante. In questo caso, al posto della (3,15) avremo w = A + ig. 

Il flusso dell’intensità del campo elettrico attraverso un tratto 
della linea equipotenziale è dato dall’integrale 


| E,dl=— { 22 ql, 


dove dl è l’elemento di lunghezza della linea equipotenziale e nla 
direzione della normale ad essa. Secondo le relazioni (3,14) abbiamo 


0p/0n = —0A/61 e il segno è stato scelto in modo che la. direzione 
positiva di / è a sinistra guardando nella direzione di n. Perciò 


| Endi=|%di=4,-4,, 


dove A, e A; sono i valori di A in ambedue le estremità! del tratto 
in esame. In particolare, il flusso del campo elettrico attraverso un 
contorno chiuso vale 4rme, dove e è la carica totale racchiusa in questo 
contorno (riferito all’unità di lunghezza dei conduttori lungo l’as- 
se n Perciò 


1 
e=g7 4A, (3,17) 


dove AA è la variazione di A nella descrizione di una linea equipo- 
tenziale chiusa in senso antiorario. 

Un esempio elementare di potenziale complesso è il potenziale 
del campo di un filo rettilineo carico (coincidente con l’asse 2). 
L’intensità di questo campo è data dalle formule 


E,=É, Ey=0, 
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dove r, 0 sono le coordinate polari del piano xy ed e la carica per 
unità di lunghezza del filo. Il potenziale complesso corrispondente è 


w=-2elnz= —2elnr— 2ie0, (3,18) 


Se il filo carico passa non per l’origine delle coordinate ma per il 
punto (o. Yo), il potenziale complesso è 


w= —2eln (2 — 20), (3,19) 


dove zo = %o + iYo- 

Dal punto di vista matematico la relazione funzionale w = w (2) 
realizza la trasformazione conforme del piano della variabile comples- 
.sa z nel piano della variabile complessa w. Sia C il contorno della 
sezione del conduttore nel piano xy e sia g, il potenziale di questo 
conduttore. Da quanto detto deriva con chiarezza che il problema 
del campo generato da questo conduttore si riduce alla ricerca di 
una funzione w (z) che trasformi il contorno C nel piano z nella 
linea w = © parallela all'asse delle ordinate nel piano w; allora 
la parte reale Re w darà il potenzia- 
le del campo considerato (se, inve- 
ce, la funzione w (z) trasforma il 
contorno C in una linea parallela 
all’asse delle ascisse, il potenziale 
è dato dalla funzione Im w). | 

Problema del cuneo. A titolo 
informativo diamo qui le formule i 
che determinano il campo gene- Fig. 2 
rato dalla carica puntiforme e sita 
nello spazio tra due semipiani conduttori intersecantisi. Suppo- 
niamo che l’asse z di un sistema di coordinate cilindriche r, 0, z 
coincida con lo spigolo del cuneo, mentre l’angolo 8 è calcolato 
a partire da uno dei suoi lati, e che la carica e si trovi nel punto a, y, 0 
(fig. 2). L’angolo di apertura @ tra i piani può essere sia minore che 
maggiore di x; nell’ultimo caso abbiamo a che fare con la carica sita 
all’esterno del cuneo conduttore. 

Il potenziale del campo è dato dalla formula 


sh (nt/a) C sh (nt/2) j X 


e 
Q= ay 2ar Ji me _ cos (0 al Vv. ch E cos a (04) 
a a 


ra (3,20 
* TETCan! (3,20) 


. . 21.92 
cin= tt, n>ÒÙ; 
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sulla superficie del conduttore, cioè per 0 = 0, a il potenziale gp = 0 
(H. M. Macdonald, 1895)”. 

In particolare, per a = 2 si ottiene un semipiano conduttore 
nel campo di una carica puntiforme. In questo caso l'integrale (3,20) 
si calcola esattamente e dà 


0— 
Olaman=-S- [4 arocos (- I) — fr aro00s 
COS d+y 
x ( um n )} (3,24) 


R = la® +.r® + 22 — 2ar cos (y — 0)]!?, 
R' =[a® + r® 4 22 — 2ar cos (y + 0)1!2, 


Nel limite, quando il punto di osservazione del campo tende al punto 
in cui è sita la carica e, il potenziale (3,21) assume la forma 


La e CRY 
ato vomita). = (82) 


Il primo termine è il potenziale coulombiano che diventa infinito 
per R-0e q' la variazione del potenziale nel punto in cui si trova 
la carica sotto influenza del conduttore. L’energia di interazione 


“ 


della carica con il semipiano conduttore è 


Cee Ty | 
Mn Gmg (14491). 0,23 


sen y 


Problemi 


4. Determinare il campo attorno a una sfera conduttrice non carica (di 
raggio R) sita in un campo elettrico omogeneo esterno È, 

Soluzione. Scriviamo il potenziale nella forma @ = ®g + ®i; dove @ = 
= —&rèil potenziale del campo esterno e @; la variazione cercata del poten- 
ziale causata dalla sfera. In virtù della simmetria della sfera, 4, può dipendere 
unicamente dal solo vettore costante &. L'unica soluzione dell’equazione di 
Laplace che si annulla all’infinito è 


. 1) La deduzione di questa formula è data: nei libri seguenti: Batyghin V. V., 
Toptyghin I. N., Problemi elettrodinamici. — Mosca, Nauka, 1970, proble- 
mi 205, 206 (edizione russa); Y. M. Macdonald. Electromagnetism. — Bell, 
London, 1934. 
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(il centro della sfera è stato scetlo come'origine delle coordinate), Sulla superficie 

della sfera g deve essere costante; di qui troviamo costante = 3 in modo che 
R% 

p= —&r cos 0 (1-3) 


(8 è l'angolo compreso tra i vettoriG e r). La distribuzione delle cariche sulla 
superficie della sfera è data dalla formula 


__ 4 09 _ 3E . 
O= gr dr lr dn 8% 


la carica totale e= 0. | 
Il modo più semplice per trovare il momento di dipolo della sfera è confron- 
tare g, con il potenziale Fr/3 del campo del dipolo elettrico; troviamo che 


P = RE, 


2. Considerare il problema 1 per un cilindro infinito in un campo omogeneo 


trasversale. 

Soluzione. Introduciamo le coordinate polari nel piano perpendicolare 
all’asse del cilindro. La soluzione dell’equazione di Laplace bidimensionale di- 
pendente esclusivamente da un vettore costante è 


g,= cost -&V In r= cost. ni 


Sommandovi a pg = — r& e ponendo costante = R?, otteniamo 
i R? 
p= — Er.cos 6 (1-7) . 


La densità superficiale delle cariche 


Il momento di dipolo 9 dell’unità di lunghezza del cilindro si può trovare 
confrontando @ con il potenziale di un campo di dipolo 
bidimensionale. Quest'ultimo ha la forma 


2PI 


r? 


2PVinr= 


in modo che P= GR2/2. 

3. Determinare il campo in prossimità dello spi- 
golo di un cuneo conduttore. o 

Soluzione. Consideriamo le coordinate polari r, , 
0 nel piano perpendicolare allo spigolo del cuneo con Fig. 3. 
l'origine nel vertice dell'angolo 0, formato del cuneo 
stesso (fig. 3). Supponiamo che l’angolo @ si calcoli da uno dei lati del cuneo; 
ad un dominio esterno al conduttore corrispondono i valori 0< Ooz2a1— 0 
In prossimità dello spigolo del cuneoil potenziale si può sviluppare in potenze 

lr, ma qui interessa il primo termine dopo quello costante di questo svilu po 

contenente la potenza più piccola di r. Le soluzioni dell’equazione di Laplace 
bidimensionale proporzionali a r® sono r® cos n0e r"sen n0. La soluzione con x più 
piccolo che soddisfa la condizione g = costante per0 = 0e0=2r—0, (sulla 
superficie del conduttore) è na 


Q= coster®sen'n0, "n= n/(27 — 00). 
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L'intensità del campo, corrispondentemente, dipende da r come r®-1. Per 00 < 
<< (n < 1), quindi, l'intensità diventa infinita in prossimità dello spigolo del 
cuneo. In particolare, per un cuneo molto sottile (0, < 1, n & 41/2) E cresce con 
la diminuzione di r come r-!/2. Viceversa nelle vicinanze dello spigolo di una 
cavità cuneiforme, sulla superficie del conduttore (0, > , n > 1) il campo 
tende a zero. | | 
Il valore della costante può essere ricavato soltanto dalla soluzione del 
problema per l’intero campo. Così, per un cuneo molto sottile, nel campo della 
carica puntiforme e il passaggio a r piccoli nella (3,21) conferma la legge 


p= cost » Vi sen 3, 


doive 


he Va 


Sete nl 
cost = n (a2-1-2°) sen e 


La locuzione «in prossimità dello spigolo del cuneo» significa in questo caso la 
condizione r< a, nella cui realizzazione si può trascurare il termine 0°p/022 
nell'equazione di Laplace. 

4. Determinare il campo in’ prossimità di una punta conica isottile sulla 
superficie del conduttore. È 

Soluzione. Consideriamo le coordinate sferiche con l’origine nel vertice 
e l’asse polare coincidente con l’asse della punta conica. Supponiamo che l’angolo 
di apertura del cono sia 20, « 41 in modo che i domini esterni al conduttore 
corrispondano ai valori dell’angolo polare 0, < 0< x. Analogamente a quanto 
è stato fatto nel problema 3, cerchiamo la soluzione (per la parte variabile del 
potenziale) simmetrica rispetto all’asse del cono nella forma 


p= r°f (0) (1) 
con n il più piccolo possiblile. L'equazione di Laplace 


1 90 2 d9 1 d dq )= 
#5 (" or )+ r? sen 0 3 (seno 90) = 
dopo avervi sostituito questa espressione dà 


7 47 (sen0-9)+r (n+1)f=0. 2) 


La condizione di costanza del potenziale sulla superficie della punta significa 
che deve essere { (0) = 0. 

Per 6, piccolo cerchiamo la soluzione partendo dall’ipotesi che rn « 1 e che 
f (0) abbia Ta forma f = cost-[1 + w (0)], dove p< 1 (per 9,+ 0, cioè per una 
punta infinitamente sottile è naturale supporre che q tenda ad una costante in 
quasi tutto il dominio attorno alla punta). Per y otteniamo l’equazione 


1 d dp \ 
sat 2 (sn0-G) = 0 


La soluzione in cui p non ha singolarità nel dominio esterno alla punta (in parti- 
colare, per 0 = x) è 


(0) = 2n sen 3 | 

Per 0- 0, < 4 la funzione v (0) cessa di essere piccola. Malgrado ciò, 
l’espressione ottenuta resta applicabile poiché in questo dominio Grazie alla 
piccolezza di 0, in generale, si può trascurare il secondo termine dell’equazio- 
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ne (2). Per determinare la costante r, in prima approssimazione, dobbiamo esige- 
re che la funzione trovata precedentemente f = 1 4 p si annulli per 0 = 6,. In 
tal modo troviamo!) che 


1 


n= Gino, * 


L'intensità del campo cresce indefinitamente, : nell’avvicinarsi all’estremità 
della punta, come r-(*-"), cioè, in generale, come 1/r. 

5. Considerare il problema 4 per una cavità conica sulla superficie di un 
conduttore. 

Soluzione. Ora, al dominio esterno al conduttore corrispondono i valori 
O0<0<0,. Come nel problema 4, cerchiamo @ nella forma (41), ma in questo 
caso r> 1. Poiché in tutto il dominio del campo si ha ora 0< 1, l’equazio- 
ne (2) si può scrivere nella forma 


Questa è un’equazione di Bessel, e la sua soluzione non avente influenza nel 
dominio del campo è J, (n.0). Il valore di n è definito come la radice più piccola 
dell'equazione Y (r0,) = 0. e di ui 


n= 2,4/00* 


6. Determinare l’energia di attrazione di un dipolo elettrico da una super- 
ficie piana conduttrice. 

Soluzione. Consideriamo l’asse x perpendicolare alla superficie del conduttore 
e passante per il punto in cui si trova il dipolo. Supponiamo che il vettore del 
momento di dipolo 9 giaccia nel pia- 
no xy. L’« immagine » del dipolo si 
trova nel punto — x e ha un momento 
di dipolo $«Pis= P, Py= — Py 
L'energia di attrazione cercata si cal- 
cola come l’energia di interazione del 
dipolo con la sua « immagine » e vale 


4 
8x3 


(2PL4-P2). 


00°=c 


7. Determinare la capacità reci- 0A=d 2 
proca dell’unità di lunghezza di due 0A=d; 
conduttori cilindrici infiniti paralleli n. 

(di raggio 4 e » sia c la distanza fra Fig. 4 


gli assi) 2). 


7) In realtà, la formula più isa, ossi - 4/ A vi 
). ’ l precisa, ossia n = 4/(2 ln (2/6;)) contenente il 
coefficiente nel grande logaritmo non può essere ottenuta con il OI odo indicato. 
puttavia, p gioni casuali il calcolo più preciso conduce proprio a questa 
? Analogo problema per due sfere non si risolve i ini Ì 

. e in forma finita. La differen- 
za è dovuta al fatto che nel campo di due fili paralleli carichi (di cariche 
ugna h o‘ opposte) tutto le superfici cquipotenziali rappresentano cilindri cir- 

SÌ, ntre campo di due cariche puntiformi + e .l ici 
equipotenziali non sono sfere. : PIEMORI E e./0 Sue superficie 
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Soluzione. Il campo generato da ambedue i cilindri coincide con il campo 
che sarebbe generato (nello spazio esterno ai cilindri) da due fili carichi passanti 
per due punti A e A' scelti in modo opportuno (fig. 4). I fili portano (per unità 
di lunghezza) le cariche + e uguali alle cariche dei cilindri, mentre i punti 
A e A' devono essere disposti sulla linea 00’ in modo tale che le superfici dei 
cilindri coincidano con le superfici equipotenziali. A tale scopo le distanze 0A 
e 0'A' devono verificare le relazioni 


OA -0A' = a, 0'A'.0'A = db, 
ossia 
di (c — d,)= a?, di(c-d)=bd. 


Allora su ciascuna delle circonferenze il rapporto r'/r fra le distanze dai punti 4 
e A' resta costante: sulla circonferenza / 


e sulla circonferenza 2 r'/r = dy/b. Corrispondentemente, i potenziali dei 
cilindri sono 


r d d did 
gi=—2elo_--=—-2eln —, Pa =2e ln: È, ga — p,=2e In at, 


Di qui per la capacità reciproca cercata otteniamo C = e/(@2 — Qi) 


1 __ djdy __ ce—-a?— b2 
=? in ZA a. 


In particolare, per un cilindro di raggio &. che si trova alla. distanza £ > a 
dal piano conduttore si deve porre c = d -+ & e passare al limite d-+ 00; ciò. dà 


1 1 h 
I = 2 Arch re 

Se due cilindri vuoti sono l’uno all’interno dell’altrò (c'< b—- a), il campo 
esterno non esiste e il campo nello spazio tra i due cilindri coincide con quello 
che sarebbe generato da due fili di cariche + e e — e passanti per i punti A e A’ 

(fig. 5). Allo stesso modo si ottiene come 

risultato: 
a+ b?° — e? 


1 
€ —2 Arch Dab 


8. La frontiera di un conduttore è un 
A’ piano illimitato con una convessità avente 
, forma di una semisfera. Trovare la distri- 
OO=c buzione delle cariche su tale superficie. 
Soluzione. Nel campo trovato nel pro- 
blema 4 il cui potenziale della forma 


3 
rig. 3 g=costs (1-2) 


il piano 2 = 0:con una convessità = R è una superficie equipotenziale (sulla 
quale» = 0). Perciò essa può ‘essere anche la superficie di un conduttore e la for- 
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mula scritta determina ilcampo all’esterno del conduttore. La distribuzione delle 
cariche nella parte piana della superficie è data dalla formula 


1 do R3 
TT dr 39 (1- r3 
(abbiamo posto cost = — 4x0, dove o, è la densità delle cariche lontano 
dalla convessità). Invece sulla superficie della convessità abbiamo 
1 0 | Z 
== dr |a 07: 


9. Determinare il momento di dipolo di una sbarra cilindrica conduttrice 


sottile (di lunghezza 27, di raggio a; a< 1) nel campo elettrico & parallelo al 
suo asse. 0. 

Solutzone. Siano t (2) una carica indotta sulla superficie del cilindro e riferita 
all'unità di lunghezza e z una coordinata lungo l’asse del cilindro che calcoliamo 
a partire dalla sua mezzeria. La condizione di costanza del potenziale sulla 
superficie conduttrice è 


2 I 
1 t (2) dz' d , 1/2 
—&+— \ | Tel no, R= (2° — 2)?-+4a? sen? £| 

0 =! i 
(gp è l’angolo fra due piani passanti per l’asse del cilindro e per i punti della 
sua superficie, separati da una distanza R). Dividiamo l’integrale in due parti 
scrivendo l’identità © (2°) = t (2) + [t (2°) — 1 (2)]. Tenendo conto che > a 
e considerando i punti non troppo vicini agli estremi della sbarra, abbiamo 


23 
T(2) dz' dp _ iT(z) 12— 32 ira 402-223) 
Da | | RO RI “2a \ In asta) dr) ln aa — 


(abbiamo usato il noto risultato «insengdp= —n In2) . Nell’integrale 


(cn) 


contenente la differenza t (2°) — 1 (z) si può trascurare il termine con a? in R 
poiché ciò non porta alla divergenza dell’integrale. In tal modo, 


PA 
4(12— z2). )_ 
Ez=7T (2) In SOLI cei 


La dipendenza di t da z si riduce fondamentalmente alla proporzionalità di z; 
in questa approssimazione l'integrale che figura nell’espressione dà -— 21 (z), 
e come risultato otteniamo 


t(i)= e 
— In[4(13—22)/a2}—2 * | 
Questa espressione non è valida in prossimità degli estremi della sbarra, ma per 


il calcolo del momento di dipolo questo dominio dei valori z non è importante. 
Con la precisione qui considerata abbiamo 


VA JE 


I o 
pa | t (2) dz= 2 [_- 3-In (1-4)] dz= 6 3r |1+ 


1 
+7 (3-62) | 


(co) 
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(dove £ = In (24/2) — 4 è un numero grande) o, con la stessa precisione, 


C13 


P= Fm): 


10. Determinare la capacità di un segmento conduttore sferico. 

Soluzione. Consideriamo come origine delle coordinate O un punto qualsiasi 
del bordo del segmento (fig. 6) e facciamo la trasformazione di inversione r = 
= 1?/r° (Lè la lunghezza della corda nella sezione principale del segmento sferico). 
In questo caso il segmento si trasforma 
in un semipiano (retta tratteggiata della 
fig. 6) perpendicolare al raggio 40 del 
segmento e passante per il punto B del suo 
bordo; l’angolo y= a — 0, dove 20 è 
l'angolo di apertura del segmento. 

Se il potenziale del segmento che 
porta la carica e è nullo, allora per r+ c0 
il potenziale del campo tende a 


Ret. 


Corrispondentemente, nel problema tra- 
sformato. per r'-+ 0 il potenziale tende a 


,_ l e 


DI X 


(il primo termine corrisponde alla ‘carica e' = —/9, situata nell'origine delle 
coordinate). | a sn 
D'altra parte, secondo la formula (3,22) abbiamo 


, e' e' 


(11 potenziale in prossimità della carica e’ sita a distanza ! dal bordo del semi- 
piano conduttore di potenziale nullo). Confrontando ambedue le espressioni otte- 
niamo per la capacità cercata C = e/p, la seguente formula: 


1 9 R 
C=57 (1+=37) =-- (sen 0+9) 


(R è il raggio del segmento). | | | | 
11. Trovare la correzione, dovuta agli effetti di bordo, per il valore C = 
= S/4nd esprimente la capacità di un condensatore piano (S è l’area della su- 
perficie del rivestimento e d la distanza tra i rivestimenti; d< Y S). 
Soluzione. Poiché i rivestimenti hanno dei bordi liberi, la distribuzione 
delle cariche non è uniforme su di essi. Per trovare la correzione cercata, consi- 
deriamo in prima approssimazione alcuni punti dei rivestimenti lontani dal bordo 
a distanze x tali che d< r< Y S. Considerando, ad esempio, il rivestimento 
superiore (con il potenziale p = @y/2, fig. 7, a) e trascurandone la distanza 
d/2 che la separa dal piano medio (superficie equipotenziale p = 0), otteniamo il 
problema del campo in prossimità della frontiera di due parti di un piano aventi 
potenziali distinti (fig. 7, 5). Questo problema si risolve in modo elementare 1) 


1) Cfr. il $ 23; nella formula (23,2); per il potenziale, in questo caso, si deve 
porre @an = Py/2, a = n. 0 
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e come risultato, per la densità delle cariche in eccesso (rispetto a o lontana dal- 
l'orlo), si ottiene l’espressione 


_ En __ o 
Ao= 4 B8n2x° 


in modo che la carica in eccesso totale è 


VS 


Ai __Pol 


(L è la lunghezza del verimotro del rivestimento); nel calcolare l'integrale loga- 
ritmicamente divergente consideriamo come 
limiti superiore e inferiore le frontiere del 2) 


dominio d< x< V S. 
Di qui ricaviamo -la capacità 


Il calcolo più preciso (determinazione _, 
del coefficiente nell’ ‘argomento del logarit- Db) 
mo) richiede l’applicazione di metodi più 
complicati e il risultato, ‘fra l’altro, dipen- 

de dalla forma del rivestimento. Per i rive- 
stimenti circolari (di raggio AR) si ha 


= È (1 Dar i) Fig. 7 


(formula di Kirchhoff). 


$ 4. Ellissoide conduttore 


Il problema del campo generato da un ellissoide conduttore carico 
e quello di un ellissoide in un campo esterno omogeneo si risolvono 
mediante le cosiddette coordinate e/lissoidali. 

Il legame fra le coordinate ellissoidali e quelle cartesiane è dato 
dall’equazione 


2 2 
stante al (a>b>c). (4,1) 


Questa equazione, cubica rispetto ad u, ha tre radici reali distinte 
(u = È, n, €) che si trovano negli intervalli seguenti: i 


F> 0, >> -L, >> dd. (42) 


Queste tre radici non sono altro che le coordinate ellissoidali del 
punto x, y, z. Il loro significato geometrico deriva dal fatto che le 
superficie a valori costanti E, mn, è rappresentano rispettivamente 
degli ellissoidi e degli iperboloidi a una e a due falde i cui fuochi 
coincidono con quelli dell efltissoide 


2 
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Per ogni punto dello spazio passa una superficie di ognuna delle 
tre famiglie, inoltre queste superfici sono reciprocamente ortogonali. 
Le formule di trasformazione delle coordinate ellissoidali in quelle 


cartesiane si ottengono mediante la soluzione simultanea di tre 
equazioni del tipo (4,1) e hanno la forma i 


_ (E+- a?) (N4+-a?) ($-+-a?) 71/2 
-+| nea — 


_. (E+-02) (n+ db?) (045?) ue 4 
ve+|(aa o] (4,4) 


_ (E+c?) (M+e?) (f+e?) 71/2 
+ aaa] 
L'elemento di lunghezza nelle coordinate ellissoidali ha la forma 


dl2= hidE2+ hgdn?+ hidi, 
__ V(E—-mn) (€E-d) __ Vn-)M-5 , VIE-D(0@0_n i 
hg la — GR, 22) —  2R (4,9) 


dove è stata introdotta la notazione 
Rn=V (u+a?) +09) (u+e), u=È, n, 3 
L'equazione di Laplace in queste coordinate si scrive 
he= oro Md Ra(A)+ CdA 
x (Rai) +E—- mR (23) ]=0 (4,6) 


Se due dei semiassi a, d, c diventano uguali, il sistema di coordi- 
nate ellissoidali degenera. Sia a = è > c. Allora l’equazione cubica 
(4,1) degenera in quella quadratica 


2 2 
p 3 --4 


tut bu 0 (4,7) 
p=x°-+y2, 


le cui due radici assumono valori negli intervalli 


G> 0, —l 2a. 
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Le superfici delle coordinate È e nm con valori costanti diventano 
rispettivamente degli ellissoidi di rotazione confocali schiacciati 
e degli iperboloidi di rotazione a una falda (fig. 8). Come terza 
coordinata si può introdurre l'angolo polare @ nel piano xy (x = 
= g cos g, y = g sen ©). Quanto alla coordinata ellissoidale È, per 


Fig. 8 Fig. 9 


a = b essa degenera nella costante —a2. Il suo legame con l'angolo © 
consiste nella legge secondo la quale % tende a —a? allorché d tende 


ad a: 
cosp=/ te (4,8) 


alb?" 


risultato che si ottiene facilmente dalla (4,4) o immediatamente 
dall’equazione (4,1). Il legame fra le coordinate z, p e È, n è dato 
secondo la (4,4) dalle uguaglianze 


z=+ [EGEO TI, [EROI , (4,9) 


— a? at— 3 


Le coordinate È, n, @ si dicono coordinate sferoidali schiacciate ”. 

Analogamente, per a > db = c le coordinate ellissoidali degene- 
rano nelle cosiddette coordinate sferoidali allungate. Le coordinate 
È e & sono date dalle radici dell'equazione 


r-) 2 i mi 
trat p=+2, (4,10) 


fra l'altro, È > —b?, —b° > È > —a?. Le superficie delle costanti & 
e È rappresentano degli ellissoidi allungati e degli iperboloidi di 


1) Questa definizione di coordinate sferoidali rappresenta il caso limite 
in cui esse sono ellissoidali. Nella letteratura si usano altre definizioni che si 
riducono facilmente a quella che qui applichiamo. 
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rotazione a due falde (fig. 9). La coordinata n per c + dè degenera 
nella costante —b? secondo la legge 


cosp=y/ Lin, (4,14) 


bic? 


dove pè l’angolo polare nel piano yz. 
Il legame fra le coordinate È, $ e x, p è dato dalle formule 


(E4-a2) (&-+a?) 71/2 
a= [EE =}? |a 


(E +09) (64-29) 71/2 
P=| pina | * 


(4,42) 


Nel sistema sferoidale schiacciato i fuochi delle superficie coor- 
dinate (di ellissoidi e iperboloidi) giacciono su una circonferenza di 
raggio V/ a? — c? nel piano xy (nella fig. 8 questa circonferenza ha il 
diametro AA4'). Tracciamo un piano passante per un punto P e 
l’asse z. Esso intersecherà la circonferenza focale in due punti; siano 
r, e r, le distanze fra questi punti e il punto P. Se p, z sono le coordi- 
nate del punto P, allora 


ri=(0—Va*—c®)?+22, r8=(p+Va*— 8)? +22. 


Le coordinate sferoidali È, n si esprimono in funzione di r;, r, secondo 
le seguenti formule: 


p=(Itn) an —: (Era (4,13) 


In un sistema sferoidale allungato i fuochi sono i due punti x = 
= + Va? — 6? sull’asse x (i punti A, A’ della fig. 9). Se r,, ra 
sono le distanze fra questi due punti e il punto P, allora 


ri=p+(-VETB) 18=9+(2+ = 


e le coordinate sferoidali E, Csi esprimono in funzione di Tu Ty secon- 
do le formule (4,13) (sostituendovi n con %). 

Torniamo al problema del campo generato da un ellissoide carico 
la cui superficie è data dall’equazione (4,3). Nelle coordinate ellissoi- 
dali essa è una superficie coordinata È = 0. Perciò è chiaro che se 
cerchiamo il potenziale del campo come funzione della sola È, auto- 
maticamente saranno equipotenziali tutte le superficie ellissoidali 
È = cost, compresa la superficie del conduttore. In questo caso 
l'equazione di Laplace (4,6) diventa 


e (Ra)=% 
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da cui 
00 dt 
=A\g-. 
@ (5) Ri 


Il limite di integrazione superiore è scelto in modo tale da garantire 
la scomparsa del campo nell’infinito. La costante A si può determi- 
nare facilmente dalla condizione che per grandi distanze r il campo 
deve tendere a quello coulombiano: @ ® e/r, dove e è la carica totale 
del conduttore. Per r + co si ha È + 00; in questo caso r? ” È come 
risulta dall’equazione (4,1) con u = È. D'altra parte, per grandi 


valori di È abbiamo Ri & E? e pa 2A4/V È = 2AIr. Di qui con- 
cludiamo che 24 = e e otteniamo infine 


WR | 

P(5)=3 Re (414) 
L'integrale che compare qui è un integrale ellittico di prima specie. 
Alla superficie del conduttore corrisponde il valore È = iui perciò 
per la capacità dell’ellissoide abbiamo 


A_ 1 4 
ii | # (4,15) 


La distribuzione della densità di carica sulla superficie dell’ellis- 
soide è determinata dalla derivata normale del potenziale 


1 0g _ (7 


€ 
OTT Za dn liu TE) 4ny ni * 


Mediante le equazioni ( 4) è facile provare che per È = 0 abbiamo 


2 
1a +7 +7 =" 
Perciò 
e x2 — 1/2 
o=7R (tra) (4,10) 
Per un ellissoide a un asse gli integrali (4,14) e (4,15) si espri- 
mono mediante funzioni elementari. Per un ellissoide allungato: 
(a>b = c) il potenziale del campo è dato dalla formula 


e=7= An N È, (4A7) 


e la sua capacità è 


;_ Va O 
© = Rech (0/8) (4,18) 
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Per un ellissoide schiacciato (a = d > c) abbiamo 


a? — c Vac? 
a= = re VA teo C= asa (419) 
In particolare, per un disco circolare (a = d, c = 0) 
C = 2aln. (4,20) 


Passiamo al problema dell’ellissoide conduttore non carico collo- 
cato in un campo elettrico esterno omogeneo &. Senza perdere di 
generalità, è sufficiente considerare il campo esterno E diretto lungo 
uno degli assi dell’ellissoide. In caso contrario, si può sviluppare & 
in tre componenti lungo gli assi dell’ellissoide e cercare il campo 
risultante come sovrapposizione dei tre campi generati da ciascuna 
di queste componenti separatamente. 

Il potenziale del campo omogeneo & diretto lungo l’asse x (asse a 
dell’ellissoide) in coordinate ellittiche ha la forma 

= — Gr= — [rele es) Va (4,24) 


09) (1—a9) 


Rappresentiamo il potenziale del campo ‘al di fuori dell’ellissoide 
nella forma @ = ®, + @', dove gp’ determina la deformazione cercata 
del campo esterno da parte dell’ellissoide e cercheremo p nella 
forma 


p = Pol (E). (4,22) 


Nella funzione g' i fattori dipendenti da m e $ coincidono con quelli 
in go; questa forma della funzione consente di soddisfare la condi- 
zione di frontiera per È = 0 e n, È arbitrari (sulla superficie dell’el- 
lissoide). Sostituendo l’espressione (4,22) nell'equazione di Laplace 
(4,6) otteniamo per / (E) la seguente equazione: 


+ NI (E+09)=0. 


Una delle sue soluzioni è FY = cost e l’altra ha la forma 


F)=A TSE: (4,23) 


Il limite di integrazione superiore è scelto in modo tale che all’in- 
finito (E + cc) il potenziale pg tenda a zero. L’integrale che figura 
nell'ultima espressione è un integrale ellittico di seconda specie. 
Sulla superficie dell’ellissoide si deve avere @ = costante. Affin- 
ché questa condizione sia soddisfatta per È = 0 e n, & arbitrari è 
necessario porre cost = 0. Scegliendo in modo appropriato il coef- 
ficiente A nella funzione F ($) (così che si abbia F (0) = —1), otte- 
niamo infine la seguente espressione per il potenziale del campo 
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attorno all’ellissoide in esame: 


o=®{1- \ rea] HST}: (4,24) 


Cerchiamo ora la forma del potenziale g’ a grandi distanze r 
dall’ellissoide. A grandi valori di r corrispondono grandi valori 
della coordinata È e, fra l’altro, r? = È come segue immediatamente 
dall’equazione (4,1). Perciò 


) (s4-a?)Rs. si 
5 


e per il potenziale gp’ abbiamo 


tV 
E Re CO 


dove V = 4rnabc/3 è il volume dell’ellissoide, mentre la grandezza 
n° e quelle analoghe che figurano in seguito n, rl sono date 
dalle formule 


00 00 
(u) — ade ala Mu ade | ds 
n 2 )GraRst"" TT) 6F80A;' 
0 
(CES 3 | de 
n 2 3 (s+c3)R,° (4,20) 


L'espressione per gp’, come doveva essere, ha la forma del potenziale 
del campo di un dipolo elettrico 


= =Pr a ? 
mentre il momento di dipolo dell’ellissoide è 
Py = Wa “Ter (4,26) 


Con espressioni analoghe si determinano i momenti di dipolo nel 
caso in cui il campo € sia diretto lungo l’asse y o 2. 

Le costanti positive rl, 24, 24 dipendono solo dalla forma 
dell’ellissoide e non dal suo volume; esse si chiamano coefficienti di 
depolarizzazione *). Se non si scelgono gli assi coordinati diretti 


!) Gli stessi coefficienti figurano nei problemi dell’ellissoide dielettrico 
in un campo elettrico esterno e dell’ellissoide magnetico in un campo magnetico 
($ 8). Tabelle e grafici di questi coefficienti per ellissoidi di rotazione ed ellis- 
soidi triassici si possono trovare negli articoli: Stoner E. C. — Phil. Mag., 
1945, v. 36, p. 803; Osborn J. A. — Phys. Rev., 1945, v. 67, p. 351. 
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secondo gli assi dell’ellissoide, la formula (4,26) deve essere scritta 
in forma tensoriale: 
dr 


Vv 


mn = Ei. (427) 


Le grandezze nl, n, n°) sono i valori principali del tensore 
simmetrico di rango due n;,. Dal confronto con la definizione (2,13) 
risulta che a;x = r7#/4n è il tensore di polarizzabilità dell’ellissoide 
conduttore. 

Nel caso generale per valori di a, d, c arbitrari dalle definizioni di 
n), n®), n) segue innanzitutto che 


n) < n < nl) se a>b>ec. (4,28) 


Inoltre, sommando gli integrali n, n, n e introducendo 
u = R? quale variabile di integrazione, troviamo che 


00 
abc du 
o (ade)? 
da dove 
n) + n +0 =1. (4,29) 


La somma di tre coefficienti di depolarizzazione è uguale all’unità 
(in forma tensoriale ciò significa che n;; = 1). Poiché, d’altra parte, 
questi coefficienti sono positivi, ciascuno di essi non può superare 
l’unità. CEE 

Per una sfera (a = d = c) è chiaro, per ragioni di simmetria, che 


n = n= = 1, (4,30) 
Per un cilindro (con asse lungo l’asse x, a + 00) abbiamo 1) 
ne) — 0, nl) pe n) = 1/,. (4,31) 


Al caso limite a, db + co (lamina piana) corrispondono ovviamente i 
valori 


n = n= 0) n = 1. 


Gli integrali ellittici (4,25) si esprimono mediante funzioni ele- 
mentari per tutti gli ellissoidi di rotazione. Per un ellissoide di 
rotazione allungato (a > d = c) di eccentricità e = V1 — b?/a? 
abbiamo | 5 
i 1—-e? 


è 


ni) = (Arth e—e), nVan®=41/2(41-n®). (4,32) 


1) Questi valori per sfera e cilindro sono in accordo, s’intende, con i risul» 
tati ottenuti nel risolvere i problemi 1 e 2 del $ 3. 
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Se l’ellissoide è vicino a una sfera (e < 1), abbiamo approssimativa- 
mente 


n(®) — 1/, —_ 2/,503, n(v) = ni) — 1/4 + 1/ 50°. (4,33) 


Per un ellissoide schiacciato (a = d > c) 


è 


ni = LT (e—arcig e), nM=nM=1/2(1-n9), (4,34) 


dove e =Vale—= i. Se e<1, allora 
n) = 1/3 +-2/15e2, n) = n =41/3 —1/15e2, (4,35) 


Problemi 


4. Determinare il campo di un disco circolare conduttore carico (di raggio a) 
esprimendolo in coordinate cilindriche. Trovare la distribuzione di carica su 
disco. 

Soluzione. La distribuzione di carica si ottiene passando nella formula (4,16) 
al limite c+ 0, z+ 0, fra l’altro, il rapporto z/c = V1 — r?/a? (dove r? = 
= x? + y?) è in accordo con la formula (4,3). Ciò dà 


_ e 4 r? \-1/2 
°° Ana? | -a) i 


Il potenziale del campo in tutto lo spazio è definito dalla formula (4,19) nella 
quale poniamo c = 0 ed esprimiamo È in funzione di r e z mediante l’equazione 
(4,14) per c=0, u = E, a= bi: 


2a? TO. 


e 
p=-— arctg [ r2+4z2—a34+[(r?-+22—a2)f 4 4a?22]1/2 


è 


In prossimità del bordo del disco al posto di r e z introduciamo le coordinate 
e e 8 in base alle relazioni z=psen0, 
no a — fp così (p< a) (fig. 10) e troviamo 
che 


ew V2o0._ 0 
nt ($-LE mt) 
in accordo con il risultato generale del pro- 
blema 3 al $ 3. 
2. Determinare il momento di quadru- 
polo elettrico di un ellissoide carico. 
Soluzione. Il tensore del momento di 
quadrupolo di un conduttore carico è defi- 
nito come Dj, = e (3z;7, — r°6;p), dove e 
è la carica totale e la barra indica la me- 
dia calcolata secondo la legge 


a 
I 


Fig. 10 


— _1 


CiTk 7 è XTiTno df. 


È evidente che gli assi dell’ellissoide sono al tempo stesso gli assi principali 
del tensore Dig. Usando per o la formula (4,16) e per l’elemento di superficie 
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dell’ellissoide l’espressione. 
dr dy __dxdy ( x? y? 23 )° 


vz z/e? al | bA | cs 


df= 


(v è il vettore unitario normale alla superficie dell’ellissoide), otteniamo 
—_ c c? 
at (saran 


(si integra due volte rispetto a dx dy sull’area della sezione dell’ellissoide cor 
il piano xy). Quindi, 


Dxx =7 (2a2 — b?— c2), Dyy=3 (252 — a8— e?), 
Ds:=-3 (202 — a3==b?). 


3. Trovare la distribuzione ‘delle cariche sulla superficie di un ellissoide 
conduttore non carico sito in un campo omogeneo esterno. 
Soluzione. Secondo la formula (1,9) abbiamo 


__ Î L_ DI 


4n' dn 


(l'elemento di lunghezza lungo la direzione della normale alla superficie del- 
L ellissoide è, in accordo con la (4,5), h,dÈ). Mediante la formula (4,24) e tenendo 
conto che. 


vi=L_ dI E 
“oh, dÈ |t=0  2a2h; |t=0' 


otteniamo 
-& va 
o=t ro 


Se il campo esterno è diretto in modo arbitrario rispetto agli assi x, y, 2 dell’ellis- 
soide, abbiamo | 


n 4 _ 4 CF Va Vy . Vz 
= qa vieta tao ta e.] 


4. Risolvere il problema 3 per un disco circolare piano (di raggio a) disposto 
parallelamente al campo !). Determinare il momento di dipolo del disco. 

Soluzione. Consideriamo il disco come limite di un ellissoide di rotazione 
con tendenza a zero del semiasse c. In questo caso, il coefficiente di depolarizza- 
zione lungo questo asse (asse z) tende a 1, e lungo gli assi x e y tende a zero 
secondo la legge | I 


Tue Tte 
=1—--— *)n(WV)—- —T— 
n@)=1 Da * n(*)= n(Y) = za 


che deriva dalla formula (4,34). La componente v, del vettore unitario normale 
alla superficie dell’ellissoide di rotazione tende a zero segondo la legge 


1) Per un disco perpendicolare al campo la questione sarebbe banale; il 
campo resta omogeneo in tutto lo spazio, e sui due lati del disco sono indotte le 


cariche o = + C/4n. 
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__ x [x?4+y? , 2? \-1/2 xe? ze _[, x24-y2 \-1/2 
a\& tal (e) 


Perciò la densità di cariche è 
_ Va p cos 
o E Attn(X) = It2 V a— p? ? 


dove p» @ sono le coordinate polari nel piano del disco. 
Il momento di dipolo del disco è definito secondo la formula (4,26) e vale 


403 E a 
__ 3a 
È da notare che esso è proporzionale ad a*, anziché al « volume » del disco a?c. 
5. Determinare il potenziale del campo al di fuori di un ellissoide di rota- 
zione conduttore non carico il cui asse di simmetria è parallelo alcampo omoge- 
neo esterno. 


Soluzione. Per un ellissoide di rotazione allungato (a > b = c, il campo È 
è diretto lungo l’asse 7) otteniamo calcolando l’integrale nella formula (4,24) 


an V Gr FRE 
b® b? 
arthY 1-5 1-5 


La coordinata È è legata alle coordinate x e p = V 42 + 22 dalla rélazione 


P 


g= — Ce gi 


p? i 
DFE tape 


nello spazio esterno all’ellissoide 0% É< oo. 

Per un ellissoide schiacciato (a = è > c) il campo € è diretto lungo l’as- 
se z. Ciò premesso, negli integrali che figurano nella formula (4,24) si deve sosti- 
tuire s + a? con s + ce? e considerare p, = — €z. Come risultato otteniamo 


a? c2 V al 3 
E+per SUE Vo 


a? a? ’ 
VE — arctg VE 


inoltre, la coordinata È è legata alle coordinate ze p = x? + y? dalla relazione 


g= —G2 4 1- 


p? z2 _ 
eta 


6. Risolvere il problema 5 se l’asse di simmetria dell’ellissoide è perpendi- 
colare al campo esterno. i 

Soluzione. Per un ellissoide allungato (il campo è diretto lungo l’asse z) 
abbiamo 
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Per un ellissoide schiacciato (il campo è diretto lungo l’asse r) abbiamo 


| add Vere 
tran V ela 


1 V a? —1 __l 
Vac arctg 03 a? 


7. Un campo omogeneo & diretto lungo l’asse z (nel semispazio z < 0) 
è limitato da un piano conduttore z = 0 collegato a terra e avente un foro circo- 
lare. Determinare il campo e la distribuzione delle cariche sul piano. 

Soluzione. Consideriamo il piano xy con un foro circolare di raggio 4 con il 
centro nell’origine delle coordinate come caso limite dell’iperboloide di rota- 
zione a una falda 


Q= —_ Cr {o 


0? 2° 2— 2 1.3 
Za In» P=sty 


per |n{- 0. Questi iperboloidi rappresentano una delle famiglie di superficie 
di coordinate definite da un sistema di coordinate sferoidali schiacciate con 
c = 0. La coordinata cartesiana z si esprime secondo la formula (4,9) in funzione 
di Ée nmediantez = V È | n] /a, dove la radice Y È deve avere il segno 4- 0 — 
rispettivamente nei semispazi superiore o inferiore. 

Cerchiamo la soluzione nella forma = — €z/ (È) e per'la funzione 
F (E) otteniamo 


F (E) = cost. | 


dé i 4 orta 
ra e (77877) 
(la costante di integrazione è supposta nulla in accordo con la condizione q=0 


per z-» -|- 00, cioè per VE-++ c0). In questo caso, arctg dell'argomento negati- 
vo va inteso come 


arctg =N—arctg 


a a 
Vi VE 
e non come — arctg (a/V È). In caso contrario, il potenziale avrebbe una discon- 
tinuità nel piano forato (È = 0). Scegliamo il coefficiente costante in modo che 


per z+ — co (cioè per V É+ — co e arctg (a/V È) + x) sia Qg = + €z, e infine 
otteniamo 


z a a a 
= —GC [arceg—_=|=—@ arctg Geil. 
n VE VE VE 
Sulla superficie conduttrice n = 0ed anche il potenziale, come deve essere, si 


annulla. 


A grandi distanze r = Y 2? + p? dal foro abbiamo & = re il potenziale (nel 
semispazio superiore) assume la forma se 


, 3 V=n_ a3z 
ae E 3°: 


cioò il campo è di tipo dipolare e corrisponde al momento di dipolo P =E a8/3n. 

L'intensità del campo decresce come r-3, e perciò il flusso del campo attra- 
verso una superficie infinitamente lontana (nel semispazio z > 0) si annulla. 
Ciò vuol dire che tutte le linee di forza passanti per il foro si chiudono sul lato 
superiore del piano conduttore. 
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La distribuzione di carica sul piano conduttore si calcola nel seguente modo: 
> 1 d9 __ a da - 
OTT dn da lio © dany oy=a 


_- 1. PF ‘a __0 
= +67 terr]. 


dove i segni superiore e inferiore si riferiscono-ai lati superiore e inferiore del 
piano. Secondo la formula NI i > 


che lega È conp e z, nel piano z = 0 abbiamo YVE= + Ve — a°. Quindi, la 
distribuzione di carica sul lato inferiore del piano conduttore è data dalla for- 
mula o 


L: pt 
o=—G Gg (n arcson otyn=a) 


Per p+ co abbiamo o = — €/4n, come deve essere. Sul lato superiore abbiamo 


o= e (—°—-arcson £). 
4nr2 V o°—-a? p ° 
La carica totale indotta sul lato superiore del piano è finita e vale 
Cu... A, 
e'= \ c-2rp do= — 5 È. 
. n. a... 
8. Risolvere il problema 7 se il piano conduttore ha ora una fessura retta 
di larghezza 25. SET ese 0 au 
Soluzione. Consideriamo il piano xy con una fessura lungo l’asse 7 come caso 
limite del cilindro iperbolico | 
y2 z2 
b_n Int 
per 1n1- 0. Questi cilindri iperbolici rappresentano una delle famiglie di 
superficie di coordinate ellissoidali per 4-+ co ec+0. La coordinata cartesiana 


s=VÉEInI/. Sn 
Come nel problema 7, cerchiamo la soluzione nella forma: p.= — GzF (£) 
e per la funzione / (É) otteniamo 


1 


‘pztos | E, 
BA VETD 


Qui il coefficiente e la costante di integrazione sono determinati dalle condizioni 
F=0eF=1, rispettivamente, per z-+ + co e z+ — co (cioè per VE + 
—-+.oeVEÈ+ co), e infine otteniamo 


o=C3 [VEFRF VE VITI. 


dove ora la radice. Y/ È è-supposta come grandezza positiva e i segni superiòre 
e inferiore corrispondono alle regioni z > 0ez<0. 
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A grandi distanze dalla fessura nel semispazio superiore abbiamo È & y° + 
+ 2° = r® e il potenziale 


sy lie b9z 
pré Cr? 


vale a dire che il campo è di tipo dipolare bidimensionale con momento di dipolo 
&52/8 per un ‘unità di lunghezza della fessura (si veda la formula data nel pro- 


blema 2 del $ 3 
La distribuzione di carica sul piano conduttore è data dalla formula 


1_(_lyl _ 
o=-G (7793). 


La carica totale indotta sul lato superiore del piano (riferita all’ unità di lunghez- 
za della fessura) vale 


In prossimità del bordo della fessura nell’espressione per (5; n) si può 
porre È-+-0 e 


na — 2bp sen? 3. 


dove 0, 0 sono le coordinate polari nel piano yz calcolate a partire dal bordo della 
fessura (y = bd + p cos 0, 2 = p sen 0). Allora 


px E Vent, 


in accordo con la soluzione del problema 3 nel $ 3 per il caso 06 & 1. 


$ 5. Forze agenti su un conduttore 


In un campo elettrico la superficie di in conduttore |è è soggetta 
all’azione di forze dovute al campo stesso. Queste forze. si possono 
calcolare facilmente nel seguente modo. 

La densità di flusso dell’impulso in un campo elettrico nel vuoto 
è definita dal noto tensore degli sforzi di Maxwelt 1): 

2 
—0n=7 (F 6, — E;E) P 
Quanto alla forza agente sull’elemento di superficie dî del corpo, 
essa non rappresenta altro che il flusso dell'impulso « entrante » 
in esso dall'esterno, cioè è uguale a 0;% df, = 0;2N% df (il segno è 
cambiato poiché il vettore della normale n è diretto verso l’esterno 


1) Cfr. II $ 33. Il tensore degli sforzi 0; si suole definire con segno opposto 
rispetto al tensore della densità di flusso dell’impulso. Questa definizione 
è usata negli altri volumi di questo Corso, tranne nel TI $ 33, dove per errore, 


Cin Si usa con altro segno. 
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del solido e non verso l’interno). La grandezza 0;xn7 è, quindi, la 
forza Fsup riferita a 1 cm? della superficie. Tenendo conto che l’in- 
tensità E sulla superficie metallica non ha che la componente nor- 
male; otteniamo | 


E? ; 
Fsup=="D 57 (9,1) 


ossia; introducendo la densità di carica superficiale 0, 
Fsup = 23102n = 1/20E. 


In tal modo, sulla superficie conduttrice agiscono forze di « pressione 
negativa » dirette lungo la normale esterna alla superficie é uguali 
per grandezza alla densità di energia del campo. i 

La forza totale F agente sul conduttore si ottiene integrando la 
forza (5,1) su tutta la superficie conduttrice 1): 


E 
F=f di. 62) 


Tuttavia, è più «omodo calcolare questa grandezza, in accordo con 
le regole g nerali della meccanica, derivando l’energia U. Il fatto è 
che la forza ag: te sul conduttore lungo l’asse coordinato g è —-02//09, 
dove con la derivata si deve intendere la variazione dell’energia per 
traslazione parallela dell’intero corpo in questione lungo l’asse q. 
In questo caso l'energia deve essere espressa in funzione delle cariche 
dei conduttori (sorgenti del campo) e la derivazione va effettuata a 
cariche costanti. Denotando questo con l’indice e, scriviamo 
dU I 
F=-(5).- (5,3) 
Analogamente, la proiezione su un asse qualunque del momento delle 
forze agente sul conduttore vale 


0U 
K=-(7). (5,4) 
dove y è l'angolo di rotazione dell’intero corpo attorno al questo 
asse. i 

Se, invece, l’energia è espressa come funzione dei potenziali è 
non delle cariche dei conduttori, la questione del calcolo delle forze 
richiede uno studio particolare. Il fatto è che per mantenere costante 
il potenziale del conduttore (al momento della sua traslazione) è 
necessario ricorrere all’aiuto di corpi estranei. Ad esempio, si può 
mantenere costante il potenziale nel conduttore associandolo a un 


1) In questo caso applichiamo la formula in esame a una superficie non coin- 
cidente letteralmente con la superficie del solido ma un po’ spostata rispetto 
a quest’ultima per escludere l’influenza della struttura del campo in prossimità 
della superficie conduttrice (cfr. p. 13-44). 
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altro conduttore che ‘abbia una capacità molto grande (« serbatoio 
di cariche »). Acquistando una carica e, il conduttore la toglie dal 
suo serbatoio il cui potenziale g, non varia a causa della sua grande 
capacità. Cambia, tuttavia, l'energia del serbatoio diminuendo di 
eoPa. Quando tutto il sistema di conduttori acquista le cariche e,, 
l'energia dei serbatoi ad essi associati diminuisce di — Di caPa Quan- 
to alla grandezza U, in essa è presente la -sola energia dei conduttori 
in esame, ma non l’energia dei serbatoi. In questo senso si può dire 
che U si riferisce ad un sistema energeticamente non isolato. In 
tal modo, per un sistema di conduttori i cui potenziali vengono 
mantenuti costanti non è U a fungere da energia meccanica, bensì 
la grandezza 


U=U- Vesta 019) 


Sostituendovi la (2,2) troviamo-che :dÌ e U differiscono solo per il 
segno: 


Ù=-%. (6,6 


La forza Fa si ottiene derivando dl rispetto a ga potenziali costanti, 
cioè 
0% 9% 
Fa=-—(Gr)x= (40) 0,1) 
In tal modo, le forze agenti sul conduttore si possono ottenere deri» 
vando % sia a cariche costanti che a potenziali costanti con la sola 
differenza che nel primo caso la derivata si deve considerare con il 


segno meno e nel secondo caso con il segno più. , 
Lo stesso risultato si potrebbe ottenere in modo più formale par. 


tendo dall’identità differenziale va 
dU = DI Padea — F9dg, (98) 


nella quale U è considerata come una funzione delle cariche dei con- 
duttori e della coordinata g; questa identità esprime il fatto che le 
derivate valgono: 0U/de, = ga, 0U/dq = —Fg. Passando alle 
variabili g, al posto di e,, otteniamo 


di = — Y ad®a — Fadg, (5,9) 


da cui deriva la formula (5,7). 

Alla fine del $ 2 abbiamo trattato l'energia di un conduttore in 
un campo elettrico omogeneo esterno. La forza totale agente su un 
conduttore non carico in un campo omogeneo è, ovviamente, nulla. 
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Ma l’espressione per l’energia (2,14) può servire alla determinazione 
della forza agente sul conduttore in un campo quasi omogeneo €, 
cioè in un campo che varia poco lungo il corpo. In questo campo, in 
prima approssimazione, è ancora possibile calcolare l’energia me- 
diante la formula (2, 14), mentre la forza F sarà determinata come 
gradiente di quest’energia: | 


F= == — grad U= = 1/20;pV grad GE Cn. | (5,10) 


Quanto al momento totale delle forze K, in generale, esso è 
diverso da zero già in un campo omogeneo esterno. Secondo le leggi 
generali della meccanica il momento K si può determinare consi: 
derando una rotazione virtuale infinitesima del corpo; la variazione 
dell’energia per questa rotazione è legata a K mediante la relazione 
6U = —K6%y, dove dp è l'angolo di rotazione. La rotazione del corpo 
di un angolo dp nel campo omogeneo è equivalente alla rotazione 
del campo rispetto al corpo di un angolo —òy. La variazione del 


campo in questo caso è se — —[8p-G] e la variazione dell’energia 
0% 
69 = 3 de-=-s4[6e Tl 


Ma 0U/0& = —P come si vede dal confronto delle formule (2,13) 
e (2,14). Perciò 6U = CITI 6, di qui 


= [PE], (9,11) 


in accordo con l espressione ordinaria nota dalla teoria del c impo nel 
vuoto: 

Se la forza e il momento totali agenti sul conduttore soho nulli; 
il conduttore resta immobile nel campo e si fanno sentire soprattutto 
effetti legati alla deformazione del corpo (la cosiddetta elettrosi rizione), 
Le forze (5,1) agenti sulla superficie del conduttore portano al cam. 
biamento della sua forma e del suo volume. In questo caso, poiché 
le forze sono di carattere estensivo, il volume del solido aumenta. Una 
determinazione completa della deformazione richiede la soluzione 
delle equazioni della teoria dell’elasticità con una data distribuzione 
delle forze (5, 1) sulla superficie del conduttore. Se tuttavia si interes- 
sa alla sola variazione di volume, il problema può essere risotto molto 
semplicemente. 

A tale scopo bisogna tener conto del fatto seguente: se la defor- 
mazione è debole (come si verifica di fatto nel caso della elettrostri- 
zione), l'influenza della variazione della forma sulla variazione del 
volume è un piccolo effetto del secondo ordine. Perciò, in prima 
approssimazione, la variazione del volume si può considerare come 
il risultato di una deformazione senza variazione della forma, cioè 
come una estensione onnilaterale dovuta ad una pressione efficace 
d’eccesso AP distribuita uniformemente sulla superficie del corpo 
che sostituisce così la distribuzione esatta secondo la formula (9,1). 
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La variazione relativa del volume si ottiene moltiplicando AP per il 
coefficiente di estensione della sostanza. La pressione AP si determi- 
na in base a una nota formula come derivata dell’energia elettrica 
del corpo %U rispetto al suo volume: AP = —0U/dV 1). 

Supponiamo che il campo deformante sia generato dal conduttore 
carico stesso, Allora l'energia sarà U = e?/2C e la pressione 


AP=-53 (4). 


Per una data forma del corpo la sua capacità (come grandezza avente 
dimensione di lunghezza) è proporzionale alle sue dimensioni lineari, 
cioè proporzionale a V!/*, Perciò troviamo 


AP=or= (6,12) 


Se, invece, il conduttore non carico si trova in un campo omoge- 
neo esterno &, la sua energia è data dalla formula (2,14). Quindi, 
in questo caso, la pressione di estensione è 


AP=1/20,,G;G,. (5,13) 


Problemi 


1. Un piccolo conduttore di capacità c (dell’ordine di grandezza delle sue 
dimensioni) si trova a distanza r dal centro di un conduttore sferico di raggio 
a (a> c). La distanza r — a fra il conduttore c e la superficie della sfera è sup- 
posta grande soltanto rispetto a c, ma non rispetto ad a. Ambedue i conduttori 
sono collegati mediante un filo sottile e si trovano, quindi, allo stesso potenzia- 
le p. Determinare la forza di mutua repulsione dei conduttori. o 

Soluzione. Essendo il conduttore c piccolo si può supporre che il suo poten- 
ziale sia composto dal potenziale a/r creato alla distanza r dalla sfera grande 
e dal potenziale proprio e/c creato dalla carica e sita sul conduttore stesso. Di 
qui abbiamo @ = a/r + e/c ossia e = eq (1 — a/r). La forza di interazione 
cercata F è definita come forza di repulsione coulombiana fra la carica e del 
conduttore c e la carica ag della sfera: | 


(questa espressione è valida a meno di termini di ordine superiore rispetto a c). 
Questa forza è massima per r = 34/2 (dove vale Fmax = 4c?/27a) e decresce in 
entrambe le direzioni da questo punto. | BE 
2. Una sfera conduttrice carica è tagliata in: due. Determinare la forza 
di repulsione fra le due semisfere ?). . a 
Soluzione. Supponiamo che le semisfere siano separate da una fessura infi- 
nitamente sottile e determiniamo la forza F agente su ciascuna semisfera median- 


1) La grandezza così definita è l'espansione agente sulla superficie da parte 
del corpo stesso; quanto alla pressione agente sulla superficie dall'esterno; essa 
si ottiene cambiando il segno. o Po) 

2) Nei problemi 2 e 3 è supposto che ambedue le semisfere si trovino ad un 
medesimo potenziale. 
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te l’integrazione rispetto alla loro superficie della forza (£?/8x) cos 0 (che è la 
proiezione della forza (5,1) sulla direzione perpendicolare al piano di separazione 
delle semisfere). Nella fessura E = 0 e sulla superficie esterna E = e/a?, dove 
a è il raggio della sfera ed e la carica totale su di essa. Come risultato otteniamo 


e? 


3. Risolvere il problema 2 per una sfera non carica sita in un campo omoge- 
neo esterno & perpendicolare al piano del taglio. 

Soluzione. Ragioniamo come per il problema 2 con la sola differenza che 
sulla superficie della sfera E = 3 Ecos 0 (in accordo con la soluzione del pro- 
blema 41 al $ 3). La forza cercata è | 


F= 9/16 62. 


4. Determinare la variazione del volume e della forma di una sfera con- 
duttrice sita in un campo elettrico omogeneo esterno. | 
Soluzione. La variazione del volume è AV /V = AP/K, dove K è il modulo 
multilaterale di estensione della sostanza e AP è definita dalla formula (5,13). 
D° la sfera abbiamo a;n = 26; = 3d;n/45 (la grandezza a del problema 1 del 
, così 


AV 32 
VO 81K° 


A causa della deformazione, la sfera si trasforma in un ellissoide allungato. 
Per determinare l’eccentricità di questo ellissoide vi può considerare la deforma- 
zione come una deformazione omogenea di scorrimento lungo il volume del corpo, 
così come per la variazione del volume totale abbiamo considerato una deforma- 
zione omogenea di estensione onnilaterale. | 

La condizione di equilibrio di un corpo deformato si può formulare come la 
condizione di minimo della somma delle energie elettrostatica ed elastica. La 
prima, secondo le formule (2,12) e (4,26), vale 


V 3V .- 3V a—b' 
a i LI gr LI ( 
fem ama ST a me 7°. 


dove R è il raggio iniziale della sfera, a e d sono i semiassi dell’ellissdide e 


"STAR 
il coefficiente di depolarizzazione (cfr. la (4,33)). | 
In virtù della simmetria assiale della deformazione (attorno alla| direzione 
del campo, ossia attorno all’asse x) sono non nulle le sole componenti u,., e u y = 
= u,, del tensore di deformazione. Poiché consideriamo l'equilibrio rispetto 
alla variazione della forma, in questo caso, si può supporre costante il volume, 
cioè u;; = 0. Perciò possiamo scrivere l’energia elastica nella forma 


Velast => Uih0;n = 3 (Oxx — Oyp)ilUxx —uyy); 


dove 0;, è il tensore degli sforzi elastici (cfr. VII $ 4).. Abhiamo 


dove p è il modulo di scorrimento della sostanza e uzz — Uyy = (a — b)/R. 
Perciò | 


Medi | 


Weast= 3R2 i 
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Minimizzando la somma Yetast + %el rispetto ad a — d otteniamo 
a-b__9 sa 
RO 405u 
5. Trovare il legame tra la frequenza e la lunghezza di un'onda che si pro- 
paga sulla superficie piana carica di un conduttore liquido (nel campo di gravi- 
tà). Ottenere la condizione di stabilità di questa superficie (J. I. Frenkel, 1935). 
Soluzione. Supponiamo che l’onda si propaghi lungo l’asse x e che l’asse z 
sia diretto verticalmente verso alto. Lo spostamento verticale dei punti della 
superficie liquida è $ = «@ exp li (Xx — @t)]. Se la superficie è immobile l’in- 
tensità del campo sopra di essa è E, = £ = 4x0, e il suo potenziale gp = 
= — 43002, dove 0, è la densità di carica superficiale. Scriviamo il potenziale 
del campo sopra la superficie vibrante nella forma 


Ca, 


Q= — 40024 1, pi= cost etl8301) echz, 

dove g; è una piccola correzione soddisfacente all’equazione Aq; = 0, che si 
annulla per z-+ co. Lungo la superficie stessa del conduttore il potenziale deve 
avere un valore costante che supponiamo nullo; ne segue che 


Secondo la formula (5,1), sulla superficie carica del liquido agisce una pres- 
sione negativa supplementare che a meno di termini del primo ordine rispetto 
a Pi vale Sr 


; Eric. fis hare. 
Beituhittà: 


i . Et Fi Sd arot Fog |. =2r08-drotkt 
| n° 8% 0991 g=0 


Il termine costante 27107 è inessenziale (lo si può includere nella pressione estertià 
costante). î 

Lo studio del moto idrodinamico in un'onda è analogo alla teoria delle onde 
capillari (cfr. VI $ 61), differisce soltanto per la pressione supplementare suin- 
dicata. Sulla superficie del liquido otteniamo la condizione di frontiera 


9®| 3% Ne 
petto Gr|_, 7% ae  ASOTAE=0, 


dove-a è il coefficiente di tensione superficiale, p la densità del liquido e © il 
potenziale della sua velocità; ® e È sono legati, inoltre, dalla relazione 


9 S| . 
di 02 Ì z=0* 
Sostituendovi le due relazioni sE 
{= qeilh3=01) — = Agtlx-0t)g-hz 
(® verifica l'equazione A® = 0) e escludendo a6A; otteniaino il legame ‘cerca- 
to tra k e ©: 


n = i (0 — 4sto8k-+ak?).- (4) 


Affinché la superficie del liquido sia stabile la frequenza @ deve essere reale 
per tutti valori % (in caso contrario, figureranno delle w complesse con la parte 
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immaginaria positiva e il fattore e-*’ crescerà indefinitamente). La condizione 
di positività del secondo membro della (1) dice: (4r08)? — 4gpa < 0 e di qui 


0$ < gpa/4n?,_ I 


Questa è la condizione di stabilità. ” 
6. Trovare la condizione di stabilità di una goccia sferica carica (Ray- 
leigh, 1882). 
Soluzione. La somma delle energie elettrostatica e superficiale della goccia è 
e2 
—- — 
U = ao 1% 1 


dove a è il coefficiente di tensione superficiale del liquido, C la capacità della 
goccia e S l’area della sua superficie. L’instabilità compare (al crescere di e) 
relativamente all’ allungamento della sfera in ellissoide e si determina dall’istan- 
te in cui % diventa funzione decrescente dell’eccentricità (per un dato volume 
della goccia). La forma sferica corrisponde sempre all’estremo di %; perciò 
Ia condizione di stabilità dice: Di o 

. 0°U 

To) (a— b)? a= 
dove a, d sono semiassi dell’ellissoide e si deriva per ab? = costante. Ricorrendo 


«a una nota formula per la superficie dell’ellissoide e alla formula (4,18) per la 
sua capacità, otteniamo dopo un calcolo abbastanza lungo 


> 0, 
b 


er < 1brata. 

Questa condizione garantisce la stabilità della goccia rispetto a piccole 
deformazioni. Ma essa è più debole che la condizione di stabilità rispetto a grandi 
deformazioni, ossia dividendo in due parti uguali (gocce di cariche ela e raggi 
af23/3): | ce 

21/3 —1 


= —73-=0,35-16rata. 


e2 < 16na3a 
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$ 6. Campo elettrostatico nei dielettrici 


‘ Passiamo ora allo studio del campo elettrico costante in un’altra 
categoria di mezzi materiali, ossia in dielettrici. 

La prorpietà fondamentale dei dielettrici consiste nell’impossi- 
bilità che in essi circoli una corrente continua. Perciò, a differenza 
dei conduttori, l'intensità del campo elettrico costante nei dielettrici 
non deve essere necessariamente nulla, e dobbiamo dedurre delle 
equazioni per descrivere questo campo. Una di esse si ottiene cal- 
colando la media dell’equazione {1,3) e, come in precedenza, si ha: 


rotE=0. (6,1) 


La seconda si ottiene calcolando la media dell’equazione div e = 
= 4np: 


divE= 4ng. (6,2) 


Supponiamo che all’interno della sostanza dielettrica non sia intro- 
dotta nessuna carica; questo è il caso più comune e importante. 
Allora la carica totale in tutto il volume del dielettrico resta nulla 
anche dopo l’introduzione del dielettrico in un campo élettrico: 


| pav=0. 


Questa relazione integrale che deve essere soddisfatta per un corpo 
di qualsiasi forma significa che la densità di carica media può essere 
scritta come divergenza di un vettore che solitamente si indica 
con —P: 


po = —div P, (6,3) 


all’esterno del corpo si ha P=0. Integrando infatti rispetto al 
volume delimitato da una superficie che contenga il corpo senza 
intersecarlo in nessun punto, otteniamo 


{ paVv = — \ divPdV= — $ Pdî=0, 


La grandezza P si chiama vettore di polarizzazione dielettrica (0, 
semplicemente, di polarizzazione) del corpo; un dielettrico in cui P 
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è non nullo si dice polarizzato. Oltre alla densità di volume (6,3), il 
vettore P determina anche la densità superf ciale o di cariche distri- 
buite sulla superficie del dielettrico polarizzato. Se integriamo la 
formula (6,3) rispetto all'elemento di volume compreso tra due 
superficie unitarie infinitamente vicine e adiacenti da ambo le parti 
alla superficie del dielettrico, tenendo conto che sulla superficie 
unitaria esterna P = 0, otteniamo (cir. la deduzione della for- 
mula (1,9)) 


o = Pn, | (6,4) 


dové P, è la componente del vettore P lungo la normale osérna alla 
superficie. 

Per precisare il significato fisico della grandezza P, consideriamo 
il momento di dipolo totale di tutte le cariche interne del dielettrico; 
a differenza della carica totale, questa grandezza non deve essere 
nulla. In accordo con la definizione del momento di dipelo questa 
grandezza è l'integrale | 


[ipar. 


Sostituendovi o nella forma (6,3) e integrando di nuovo rispetto al 
volume contenente il corpo, otteniamo | 


frpav=— {rdivPav=— Sir (dîP)+ | (Pv) rat. 


L’integrale di superficie scompare e nel secondo integrale abbiamo 
(PV) r = P così che 


| r0dv= | P dv. (6,5) 
. | 
In tal modo, il vettore di polarizzazione rappresenta il momento di 
dipolo (o, come si dice, il momento elettrico) dell'unità di volume 
del dielettrico 1). 
Sostituendo la (6,3) nella formula (6,2) otteniamo la 
equazione del campo elettrostatico sotto la forma 


seconda 


dive D = 0, (6,6) 
dove è stata introdotta una nuova grandezza D che è definita come 
D=E + 4aP . (6,7) 


1) Si deve notare che la relazione (6,3) all’interno del dielettrico: e la con- 
dizione P = 0 al suo esterno non definiscono di per se stesse la grandezza P 
univocamente; all’interno del dielettrico a P si può associare qualsiasi 
vettore della forma rot f. Soltanto stabilendo il legame con il momento di dipolo 
si può definire completamente il vettore P. | | 
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e si chiama induzione elettrica. L'equazione (6,6) è stata ottenuta 
considerando la densità media di cariche appartenenti al dielettrico. 
Se, invece, nel dielettrico vengono introdotte dall’esterno cariche 
estranee (le denomineremo appunto estranee), allora al secondo mem- 
bro dell’equazione (6,6) va associata la loro densità 


div D = 4rtpest. (6,3) 


Sulla superficie che separa due dielettrici devono essere soddisfat- 
te determinate condizioni di frontiera. Una di esse segue dall’equa- 
zione rot E = 0. Se la superficie di separazione è omogenea per quel 
che riguarda le sue proprietà fisiche !), questa condizione richiede 
che la componente tangenziale dell’intensità del campo sia continua, 
cioè che PE 
E, = Ex (6,9) 


(cfr. la deduzione della condizione (1,7)). La seconda condizione, 
invece, deriva dall’equazione div D = 0 e chiede la continuità della 
componente dell’induzione lungo la normale alla superficie: 


Dui = Day. (6,10) 


Infatti, un balzo: della componente normale D, = D, implicherebbe 

un valore infinito della derivata 0D,/0z (e con essa di div D). 
Sulla frontiera tra dielettrico e conduttore E, = 0 e la condi- 

zione per la componente normale si ricava dall'espressione (6,8): 


E; = 0, Dn, = 4N06s, (6,11) 


dove 0,4 è la densità di cariche estranee sulla superficie del con- 
duttore (cîr. le (1,3)-(1,9)). o 


$ 7. Permettività ‘dielettrica 


Affinché le equazioni (6,1) e (6,6) costituiscano un sistema com- 
pleto di equazioni descriventi il campo elettrostatico è necessario 
associare ad esse una relazione che leghi l’induzione D e l’intensità 
del campo E. Nella stragrande maggioranza dei casi questa dipen- 
denza si può ritenere lineare. Essa corrisponde ai primi termini dello 
sviluppo di D in potenze di E ed è dovuta alla piccolezza dei campi 
elettrici esterni rispetto ai campi molecolari interni. 

La dipendenza lineare di D da E assume una forma particolar- 
mente semplice nel caso importante dei dielettrici isotropi. Eviden- 
temente, nel dielettrico isotropo i vettori D e E devono avere una 


1) Cioè omogenea per composizione, temperatura ecc. dei corpi a contatto. 
Se il dielettrico è un cristallo, la superficie deve essere un: piano cristallino, 
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medesima direzione. Perciò la loro dipendenza lineare si riduce 
alla proporzionalità elementare 1) - 


D= E. (7,1) 
Il coefficiente e si chiama permettività dielettrica della sostanza ed è 
una funzione del suo stato termodinamico. 
Assieme all’induzione , anche la polarizzazione è proporzionale 
al campo: | 
P=-xE= CE, (7,2) 


43 


La grandezza x si chiama coefficiente di polarizzabilità della sostanza 
(o la sua suscettività dielettrica). In seguito ($ 14) sarà mostrato che 
la permettività dielettrica è sempre superiore all’unità e la polariz- 
zabilità sempre positiva. La polarizzabilità di un mezzo rarefatto 
(gas) si può supporre proporzionale alla sua densità. . 

Le condizioni di frontiera (6,9) e (6,10) sulla superficie di separa- 
zione tra due dielettrici isotropi assumono la forma. | 


E;, = E;o, &ÉEn = 82Eno. (7,3) 


Quindi, la componente normale dell’intensità del campo fa un balzo 
variando in modo inversamente proporzionale. alla permettività 
dielettrica dei mezzi corrispondenti. 

In un dielettrico omogeneo £ = cost, e allora dall’ ’edazione 
div D = 0 segue che anche div P= 0. In accordo con la definizione 
(6,3) ciò significa che la densità di carica di volume in questo corpo è 
nulla (la densità superficiale (6,4), in generale, è diversa da Zero). 
Viceversa, se il dielettrico non è omogeneo, allora la:sua densità di 
volume è diversa da zero 


—_ 1° i e—-1 oh 


p= — div P= div 


Da: — 7 grad 


Se introduciamo il potenziale del campo citrico secondo la for- 


mula E = —grad q, l'equazione (6,1) è automaticamente soddisfat= 
ta e l'equazione div D = div £E = 0 dà 
“div (eV) =0. (7,4) 


1) Questa dipendenza che suppone l'annullamento di D contemporanea- 
mente con E si verifica a rigore nei soli dielettrici omogenei per loro proprietà 
fisiche (composizione, temperatura ecc.). Nei corpi non omogenei D può avere 
valori non nulli anche per E = 0 ed essere definita mediante gradienti delle 
grandezze termodinamiche variantisi lungo il corpo. Tuttavia, questi termini 
sono piccoli, perciò, e nel seguito, useremo la relazione (7,1) anche per corpi 
non omogenei, 
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Questa equazione si trasforma in quella di Laplace ordinaria soltanto 
in un mezzo dielettrico omogeneo. Le condizioni di frontiera (7,3) 
sì possono riscrivere per il potenziale nella forma seguente: 


To) To) | 
Pi Pa, € di = Eg Sa “ (7, D) 


(la condizione di continuità delle derivate tangenziali del potenziale 
è equivalente alla condizione di continuità di @ stesso). 

In un mezzo dielettrico omogeneo a tratti l'equazione (7,4) si 
riduce in ciascun tratto omogeneo all’equazione di Laplace Ag=0 
in modo che le permettività dielettriche entrano nella soluzione del 
problema soltanto tramite le condizioni (7,5). Ma queste condizio i 
non contengono che il rapporto fra permettività dielettriche di due 
mezzi a contatto. Perciò, in particolare, la soluzione del problema 
elettrostatico per un corpo dielettrico con permettività e, che si 
trova in un mezzo di permettività e, si riduce allo stesso problema di 
un corpo di permettività dielettrica £,/eg, nel vuoto. 

Vediamo come variano i risultati ottenuti nei paragrafi. prece- 
denti per il campo elettrostatico dei conduttori nel caso in cui non 
sì trovino nel vuoto ma immersi in un mezzo dielettrico omogeneo e 
isotropo. In ambedue i casi la distribuzione del potenziale è descritta 
dall’equazione Ag = 0 con la condizione di frontiera di costanza 
di q sulla superficie del conduttore; l’unica differenza è che al posto 


del legame £, = —dp/0n = 4no0 con la densità di carica superficiale 
ora si ha 
_ , 
D,= eta 4no. (7,6) 


Di qui si vede che la soluzione del problema del campo di un 
conduttore carico nel vuoto si trasforma nella soluzione dello stesso 
problema in un mezzo dielettrico mediante una sostituzione for- 
male dei potenziali e delle cariche: 0 pg + ep, e+ e, 0 pi 9g, 
e-> ele. Nel caso dei conduttori carichi il potenziale e l’intensità 
del campo sono ridotti di e volte rispetto ai loro valori nel vuoto; 
questo indebolimento del campo può essere interpretato intuitiva- 
mente come il risultato dello schermaggio parziale della carica del 
conduttore operato dalle cariche superficiali del dielettrico polariz- 
zato adiacente. Se i potenziali dei conduttori sono mantenuti costanti, 
il campo resta costante ma aumentano di e volte le cariche dei 
conduttori 1). 

Infine, notiamo che in elettrostatica si può considerare formal- 
mente il conduttore (non carico) come un corpo di permettività 
dielettrica infinita, nel senso che la sua influenza sul campo elettrico 
esterno è la stessa di quella che eserciterebbe un dielettrico (di forma 


1) Ne segue, in particolare, che nel riempire il condensatore di sostanza 
dielettrica la sua capacità aumenta di e volte. 
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identica) con £-+* co. Infatti, in virtù della finitezza della con- 
dizione di frontiera per l’induzione D, quest’ultima deve restare 
finita all’interno del corpo anche per e + co; ma ciò significa che 
in tale campo si avrà E = 0 in accordo con le proprietà del ponduto 
tore. 


Problemi 


1. Determinare il campo generato dalla carica puntiforme e sita a |distanza 
h dalla frontiera piana di separazione tra due mezzi dielettrici distinti. 

Soluzione. Indichiamo con O il punto in cui si trova la carica e nel mezzo 4 
e con il punto O' (fig. 11) la sua immagine speculare dall'altro lato del piano 
di separazione (nel mezzo 2). Cercheremo il 
campo nel mezzo 1 come campo generato da 
due cariche puntiformi: la carica e e la carica 
fittizia e’ nel punto O’ (cfr. il metodo delle 
immagini, $ 3): 

e 0° 


19 eg €” 

dove r, r' sono rispettivamente le distanze tra 
il punto di osservazione e i punti O e O'. 
Quanto al campo nel mezzo 2, lo cerchiamo 
come campo generato dalla carica fittizia e” 
sita nel punto O: 


e 
Eor 


Pa= — e Fig. 11 


Nel piano di frontiera (r = r') devono essere soddisfatte lé condizioni (7,5) 
dalle quali ricaviamo due equazioni 


ele’ e’ 
e-e'=e", — mec: 
Ei Eg 
di qui 
E € 2E 
ene dA, Mag LI. | (1) 
€1°4t-€2 €1-4-£2 


. . | 
Per Es-+ co abbiamo e' = — è, pg = 0, vale a dire che riotteniamo il 
risultato trovato nel $ 3 per il campo di una carica puntiforme in prossimità 
di un piano conduttore. 
La forza che agisce sulla carica ‘e (forza di immagine) vale 


pat -(£)} Cr 
(2h)ze,  \2h} (€144) 


F = 0 corrisponde alla répulsione. | 

2. Risolvere il problema 1 per un filo retto infinito carico parallelo àèl piano 
di separazione e sito a distanza % da quest’ultimo. >: ©. Ì 

La soluzione è analoga a quella del problema 1 con la sola differenza che 
i potenziali nei due mezzi sono: © 


Ze inr—<& Inr, qg=*—-<-Inr 
8; . &: L P9=. o 8, 309 
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dove e, e’, e” sono rispettivamente le cariche per unità di lunghezza del filo 
e delle sue «immagini » e r, r' le distanze nel giano perpendicolare ai fili. Per e, 
e , e” sì ottengono le stesse espressioni (1) e la forza agente per unità di lunghezza 
sul filo è | o ° Ò î 
F- 2ee' _ e? (E, — Ea) 
2he, he, (€14-82) * | 
3. Determinare il campo creato da un filo retto infinito caribo che è di- 
sposto (in un mezzo con permettività dielettrica e) parallelamente a un cilindro 
(con e = 8) di raggio a a distanza è (6 > a) dal suo asse!). 
. Soluzione. Cerchiamo il campo nel mezzo 1 come il campo che sarebbe gene- 
rato nel dielettrico omogeneo e, dal filo reale carico (passante per il punto O, 
fig. 42) con una carica e per unità di lunghezza e da due.fili virtuali con cariche 


00'=b 


Fig. 12 


2°, e —e’ passanti rispettivamente per i punti 4 e O”. Il punto A.Si trova alla 
distanza 40' = a?/bdal centro della circonferenza; allora per tutti î punti della 
circonferenza le distanze r e r° rispettivamente dai punti O e A si trovano nel 
rapporto costante r'/r = a/b per cui è possibile soddisfare le condizioni di fron- 
tiera su questa circonferenza. Quanto al campo nel mezzo 2, lo cerchiamo come 
campo che sarebbe generato nel mezzo omogeneo e, dalle cariche virtuali e” su 


un filo passante per il punto O. | li 
È comodo formulare le condizioni di frontiera sulla superficie di separazione 


mediante il potenziale @ (E = — grad q) e il potenziale vettoriale A_ (cfr. $ 3) 
definito da D = rot A (in accordo con l’equazione div D = 0); nel problema 
bidimansionale il vettore A è diretto lungo l’asse z (perpendicolarmente al piano 
della figura). Le condizioni di continuità delle componenti tangenti di E e della 
componants normale di D sono equivalenti alle condizioni | 


P1= Par Axr= Ap... 
Per il campo del filo carico abbiamo nelle coordinate polari r,90 
= — (2e/e) Inr + cost, A = 2e0 +- cost 
(cfr. la formula (3.18)). Perciò le condizioni di frontiera sono 
5a In r-4+-cost, 
2 [e0+-e'0"— è’ (0-4-0)] = 2e"0 


1) Il problema analogo per una carica: puntiforme in prossimità di una 
sfera dielettrica non si risolve in forma finita. 


i (-elnr-e'Inr'+e Ina)=— 
; co 


ELETTROSTATICA DEI DIELETTRICI 65 


l'indicazione degli angoli è data in fig. 12, è stata usata la similitudine dei trian- 
goli 00'B e BO'A. Di qui e, (e + e') = ge”, e — e' = e" e per e’, e” si riotten- 
gono le espressioni (1) del problema 1. 

La forza agente per unità di 
lunghezza sul filo carico è parallela 
a 00' e vale 


Dee' 4 - 1 . 
F=el= 7 (31-50) = 


_ 2e2(e,—83) a? 
— 1814-89) db (62—a2) 


(F > 0 corrisponde alla repulsione). O'A=a°/b 
Nel limite «a, db+—+ co, d—-a-+h 

questa espressione si trasforma nel 

risultato del problema 1. - n 

4, Risolvere il problema 3 se il filo passa all’interno del cilindro di permet- 
tività dielettrica e, (db < a). 

Soluzione. Cerchiamo il campo del mezzo 2 come campo del filo reale e (il 
punto O della fig. 13) e del filo virtuale e’ passante per il punto A sito ora all’e- 
sterno del cilindro. Cerchiamo, invece, il campo del mezzo 1 come campo dei 
fili di cariche e” e e — e” passanti rispettivamente per i punti O e 0”. Allo stesso 
modo, come nel problema precedente, otteniamo 


Fig. 13 


e=_—e Ea — Ea #__ 28, 


e14-8a” oe° €148 ° 
La forza di repulsione del filo (per e, > &;) dal cilindro è 
Dee' 1 Ze (Co —£1) b I 


32 —,_ _Y+F#TFTF mr yo tt _P___—_2z___r_r_r_———____ | 


&°g OA 82(8,+89)(a°—02)® 


5. Mostrare che il potenziale del campo «a(rg) creato nel punto rg di un 
mezzo dielettrico non omogeneo qualsiasi dalfa carica puntiforme e sita nel 
punto ry è uguale al potenziale @g (r4) creato nel punto r, dalla stessa carica 
sita nel punto rg. 

Soluzione. I potenziali @4 (r) e 4g (r) verificano le equazioni | 


div (evp,) = — 4neò (r — ry), div (eVpg) = — 4rned (r— rp). | 


Moltiplicando la prima di esse per pp, la seconda per gp, e sottraendo termine 
a termine l’una dall’altra troviamo 


div (pgeVpa) — div (paeVpg) = — Areò (r — ra)pg (MM + 4rteò (r — rp)Palî). 


L'integrazione di questa uguaglianza su tutto lo spazio dà la relazione cercata: 
Pa (rg) = Pg (ra). 


$ 8. Ellissoide dielettrico | 


La polarizzazione di un ellissoide dielettrico collocato in un 
campo elettrico omogeneo esterno gode di alcune proprietà che ren- 
dono questo esempio di particolare interesse. | 

Consideriamo preliminarmente il caso particolare semplice di 
una sfera dielettrica in un campo esterno &. Indichiamo la sua 
permettività dielettrica con e e con e la permettività dielettrica 
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del mezzo esterno in cui si trova la sfera. Scegliamo il centro della 
sfera come origine delle coordinate sferiche (l’angolo polare @ si 
calcola a partire dalla direzione del campo &), e cerchiamo il poten- 
ziale del campo all’esterno della sfera nella forma 


pl = —&r+ AG 4 & 


il primo termine è il potenziale del campo esterno applicato, mentre 
il secondo termine, che si annulla all’infinito, dà la variazione cer- 
cata del potenziale causata dalla sfera (cfr. la soluzione del problema 1 
al $ 3). Quanto al potenziale del campo all’interno della sfera, lo 
cerchiamo nella forma 


pid) = —BEr; 


questa è l’unica funzione soddisfacente all’equazione di Li piace che 
resta finita al centro della sfera e dipendente unicamente dal vettore 
costante &, ossia dall’unico parametro che figura nel problema in 
questione. e 

Le costanti A e B sono definite dalle condizioni di frontiera sulla 
superficie della sfera. Ma notiamo immediatamente che il campo 
interno della sfera El = BE risulta essere omogeneo e differente 
dal campo applicato & solo per il suo valore assoluto. 

La condizione di frontiera di continuità del potenziale dà 


8=6(1-4) 


(R è il raggio della sfera), mentre la condizione di conti; uità della 
componente normale dell’induzione è 


D9= #96 (1+43). 
Eliminando A da entrambe queste eguaglianze otteniamo 
1 ls (DI + 2e9E9) —_ Me: (8,4) 
ossia, sostituendovi D( = e()E0), 
FO-_3° e (8,2) 
Analogamente si risolve il problema di un cilindro ielettrico 


infinito in un campo esterno perpendicolare al suo asse (cfr. proble- 
ma 2-al $ 3). Il campo all’interno del cilindro; così come quello 
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all’interno della sfera nell'esempio precedente, è omogeneo e veri- 
fica la relazione 


1/o (DI) + e) _. Me, (3,3) 
ossia 
(4) Ze (0) 
E = GNEO] G. (8.4) 


Le relazioni (8,1) e (8,3) nelle quali la permettività dielettrica 
el) della sfera o del cilindro non entra esplicitamente hanno un’im- 
portanza particolare in quanto sono valide a prescindere dalla di- 
pendenza lineare tra E e D all’interno del corpo: esse sono soddisfatte 
qualunque sia la forma di questa dipendenza (anche per|i corpi 
anisotropi). Hanno lo stesso carattere le relazioni 


per un cilindro in un campo longitudinale, e 
DA = sE (3.6) 


per una lamina piana parallela in un campo che le è perpendicolare; 
queste eguaglianze derivano in modo immediato dalle condizioni di 
frontiera. 

Si trova che ogni ellissoide con una relazione qualsiasi tra i 
semiassi a, d, c gode della proprietà di creare al suo interno un campo 
omogeneo (se esso si trova in un campo omogeneo esterno). Il pro- 
blema della polarizzazione di un ellissoide dielettrico si risolve 
mediante l’uso di coordinate ellissoidali così come è stato risolto 
nel $ 4 il problema analogo per un ellissoide conduttore. 

Cerchiamo di nuovo il potenziale del campo all’esterno dell’ellis- 
soide nella forma (4,22), ossia ge = of (É) dove la funzione / (È) è 
definita dalla formula (4,23). Quanto al potenziale @; all’interno 
dell’ellissoide, in esso non può figurare una funzione di questa forma 
poiché essa non soddisfa alla condizione secondo cui il campo deve 
essere finito in tutto il volume interno all’ellissoide. Consideriamo 
infatti la superficie È = —c? che rappresenta nel piano zy un’ellisse 
di semiassi (a? — c*)!/? e (b® — c?)!? che si trova all’interno dell’ellis- 
soide. Per E + — c? l’integrale (4,23) si comporta come V È + e?. 
L'intensità del campo, cioè il gradiente del potenziale, si comporta, 
quindi, come (È + c*)-Y? e diventa infinito per È = —c?. In tal 
modo, per il campo all’interno dell’ellissoide è valida la sola solu- 
zione F (È) = costante, vale a dire che g; va cercato nella forma 


Pi = Boo 


Si vede che il potenziale del campo interno @; differisce sd poten- 
ziale del campo omogeneo @, per il solo fattore costante. In altre 


>» 


parole, il campo all’interno dell’ellissoide è omogeneo. | 
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Non deduciamo qui le formule per il campo all’esterno dell’ellis- 
soide. Quanto al campo omogeneo all’interno dell’ellissoide, lo si 
può trovare senza scrivere le condizioni di frontiera ma ricorrendo 
invece a risultati già noti. | 

Supponiamo dapprima che l’ellissoide si trovi nel vuoto (809 = 1). 
Allora tra i vettori EA, DA), & (i quali hanno tutti e tre la stessa 
direzione, coincidente con l’asse x) deve esistere un legame lineare 
della forma 


dove i coefficienti a, d non dipendono dalla permettività dielettrica 
dell’ellissoide e‘, bensì solo dalla sua forma. L'esistenza di questo 
legame deriva dalla forma delle condizioni di frontiera, come abbiamo 
già provato precedentemente considerando gli esempi della sfera e 
del cilindro. 

Per determinare a e d osserviamo che nel caso banale dbvo et) — 
= 1 sarebbe semplicemente E = D = &; di qui a+b=1. Un 
altro caso già noto è rappresentato dall’ellissoide conduttore. Nel 
conduttore El = 0 e l’induzione Dl non ha un senso fisico proprio 
ma può essere considerata come una grandezza formale legata al 
momento di dipolo totale dell’ellissoide mediante la relazione 


(1) _ __ Ar 
D'° — 4nP= 7 P. 


In questo caso, secondo la formula (4,26) abbiamo 
DO Gn, 


cioè il coefficiente b = n9) e perciò a = 1 — n) I 
Otteniamo così la relazione ! 


(1-9) ED +n0D0 =, (8,7) 
ossia 
FO =6,—4nn0P,. (3,8) 


La grandezza 4nn9P, si chiama campo depolarizzatore 1). 

Le stesse relazioni (con i coefficienti n e nf?) sono valide per 
un campo diretto lungo gli assi y e z. Come le formule particolari 
(8,1) e (8,3), esse sono valide qualunque sia la dipendenza traEeD 
all’interno dell’ellissoide. 


| 1) Formule analoghe sono valide anche per un ellissoide che si maguetizza 
ne) campo magnetico omogeneo esterno (cir. $ 29). In questo caso i coefficienti 
n(*), n(V), n(8) si dicono coeffictenti di smagnetizzazione, 
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Per l’intensità del campo all’interno dell'ellissoide ricaviamo 
dall'(8,7) ponendovi DÉ = eg. i 
#) E I 
ES _ FENZORTECE , (3,9) 
e il momento di dipolo totale dell’ellissoide è 


_ _ LL) _ (1) ___abe el) 14 
Pa=VPs= (€ 1)VE = OI 

Se il campo & ha componenti lungo tutti e tre gli assi, i campo 
all’interno dell’ellissoide resta sempre omogeneo ma, in generale, 
non parallelo a &. Senza precisare la scelta del sistema di coordinate 
si può scrivere in generale la relazione (8,7) nella forma 


EP + nn (DIP--EP)=6G,. (8,11) 


Il passaggio al caso in cui la permettività dielettrica del mezzo 
sia diversa da 1 si realizza mediante la semplice sostituzione di e 
con el/8(9. In questo caso la formula (8,7) diventa 


(1-9) ED + n9DP = 80€, (8,12) 


Questa formula può essere applicata, in particolare, al campo interno 
di una cavità ellissoidale in un mezzo dielettrico illimitato: a tale 
scopo bisogna porre e0@ = 1.0 


E. (8,10) 


Problemi!) | 

4. Determinare il momento delle forze agenti su un ellissoide di rotazione in 
un campo elettrico. omogeneo. 

Soluzione. Secondo la formula generale (16.13) il momento delle forze agenti 
su un ellissoide vale K = [PE], dove P è il momento di dipolo dell’ellissoide. 
In un ellissoide di rotazione il vettore P giace nel piano passante per l’asse di 
simmetria e la direzione di &. Il momento delle forze, invece, è perpendicolare 
a questo piano e il suo valore assoluto calcolato mediante la formula (8,10) è 

K= (e 1)? |1—9n | V sen 2a E: 
— 8n(ne+1—n)[(1-n)et414+n] "® 


dove a è l'angolo formato dalla direzione di & e dall'asse di simmetria dell'ellis- 
soide e r il coefficiente di depolarizzazione lungo questo asse (così che il coeffi- 
ciente di depolarizzazione nelle direzioni perpendicolari all’asse di simmetria 


è _ (4 — n)). Il momento delle forze è diretto in modo tale che tenda a ruotare 


l’asse di simmetria dell’ellissoide allungato (n < 1/3) o schiacciato ch > 1/3), 
rispettivamente, in posizione parallela o perpendicolare al campo. 
Per un ellissoide conduttore (£-++ 00) abbiamo 


1) Nei problemi del presente paragrafo si è supposto che l’ellissoide si 
trovi nel vuoto. 
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|1-3r. | 


PI SO 2 \ 
= A—=n) VE? sen 2a. 


K 


2. Una sfera dielettrica vuota (con permettività dielettrica e e raggi interno 


ed esterno d e a) si trova in un campo elettrico omogeneo esterno E. Determinare 
il campo all’interno della sfera. 

Soluzione. Analogamente al caso di una sfera piena, cerchiamo il potenziale 
del campo nel vuoto all’esterno della sfera (dominio 7) e all’interno della cavità 
(dominio 3) rispettivamente nelle forme | o 


Pp= em (S cos 0 (1-5) s ys == —— B€r COS 0, 


e il potenziale del campo nello strato dielettrico (dominio 2) nella|forma 


Pa = = CE cos 0 (3) è 


dove A, B, C, D sono alcune costanti che si possono determinare dalle condizioni 
di continuità di gp e e0p/ar sulle frontiere 1-2, e 2-3. In tal modo, il campo E} = 


= BE all'interno della cavità risulta di essere omogeneo (mentre il campo E, 

nello strato sferico è non omogeneo). Il calcolo delle costanti conduce al risultato 
de 

(e+2) (2e+1)—2(e—1)? (6/0 i 

3. Risolvere il problema 2 per un cilindro vuoto in un campo omogeneo 


trasversale 1). 
La soluzione è analoga a quella del problema precedente e conduce al risultato 


48 ! 
Ea=@ TFT (0/0 o 


E3=G& 


$ 9. Permettività dielettrica di una miscela 

Se la sostanza considerata rappresenta una miscela a dispersione 
fine (emulsione, miscela di polveri, ecc.), si può considerare il campo 
elettrico prendendone la media su volumi grandi rispetto alla scala 
delle eterogeneità. Nei confronti di questo campo medio la miscela 
è un mezzo omogeneo e isotropo e come tale può essere caratterizzato 
da un valore efficace della permettività dielettrica che denotiamo 


con episc. Se E e D sono le medie siffatte dell'intensità e dell’indu- 
zione del campo, allora, per definizione, I 


(9,1) 


Se tutte le particelle della miscela sono isotrope e le differenze 
tra le loro permettività dielettriche piccole rispetto ad £ stessa è 
possibile calcolare &mise in forma generale a meno di termini del 
secondo ordine rispetto alle differenze indicate. 


D = EmiscÈ. 


1) In un campo longitudinale la risposta è immediata: E = È. 
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Scriviamo il valore locale dell’intensità del campo nella forma 
E=È + 6E e il valore locale della permettività dielettrica nella 
forma £ + de, ove 


- 1 

s=t \ e dV 09 
si ottiene calcolando la media rispetto al volume. Allora la media 
dell’induzione è 


D= (+ de) (E+5E)=eE+ dedE (9,3) 


(poiché, per definizione di Se e $E, i loro valori medii sono nulli). 


Nell’approssimazione Zero Emise = €; il primo termine di corre- 
zione non nullo sarà, naturalmente, del secondo ordine rispetto a 
Se come si vede dalla (9,3). 

Dall’equazione div D = 0 ricaviamo a meno di infinitesimi del 
primo ordine 


div (€+8e) (E+SE)=e div3E+Evse=0. (9,4) 


Calcoliamo la media del prodotto dèe68E che figura nell’espressione 
(9,3) in due tappe. Prima di tutto, calcoliamo la media rispetto al 
volume per particelle della medesima sostanza, cioè per un dato 
valore de. La media di 6E calcolata in questo modo si ottiene facil- 
mente dall’equazione (9,4). Poiché la miscela è interamente isotropa, 
abbiamo 

O_SE,= 0 SE,= SE,=>t4diviE, 
dr Sat ay OT da ag I i 
Se, per esempio, il vettore E è diretto lungo l’asse x, allora dall’equa- 
zione (9,4) ricaviamo 


da cui 
SE,= Es fe, 
Je 


| 
Poiché la direzione dell'asse x è arbitraria, questa eguaglianza si 
può scrivere nella forma vettoriale seguente: 


SE = Lo. 


Moltiplicandola per de e calcolando “infine la media rispetto a tutte 
le componenti della miscela, otteniamo 
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Infine, sostituendo questa espressione nella formula (9 3) € e con- 
frontando con la (9,14), otteniamo il risultato cercato 


Emise = E— — (Se). (9,5) 


Questa formula può essere presentata in un’altra forma se osserviamo 
che a meno di termini del secondo ordine i 


e/9= (e + de)! = e8.(1 — Ge) 


98? 
Perciò 
ela = e, (9,6) 


In tal modo, si può concludere che nell’approssimazione considerata 
la radice cubica di e è additiva. | 

Un altro caso limite, che consente uno studio preciso, è quello 
della permettività dielettrica di un’emulsione con differenza arbitra- 
ria tra le permettività dielettriche del mezzo (e;) e della fase dispersa 
(e) ma con piccola concentrazione di quest’ultima; le parti elle della 
fase dispersa sono supposte sferiche. © 

Nell’integrale 


4 - = x 
+ | (D—e,E)dv=D- È | 


l’espressione integranda è non nulla soltanto all’interno delle par- 
ticelle dell’emulsione. Perciò esso è proporzionale alla concentra- 
zione volumetrica c dell’emulsione e nel calcolarlo si può supporre 
che le particelle dell’emulsione si trovino in un campo esterno coin- 


cidente con il campo medio E. Usando per le particelle sferiche la 


formula (8,2) otteniamo per i coefficienti di proporzionalità tra D 
e E: 


n, “(E° — 1) E1 . 
Emiec= Et atei . (9,7) 
Questa formula è valida a meno dei termini del primo ordin rispetto 
a c. Per e, e €, vicine essa coincide (a meno dei termini del primo 
ordine rispetto a c e del secondo ordine rispetto a e, — £;) con il 
risultato che si ottiene per c piccole mediante la formula (9,5). 


$ 10. Relazioni termodinamiche per dielettrici 
tin un campo elettrico 


Per i conduttori non si pone il problema della variazione delle 
proprietà termodinamiche dovuta alla presenza di un campo elettri- 


co. Poiché il campo elettrico all’interno del conduttore è nullo la 
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variazione delle sue proprietà termodinamiche si riduce semplice- 
mente all'aggiunta alla sua energia totale dell'energia del campo 
da esso generato nello spazio circostante !). Questa grandezza, in 
generale, è indipendente dallo stato termodinamico (in particolare, 
dalla temperatura) del corpo e perciò, ad esempio, non incide sulla 
sua entropia. 

Viceversa, il campo elettrico penetrando all’interno di dn corpo 
dielettrico esercita una profonda influenza sulle sue proprietà termo- 
dinamiche. Per lo studio di queste proprietà, determiniamo anzitutto 
il lavoro compiuto su un dielettrico termoisolato per una variazione 
infinitesima del campo al suo interno. 

Il campo elettrico in cui si trova il dielettrico deve esseré imma- 
ginato come un campo creato da alcuni conduttori carichi estranei; 
in questo caso si può considerare la variazione del campo come effetto 
della variazione delle cariche nei conduttori *). Per brevità, suppo- 
niamo che esista un solo conduttore con carica e e potenziale q. Il 
lavoro da compiere perché la sua carica aumenti di una quantità 
infinitesima de vale 


SR = qée, (10,1) 


che è il lavoro meccanico compiuto dal campo in esame sulla carica 
6e per trasportarla dall’infinito (dove il potenziale del campo è nullo) 
alla superficie del conduttore che attraversa, quindi, una differenza 
di potenziale pari a g. Esprimiamo 6A in funzione dei valori del 
campo nello spazio riempito di sostanza dielettrica che circonda il 
conduttore. 

Se D, è la proiezione del vettore di induzione elettrica sulla dire- 
zione della normale alla superficie del conduttore, esterna rispetto 
al dielettrico (ed interna rispetto al conduttore), la densità super- 
ficiale delle cariche nel conduttore vale —D,/4, cosicch 


Tenendo conto che il potenziale q è costante su tutta la superficie del 
conduttore, scriviamo 


6R=qbde= — + x \{95Dat= -X | div (p 6D) dV 


DI 


L’ultimo integrale del secondo termine è esteso a tutto il volume 
esterno al conduttore. Poiché il campo variato, così co me) quello 


1) A prescindere qui dall’energia di legame tra carica e: sostanza. conduttrice; 
questa energia sarà studiata al $ 23. 

2) Le es ressioni che saranno dedotte più avanti contengono i soli valori 
del campo all’interno del dielettrico e perciò sono indipendenti dall'origine del 
campo. Ciò premesso, non avremo biscgno di fare particolare menzione nei casi 
in cui il campo è generato non dai conduttori carichi ma da cariche estranee por- 
tate nel dielettrico stesso o dalla sua polarizzazione piroelettrica (cfr. $ 13). 


74 CAPITOLO II 


iniziale, verifica le equazioni del campo, allora div 6D = 0, in 
modo che e 


div (g 6D) = @ div èD + 6D grad gp = —E 6D. 


Otteniamo così l'importante formula: 


E 6D 
6r= | pd. (10,2) 
Sottolineiamo che l’integrazione in questa formula va estesa a tutto 
il campo, compreso il dominio di vuoto se il mezzo dielettrico non 
occupa tutto il volume dello spazio esterno al conduttore. 

Il lavoro compiuto sul corpo termoisolato non rappresenta altro 
che la variazione dell'energia del corpo a entropia costante. Perciò 
l’espressione (10,2) deve essere aggiunta alla relazione termodinamica 
che definisce una variazione infinitesima dell’energia totale del 
corpo, che include anche l’energia del campo elettrico. Indicando 
questa energia con 9, di conseguenza, abbiamo 


8U=T8P + — | e8D dV (10,3) 


(T è la emperatura, & l’entropia del corpo) !). Così per l’energia 
libera totale Y = U — TS ?) abbiamo 


8F=-S0 +] | ESD dY. (10,4) 


Analoghe relazioni termodinamiche si possono scrivere anche per 
grandezze riferite all'unità di volume del corpo. Siano U, S e p 
l'energia interna, l’entropia e la massa per unità di volume del corpo. 
Come è noto, la relazione termodinamica ordinaria (in assenza di 
campo) per l’energia interna in un dato volume: è 


dove & è il potenziale chimico della sostanza 3). Se il campo nel 


7) Nelle formule (10,3-4) il volume del corpo è supposto costante. Tuttavia, 
si deve tener conto del fatto che nel campo elettrico il corpo diventa, in generale, 
non omogeneo e perciò il volume non caratterizza il suo stato. 

2) Questa grandezza è opportuno considerare soltanto a temperatura co- 
stante lungo il corpo. . 

8) Cfr. V $ 24. Al posto della densità di massa abbiamo usato il numero 
di particelle N nell’unità di volume: p = Nm, dove m è la massa della molecola. 
Il potenziale chimico È riferito all'unità di massa differisce per un fattore dal 
potenziale chimico u riferito a una particella: 5 = u/m. 

La notazione della densità di massa della sostanza con la stessa lettera p 
che serve alla notazione della densità di cariche non può causare equivoco in 
quanto queste grandezze non figurano mai insieme. 
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dielettrico non è nullo, a questa espressione si aggiunge un termine 
preso dall'espressione integranda della formula (10,3): 


GU=T dS+tdp+-4 ED. (10,5) 


Per l'energia libera 7 = U — TS per unità di volume del dielettrico 
abbiamo 


dF= — SAT +6d0+ E dD. (10,6) 

Le relazioni dedotte rappresentano la base della termodinamica dei 
dielettrici. | 

Si vede che le grandezze U e F sono potenziali termodinamici 

rispetto alle variabili S, p, De 7, gp, D, rispettivamente. In parti- 

colare, si può ottenere l'intensità del campo derivando questi poten- 

ziali rispetto alle componenti del vettore D:_ 


E=45 (5) (De | 107 


L'espressione dell’energia libera in questa relazione è più conveniente 
poiché la sua derivata viene presa a temperatura costante, mentre 
l'energia interna in questo caso viene espressa in funzione di una 
grandezza meno conveniente, ossia mediante l’entropia. 

Accanto a U e 7 è opportuno introdurre potenziali termodinamici 
in cui da variabili indipendenti fungono le componenti del vettore E 
e non di D. Tali grandezze sono 


e ED S ED 
o=V-I, fr ((10,8) 


per i differenziali delle quali abbiamo 


dii =TAS+tdo— DE, 


Di qui, in particolare, ricaviamo | 
- " | 
_{ 9U y_ 8F 
D= 40 (7) 3) | (00,10) 


Notiamo che il legame tra le grandezze termodinamiche contras- 
segnate dal segno — sopra la lettera e quelle senza questo segno 
corrisponde; al legame introdotto al $ 5 per l'energia del campo elettro- 


statico dei conduttori nel vuoto. Infatti, l’integrale \ ED dV si può 
trasformare come abbiamo fatto nel $ 2, ricorrendo all’equazione 
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div D = 0 nel volume del dielettrico e alla condizione di frontiera 


Pn = 4zo sulla superficie dei conduttori; 
& |Dw=-4| grad p-DdV = I | paDa df = due 
(10,11) 
Perciò, ad esempio, l’energia interna è 
a=u- | dv =U-Y ea, (10,12) 


in accordo con la definizione (5,0). 

E utile anche confrontare le formule per le variazioni infinite- 
sime di queste grandezze espresse in funzione delle cariche e dei 
potenziali dei conduttori (sorgenti del campo). Così, per la variazione 
dell’energia libera (a temperatura data) abbiamo 


(6F)r=8R = DI Qadeae (40,13) 
Per la variazione di F otteniamo 
(SF)n = (8F)p—8 DI Gata = — DI 00b@a (10,14) 


Si può dire che le grandezze senza il segno — sono i potenziali termo- 
dinamici rispetto alle cariche dei conduttori, e le grandezze con il 
segno -— quelli rispetto ai loro potenziali. 

Come è noto dalla termodinamica, i diversi potenziali termodina- 
mici godono della proprietà di raggiungere, all'equilibrio termico, 
un minimo rispetto a diverse variazioni dello stato del corpo. Per 
formulare queste condizioni di equilibrio in un campo elettrico è 
necessario indicare se le variazioni dello stato siano considerate 
mantenendo costanti le cariche o i potenziali dei conduttori quali 


sorgenti del campo. Così, # o &# hanno all’equilibrio un minimo 
rispetto alle variazioni di stato che si verificano a temperatura 
costante e, rispettivamente, a cariche o potenziali costanti dei con- 


duttori (lo stesso possiamo dire di U e al ad entropia costante del 
Corpo). 

Se nel corpo possono verificarsi processi che non hanno un legame 
diretto con il campo elettrostatico (reazioni chimiche, ad esempio), 
la condizione d’equilibrio rispetto a questi processi è data dal mini- 
mo di Fa densità, temperatura e induzione D del corpo date oppure 


dal minimo di f a densità, temperatura e. intensità del campo E 
costanti. 

Tuttora non abbiamo avanzato nessuna ipotesi sulla dipendenza 
di D da E; poiché tutte le relazioni termodinamiche ottenute sono 
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valide qualunque sia questa dipendenza. Applichiamole ora a ‘un 
dielettrico isotropo in cui la dipendenza è lineare D = eE. In questo 
caso l'integrazione delle relazioni (10,5) e (10,6) dà 


3 
U=Up(5, )+g7 F=F.(T,0)+gz» (10,15) 


dove U, e Fo sono riferite a un dielettrico in assenza di campo, In tal 
modo, nel caso considerato la grandezza 
D® _8E° _ ED 
8nae 7 8a TT 80, 


(10,16) 


rappresenta la variazione di energia interna (per dati valori del- 
l'entropia e della densità) causata dal campo o la variazione di 
energia libera (a date temperatura e densità) per unità di volume del 
mezzo dielettrico. 


Le espressioni per i potenziali U e / sono analoghe: 


Deal (5, )—go PeFo(T, o. |(10,17) 


eE®, 
81 Ri 


Si vede quindi che le differenze U — U, eU — U, differiscono in 
questo caso solo per il segno, come abbiamo mostrato anche per 
il campo elettrico nel vuoto ($ 5). Tuttavia, in un mezzo dielettrico 
questa relazione è valida soltanto se esiste un legame lineare tra D 
e E. 

A titolo di informazione che sarà utile in seguito, scriviamo le 
formule per la densità di entropia S e per il potenziale chimico & 
della sostanza che derivano dalle espressioni (10,15): | 


Sm (57) peSelT + (E) E), 
| (10,18) 

. | 
=(F) ST EF) (019) 


Si intende, che ambedue queste grandezze sono non nulle soltanto 
all’interno del dielettrico. 

L' energia libera totale si ottiene integrando la (io, 15) su tutto 
lo spazio; tenendo conto della (10,14), abbiamo 


F-Fo= |P dV=+ Di cata. (10,20) 


L'ultima espressione coincide formalmente con la formula che espri- 
me l'energia del campo elettrostatico dei conduttori nel vuoto. 
Allo stesso risultato si può arrivare immediatamente partendo dalla 
variazione è.7 (10,43) per una variazione infinitesima delle cariche 
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dei conduttori. In questo caso, per legame lineare di D con E, tutte 
le equazioni del campo e le loro condizioni di frontiera sono anch'esse 
lineari. Perciò i potenziali dei conduttori devono essere (così come 
per il campo nel vuoto) funzioni lineari delle loro cariche e l’inte- 
grazione dell’uguaglianza (10,13) conduce alla formula (10,20). 
Sottolineiamo che in queste considerazioni non è stato supposto 
arfatto che il dielettrico occupi tutto lo spazio all’esterno dei condut- 
tori. Se si verifica quest’ultima circostanza, possiamo procedere 
ulteriormente e, ricorrendo ai risultati ottenuti alla fine del $ 7, 
affermare quanto segue. Per cariche dei conduttori date l’introduzio- 
ne di un mezzo dielettrico diminuisce di e volte sia i potenziali dei 
conduttori che l’energia del campo (rispetto ai valori di queste gran- 
dezze per il campo nel vuoto). Se invece sono i potenziali dei conduttori 
mantenuti costanti, l'energia del campo aumenta di e volte (insie- 
me con le cariche dei conduttori). | o 


Problema 

Determinare l’altezza % del livello di un liquido assorbito da un condensatore 
piano verticale. 

Soluzione. Per dati potenziali dei rivestimenti del condensatore, P deve 
essere minima e in essa bisogna tener conto anche dell'energia pgh?/2 della colon- 
na di liquido nel campo di gravità. Da questa condizione si ottiene facilmente che 

._ 811 
2r0pg 


E°. 


$ 11. Energia libera totale di un corpo dielettrico 


L’energia libera totale # (o l’energia interna totale U), in ac- 
cordo con la definizione data nel paragrafo precedente, include in sé 
anche l’energia del campo elettrico esterno che polarizza il dielettri- 
co; questo campo si può supporre come quello creato da un insieme 
di conduttori con date cariche totali. Accanto a questa grandezza 4 
è opportuno considerare l'energia libera totale dalla quale è esclusa 
l’energia del campo che esisterebbe in tutto lo spazio se non vi fosse 
il corpo. Indichiamo con & l’intensità di quest’ultimo campo. Allo- 
ra l’energia libera «totale» nel senso suindicato è uguale all’integra-. 
le | | 


(FT), (11,1) 


dove F è la densità di energia libera. Indicheremo questa grandezza 
con la stessa lettera 7, come nel $ 10 denotava l’integrale \F dV. 


Si deve sottolineare che la differenza tra le due definizioni di 7° 
si riduce a una grandezza indipendente dallo stato termodinamico e 
dalle proprietà del dielettrico e perciò, in generale, non incide sulle 
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relazioni differenziali termodinamiche fondamentali valide per que- 
sta grandezza 1). 


Calcoliamo la variazione di # per una variazione infinitesima del 


campo che avvenga a temperatura costante e senza violazione dell’e- 
quilibrio termodinamico del mezzo. | 


Poiché 8F=-{- E6D, abbiamo | 
6F=1 ({(ESD—G;50) dr. 
Questa espressione si può riscrivere. identicamente nella forma 
1 7, 1 
89=/- | D_-E)5E dV +7 | E (5D — 5€) dV — 
-— | |_EHsdr. |(11,2) 


Nel primo integrale scriviamo è&= — grad doo (po è è il potenzia» 
le del campo €) e trasformiamolo in parti | 


| grad è (D— €) dV = | 89, (D—E) dî— | Sqn div (D—G)dV 


E facile vedere che entrambi gli integrali a secondo membro dell’u- 
guaglianza si annullano. Per l’integrale di volume ciò deriva immedia- 
tamente dalle equazioni div D = 0 e div & = 0 cui soddisfa il 
campo nel dielettrico e il campo nel vuoto, rispettivamente. Il pri- 
mo integrale, invece, è esteso alla superficie dei conduttori che gene- 
rano il campo e ad una superficie infinitamente lontana. L'ultimo 
integrale, come sempre, si annulla e su ciascuno dei conduttori 
òpo = costante, cosicché o 


È 590 (D_- E) di= 8g $ (D—€) df. | 
Ma il campo €, per definizione, è creato dalle stesse sese che 
il campo E con induzione D (cioè dai medesimi conduttori con le stes- 
se cariche totali e). Perciò entrambi gli integrali Dr df e 0E, dj 


sono uguali alla stessa grandezza 43e, e la loro differenza è nulla. 
Analogamente proviamo che è nullo anche il secondo termine nel- 


Ja (11,2) (a tale scopo sostituiamo in esso E = — grad g e realizzia- 
mo la stessa trasformazione). Infine si ottiene 
6F=-] | M- E) 6& dv = — | P56 dY. 11,8) 


1) £ da notare che non avrebbe senso sottrarre da F la grandezza F2/80 
in quanto E è un campo già modificato dalla presenza del dielettrico, e perciò 
la differenza F — (£2/8n) non si dovrebbe considerare affatto come densità di 
energia libera del dielettrico come tale. i 
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Ciò che è notevole è che l’integrale in questa espressione è esteso al 
solo volume occupato dal mezzo dielettrico poiché all'esterno del cor- 
po P=0. 

Sottolineiamo, tuttavia, che l’espressione integranda PSE non 
può essere interpretata. come variazione della «densità» di energia 
libera del corpo, come è stato fatto in relazione alle formule (10,3) 

e (10,4). Prima di tutto, questa «densità» deve esistere anche all’e- 
sterno del corpo, poiché la presenza di quest’ultimo deforma il cam- 
po anche nello spazio circostante. # chiaro anche che la densità di 
energia in ciascun punto del corpo può dipendere esclusivamente dal 
campo che realmente esiste e non dal campo che esisterebbe in as- 
senza del corpo stesso. 

Se il campo esterno & è omogeneo, allora 


SF = — 66 | PaV=—P 66, (11,4) 


dove PP è il momento di dipolo elettrico totale del corpo. Perciò 
l'identità termodinamica per l’energia libera si può scrivere, in que- 
sto caso, nel modo seguente 


dF = — PAT — PdE. (14,5) 


Il momento elettrico totale del corpo si ottiene, quindi, derivando 
l’energia libera totale: 


P=() (11,6) 


Notiamo che l’ultima formula si può ricavare immediatamente 
dalla formula statistica generale 
ae 0F 
dà, = | Ly V A ; 
dove $f è l’hamiltoniano del corpo come sistema di particelle che 
lo compongono e À un parametro che caratterizza le condizioni ester- 


ne in cui si trova il corpo (cfr. V le formule (11,4), (15,11)). Per un 
corpo che si trova nel campo omogeneo esterno & l’hamiltoniano con- 
tiene il termine GP, ove P è l’operatore del momento di dipolo; 
considerando & come parametro 4 otteniamo la formula cercata. 

Se D e E sono legate dalla dipendenza lineare D = €E, si può 
calcolare analogamente in modo esplicito sia la variazione 6# che 
la grandezza 7 stessa. Abbiamo 

e; ED— 2 
F-F=\ Td. 


Riscriviamo questa espressione nella forma 


F-F=7 |(E+®) D_G) d/ | (E (M--E) dV. 
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Il primo termine a destra dell'uguaglianza si annulla, il.che|si pro- 


va facilmente ponendo E + & = —grad (9 + ©,) e attuando una 
trasformazione analoga a quella suindicata. Perciò otteniamo, 
F-FoV, = -+ | &Par. (14,7) 


In particolare, nel campo omogeneo esterno 
F-Fg(V,T)= 1,69. (11,8) 


L’ultima uguaglianza si potrebbe ottenere anche integrando di- 
rettamente la relazione (11,3) se si tiene conto che in virtù della li- 
nearità di tutte le equazioni del campo (per D = €E) il momento 
elettrico PP deve essere funzione lineare di &. 


La dipendenza lineare tra le componenti di PP e E si può strivere 
nella forma 


P, = Va;zE,, i (11,9) 


così come è stato fatto nel caso dei conduttori ($ 2). Tuttavia, a dif- 
ferenza dei conduttori, la «polarizzabilità» di un corpo dielettrico 
dipende non soltanto dalla sua forma, ma anche dalla sua costante 
dielettrica. La simmetria del tensore a;x (menzionata già nel $ 2) 
deriva immediatamente dalla relazione (11,6); è sufficiente, osser- 
vare che la derivata seconda | 
007 _— OP, _ 

GLIE; — ER — Van i 
è indipendente dall’ordine della derivazione. 

La formula (11,7) è ancora più semplice nel caso importante in 
cui e sia vicina a 1, cioè quando la suscettività dielettrica x = (e — 
— 1)/4n è piccola. In questo caso, nel calcolare l’energia si può tra- 
scurare la deformazione del campo causata dal corpo ponendo 

P=xE x «E. 
Allora 


F_- -F=-5 | dV, (14,10) 


dove l'integrale è esteso al volume del corpo. Nel campo omogeneo 
il momento di dipolo Y = Vx& e l’energia libera vale 


V & 
Fe Fg — 62, (11,11) 
Nel caso generale di dipendenza arbitraria di D da E le formule 


semplici (11,7) e (11,8) non hanno senso. Per il calcolo di #, in 
questo caso, può essere utile la formula 


=((F-È)w={(F-_ ire], usa 
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la cui deduzione usando i calcoli precedenti è ovvia. Infatti, le e- 
spressioni integrande in ambedue gli integrali differiscono per la 
grandezza 


ED GP G2 1 
-acata&=q@0-9 (E+9); 


sostituendo in essa E = — Vo, E = —Vo e integrando su tut- 
to lo spazio questa espressione si annulla. È da notare che nella for- 
mula (11,12) (così come nella (11,7)) l’espressione integranda (nel 
secondo integrale) si annulla all’esterno del corpo (ove P = 0, 
F = E°/8x) così che l’integrazione risulta estesa solo al suo volume. 


Problema 


Dedurre una formula che sostituisca la (11,7) per un corpo sito nor nel 
vuoto ma in un mezzo di permettività dielettrica e(e). 
Soluzione. Ripetendo per questo caso le trasformazioni attuate nel testo, 


otteniamo 


F-F=--+ | E (0_e0E) dr. 


$ 12. Elettrostrizione dei dielettrici isotropi 


Per un dielettrico solido che si trovi in un campo elettrico è im- 

possibile introdurre la nozione di pressione come si fa per un corpo 
isotropo in assenza di campo, poiché le forze agenti nel dielettrico 
(saranno determinate nei $$ 15, 16) variano lungo il corpo e sono ani- 
sotrope anche se il corpo di per se stesso è isotropo. La determina- 
zione precisa della deformazione (elettrostrizione) di questo corpo 
richiede la soluzione di un problema complesso della teoria dell’ela- 
sticità. ! 
Tuttavia, il problema è più semplice se ci si interessa alla sola 
variazione del volume totale del corpo. Come è stato già notato nel 
$ 5, in questo caso si può supporre invariata la forma del corpo, cioè 
considerare la deformazione come una compressione o una estensio- 
ne uniforme onnilaterale. | 

Trascureremo le proprietà dielettriche del mezzo esterno (dell’at- 
mosfera, per esempio) in cui si trova il corpo in esame, porremo cioè 
e = 1. Il ruolo del mezzo si riduce semplicemente alla creazione di 
una pressione uniforme agente sulla superficie del corpo. in seguito 
denoteremo con P questa pressione esterna. Se #° è l’energia libera 
totale del corpo, allora in accordo:con la ben nota relazione termodi- 
namica abbiamo 

p=— (7) l 
0V /T 
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e di conseguenza all’espressione per il differenziale 44 si deve ag- 
giungere il termine — P dV. Così, nel campo omogeneo esterno al 
posto della (11,5) abbiamo 


ag = Pdl — PdV — PdE. | 


In accordo con la definizione termodinamica ordinaria, introdu- 
ciamo il potenziale termodinamico totale del corpo | 


D= F + PV. | (12,1) 


Per il differenziale di questa grandezza (nel campo omogeneo ester- 
no) abbiamo la seguente relazione: 


db = —&PdT +VdP — PdE. (12,2) 


La variazione delle grandezze termodinamiche nel campo elet- 
trico esterno è, di solito, relativamente esigua. Secondo il teorema 
delle piccole correzioni (cfr. V (15,12)), una piccola variazione del- 
l'energia libera (per 7 e V dati) e una piccola variazione del poten- 
ziale termodinamico (per T e P date) sono uguali. Perciò, accanto 
all’ (11,8), si può scrivere una relazione analoga 


= po - EP (12,3) 


per il potenziale termodinamico del corpo nel campo omogeneo ester- 
no. Qui Do si riferisce al corpo in assenza di campo per P e 7 date 
(mentre 7, nella formula (11,8) è l'energia libera del corpo in [assen- 
za di campo per V e 7 dati). 

Esprimendo esplicitamente la dipendenza del momento di dipolo 
da V e & secondo la (11,9), riscriviamo l’espressione (12,9) nella 
forma 


= Do (P, T) — 1, Va;G;Gn, (412,4) 


dove il termine di correzione deve essere espresso come funzione del- 
la temperatura e della pressione secondo l'equazione di stato del 
corpo in assenza di campo. Questa formula diventa particolarmente 
semplice nel caso di piccola suscettività dielettrica della sostanza: 


p=®(P, 1-2 (9 
(cfr. V'(11, 11). 


La variazione cercata del volume V — V, in un campo esterno 


sì può ottenere ora per derivazione diretta di D rispetto alla p essio- 
ne (per 7 e E costanti). Dalla (12,5) ricaviamo così 


vv __£ (04M) | | n 
V-m= (0 Sa ) To] (12,6) 
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Questa grandezza può essere sia positiva che negativa (contraria- 
mente all’elettrostrizione dei conduttori il cui volume in un campo 
aumenta sempre). | 

Analogamente si può calcolare anche la quantità di calore Q 
assorbita dal dielettrico per l'applicazione isotermica di un campo elet- 
trico esterno (mantenendo costante la pressione esterna)!). 

Derivando $ — D, rispetto alla temperatura si ha variazione 
dell’entropia del corpo, e moltiplicandola per 7, otteniamo la quan- 
tità di calore cercata. Così, dalla (12,5) si ottiene 


_T [IM . 
Q=( 9T ) e (12,7) 


Valori positivi di Q corrispondono all’assorbimento di calore. 


Problemi 


4. Determinare la variazione del volume e l’effetto elettrocalorifico per un 
ellissoide dielettrico sito in un campo elettrico esterno parallelo a uno dei suoi 


"°°° Soluzione. In accordo con le formule (12,3) e (8,10) abbiamo 
sr aa® 
Per la variazione del volume troviamo 2) 
veve et __ __ 41 _ (35) ] 
V 801 L (ne+1i1—n)K (ne4+1—n)} \ 64P /TT' 
e per l’effetto elettrocalorifico 


tai area erre peroni (0 


dove L_ | ov ), è il coefficiente di compressibilità del corpo e 


K V 0P 
4 OV . . . LI . . . 
a=—— (#7) il coefficiente di dilatazione termica. 
V OT /p 


In particolare, per una lamina a facce parallele in un campo ad essa perpene 
dicolare n =: 4 così che 
V—V, _ E E ( 30) | 
Vi 81L eK e° \ 0P/r]j" 


Tre [ae=b, 4 (#8) 


1) Se il corpo è termoisolato, l'applicazione di un campo implica una varia- 
zione della temperatura uguale a A7 = —0/@p ove 6p è il calore specifico 


del corpo a pressione costante. 
3) Ponendo 8++ co, otteniamo per la variazione del volume di un ellissoide 


conduttore (V — V,)/V = &?/8nKn. Per una sfera n= 1/3 e riotteniamo il 
risultato del problema 4 al $ 5. 


ELETTROSTATICA DEI DIELETTRICI ! 85 


Per la stessa lamina (o qualsiasi corpo cilindrico) in un campo longitudinale 
n=0e i 


V_m_ er ei. ( de )_] , 0 Ire: È e-0+(2%) ]. 


Val XK ‘\oPp 78 


2. Determinare la differenza tra il calore specifico @g di una lamina 
a facce parallele posta in un campo ad essa perpendicolare, a differenza di poten- 
ziale costante tra le sue facce e il calore specifico gp a induzione costante; 
in ambedue i casi la pressione esterna è mantenuta costante 1). co. 
Soluzione. Secondo i risultati del problema 1 l’entropia della lamina è 


=) E (+ (el 


L’induzione del campo all’interno della lamina coincide con il campo esterno: 
D = €. Quindi, per il calcolo del calore specifico €p si deve derivare Y a € 
costante. La differenza di potenziale tra le facce della lamina è @= El = 
= €El/e, ove l è lo spessore della lamina. Per compressione o una dilatazione 
uniforme del corpo } varia proporzionalmente a V1/3. Perciò il calcolo del calore 
specifico @y richiede che &Y sia derivata a prodotto €V!/*/e costante. Come 
risultato per la differenza cercata troviamo 


TVE? 1 / de 1 | de x 
Co_CD= 4ste [le 1) a+ € (+)l [ g (17 ), 3 |° 

3. Determinare l'effetto elettrocalorifico in un dielettrico omogengo il cui 
volume totale è mantenuto costante. sa 

Soluzione. A rigore, per l'applicazione di un campo esterno la densità del 
corpo varia (diventando non omogenea lungo il corpo) anche se il suo volume 
totale è mantenuto costante. Tuttavia, nel calcolare la variazione dell’entropia 
totale si può trascurare questa circostanza e supporre la densità p costante in 
ogni punto del corpo ?). | 

In accordo con la formula (10,18) l’entropia totale del corpo è 


S=SC0 D+ (1), | 24 


ove l'integrazione è estésa al volume del corpo. La quantità di calore assorbito è 


T { de | 
——_ | — 3d 
Q 83 | OT N: dv. | 

4, Determinare la differenza €4—@p (cfr. problema 2) se il volume totale 
della lamina rimane costante. 

Soluzione. Se il volume (e quindi, lo spessore) della lamina rimane costante 
la derivazione a differenza di potenziale costante è equivalente alla derivazione 
ad intensità E costante. 


*) 6g è il calore specifico della lamina collocata tra i iii di un 
condensatore piano inserito in circuito la cui forza elettromotrice è costante. 
Nel condensatore non inserito con cariche costanti sui rivestimenti il calore 
specifico della lamina sarà €p. TEA 

2) La variazione della densità 6p è una grandezza del secondo ordine rispetto 
al campo (» E?), la corrispondente variazione dell’entropia totale è una grandezza 
del quarto ordine. Infatti, la variazione lineare rispetto a ép dell’entropia totale 
° 0So 9° 6° o “ 

è — {8par, ma l’integrale {Spay = 0-in virtù del fatto che la massa totale 


del corpo non cambia. | 
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Mediante la formula ottenuta nel problema 3 troviamo per l'entropia 


PI __TVE? (1 2_ TVE? 08 \2 
VE DT bre OT )= 4gte3 OT Lo: 


5. Sia dato un condensatore costituito da due superficie conduttrici che si 
trovano l’una dall’altra a distanza % piccola rispetto alle dimensioni delle arma- 
ture; lo spazio tra i rivestimenti è occupato da una sostanza di permettività die- 
lettrica e;. All’interno del condensatore è collocata una sferetta di raggio a<«& % 
di permettività dielettrica ey. Determinare la variazione della capacità del 
condensatore. 

Soluzione. Supponiamo che la sferetta sia introdotta nel condensatore in mo- 
do tale da lasciare invariata la differenza di potenziale @ tra i suoi rivestimenti. 


$ indica l’energia libera per potenziali costanti dei conduttori. Senza sferetta 


»J . e . 


Cad 
di intensità &E = /h e che la variazione d j# sia piccola. Una piccola variazione 


di 7 a potenziali costanti è uguale a una piccola variazione di # a cariche 
costanti delle sorgenti del campo. Mediante la formula ottenuta nel problema 
al $ 11 e l’espressione (8,2) troviamo 


e__ PL a_ 0°9? e1(8—£1) 
F3 7 E Beta | 


da cui ricaviamo la capacità cercata 


_ 3 E1(8,—21) 
c=lot h°  2ete, ° 


$ 13. Proprietà dielettriche dei cristalli 


In un mezzo dielettrico anisotropo (monocristallo) la dipendenza 
lineare tra l’induzione e l’intensità del campo elettrito ha una forma 
più complicata che non si riduce a una semplice proporzionalità. 

La forma più generale di questa dipendenza è data dall’espres- 
sione 


Di = Doi + taEw (13,1) 


ove D, è un vettore costante e l’insieme di grandezze e;, costituisce 
un tensore di secondo rango, ossia il tensore di permettività dielettrica 
(o, semplicemente, tensore dielettrico). Il termine libero D, nella re- 
lazione (13,1), non necessariamente è presente in ogni cristallo. La 
maggioranza dei tipi di simmetria cristallina non consente l’esistenza 
di un vettore costante (si veda più avanti) e perciò si ha 


Di = tinEy. (13,2) 


Il tensore e;x è simmetrico: 


Cih = Ekio (13,9) 
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Per provarlo, è sufficiente ricorrere alla relazione termodinamica 
(10,10) e osservare che la derivata seconda 


a 0 ____ 9Di _, 
Ex 0E; GE  *% 
non dipende dall’ordine in cui si deriva. 
Per la grandezza 7 (se è soddisfatta la (13,2)) abbiamo 


PF, Salila, (13,4) 


L'energia libera F vale 


&iD;Dr 
sca (13,5) 


| 
| 

Come ogni tensore simmetrico del’ secondo ordine, Mi tensore 
€;x può essere ridotto in forma diagonale con una scelta appropriata 
degli assi coordinati. Nel caso generale, quindi, il tensore &;x è 
definito da tre grandezze indipendenti, ossia dai tre valori principa- 
li e), 80, e. Tutte queste grandezze sono sempre maggiori del- 
l’unità, così come e > 1 per un corpo isotropo (cfr. $ 14). 

A seconda di questa o quella simmetria del cristallo il numero di 
valori principali distinti del tensore €; può essere minore di tre. 

Nei cristalli dei sistemi triclino, monoclino e rombico tutti e 
tre i valori principali sono distinti; questi cristalli si dicono bias- 
sici 1). Nei cristalli del sistema triclino le direzioni degli assi prin- 
cipali del tensore e;, non sono legate univocamente ad alcuna dire- 
zione cristallografica. Nei cristalli del sistema monoclino una dire- 
zione di uno degi assi principali è definita a priori: essa deve coin- 
cidere con l’asse di simmetria del secondo ordine o essere perpendi- 
colare al piano di simmetria del cristallo. Nei cristalli del sistema 
rombico sono definiti cristallograficamente tutti e tre gli assi prin- 
cipali del tensore &;x. 

Nei cristalli dei sistemi tetragonale, romboedrico ed esagonale 
due dei tre valori principali coincidono così che esistono in tutto due 
grandezze indipendenti; questi cristalli si dicono uniassici. Uno degli 
assi principali coincide, in questo caso, con l’asse cristallografico 
di simmetria del quarto, terzo o sesto ordine, mentre la direzione 
degli altri due assi principali può essere scelta in modo arbitrario. 

Infine, nei cristalli del sistema cubico tutti e tre i valori princi- 
pali del tensore e;, sono uguali mentre le direzioni degli assi princi- 
pali sono arbitrarie. Questo vuol dire che il tensore £;, ha la forma 
€dirn, Cioè è definito da uno scalare e. In altre parole, rispetto alle 
loro proprietà dielettriche i cristalli di simmetria cubica non diffe- 
riscono dai corpi isotropi. 


F= F4pi Cali =Fo+ 


I 
) Questo nome è dovuto alle proprietà ottiche dei cristalli (cfr. $$ 98, 99). 
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Tutte queste proprietà di simmetria assai evidenti del tensore 
€;x Sì possono derivare immediatamente ricorrendo ad un ente dell’al- 
gebra tensoriale, cioè quello dell’ellissoide tensoriale, la lunghezza 
dei semiassi del quale è proporzionale ai valori principali di un ten- 
sore simmetrico di secondo rango. La simmetria dell’ellissoide deve 
corrispondere quindi alla simmetria del cristallo. Così, nel cristallo 
uniassico l’ellissoide tensoriale degenera in ellissoide di rotazione 
completamente simmetrico rispetto all'asse longitudinale; sottoli- 
neiamo che per le proprietà fisiche del cristallo, definite dal tensore 
simmetrico di secondo rango, l’esistenza di un asse di simmetria del 
terzo ordine è equivalente all’isotropia totale in un piano perpendi- 
colare a questo asse. Nei cristalli a simmetria cubica l’ellissoide ten- 
soriale degenera in sfera. | 

Soffermiamoci ora sulle particolarità delle proprietà dielettriche 
dei cristalli con il termine costante D, nell’espressione (13,1). 
L'esistenza di questo termine significa che il dielettrico è polarizza- 
to spontaneamente anche in assenza di campo elettrico esterno; tali 
corpi portano il nome di piroelettrici. La grandezza di questa pola- 
rizzazione spontanea, tuttavia, è sempre molto piccola (rispetto ai 
campi molecolari). Questa circostanza è dovuta al fatto che grandi 
valori di D, implicherebbero l’esistenza di campi intensi all’inter- 
no del corpo, il che è energeticamente assai svantaggioso e perciò 
non potrebbe corrispondere all'equilibrio termodinamico. Il fatto 
che D, sia piccolo garantisce inoltre la legittimità dello sviluppo di 
D, in potenze di E, i primi due termini di questo sviluppo non sono 
altro che l’espressione (13,1). | 

Le grandezze termodinamiche di un corpo piroelettrico si trova- 
no integrando la relazione 


of 
—4n = Di=Du + 8infn: 
dE; 


da cui 


7 i E;E 1 
PF=F— ELE LL Edy (13,6) 


L'energia libera è 
_ >, Edi _ einEiEn _ 
F=F+ 45 Fot 8a n 


= Fo+- e (Di— Du) (Da— Dan). (13,7) 


È: da notare che da F scompare il termine lineare rispetto a E; che 
figura in F1). 

1) Si deve notare che in queste formule abbiamo trascurato infatti il piezo- 
effetto (cioè l'influenza degli sforzi interni sulle proprietà elettriche del corpo, 
cfr. $ 17). Perciò esse sono applicabili, a rigore, soltanto al caso di campi omo- 
genei rispetto al volume del corpo quando gli sforzi nel corpo possono non 
esistere. 
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L’energia libera totale di un corpo piroelettrico si può calcolare 
secondo la formula (11,12) sostituendovi le espressioni (13,7) e 
(13,1). In assenza di campo esterno, & = 0, si ottiene il semplice 
risultato seguente: 


SI 


Notiamo che l’energia libera di un corpo piroelettrico in assenza di 
campo esterno dipende (assieme al campo E) non soltanto dal suo 
volume, ma anche dalla sua forma. 

Come è stato già detto, il fenomeno della piroelettricità è possi- 
bile solo per alcune simmetrie del cristallo.- Poiché per qualsiasi tra- 
sformazione di simmetria tutte le proprietà del cristallo devono re- 
stare invariate, è chiaro che piroelettrico può essere solo un cristal- 
lo, in cui esiste una direzione che resta invariata (e non trasfor- 
mabile in quella inversa) per tutte le trasformazioni di simmetria;. 
in questa direzione giace il vettore costante Dy. | 

Questa condizione è soddisfatta solo dai gruppi di simmetria 
composti da un asse e dai piani di simmetria passanti per esso. 
Elenchiamo quelle delle 32 classi cristalline nelle quali esiste la pi- 
roelettricità: | 

sistema triclino: C,, 

sistema monoclino: C,, C., 

sistema rombico: C,,, 

sistema tetragonale: C,, Ci»; 

sistema romboedrico: C3 C3,; 

sistema esagonale: Cg, Ceo 
Tra le classi cubiche è ovvio che in generale non esistono cristalli pi- 
roelettrici. In un cristallo della classe C, la direzione del vettore pi- 
roelettrico D, non è legata a nessuna direzione cristallografica, in un 
cristallo della classe C, questa direzione deve giacere nel piano di sim- 
metria. In tutte le altre classi suindicate la direzione di D, coincide 
con la direzione dell’asse di simmetria 1). 

Si deve notare che in condizioni ordinarie i cristalli piroelettrici 
non hanno momento di dipolo elettrico totale benché la polarizzazio- 
ne in essi non sia nulla. Il fatto è che all’interno di un dielettrico. 
polarizzato spontaneamente l’intensità del campo E è diversa da 


| 
F= | (F_ Pe) qV. | (43,8) 


1) Parlando delle condizioni di simmetria, consideriamo un mezzo cristalli- 
no come illimitato. Per un cristallo finito il valore preciso del suo. momento di 
dipolo totale può dipendere (nel cristallo ionico) dai piani cristallini attraverso: 
i quali passano le sue facce, cioè dal fatto che questi piani contengano ioni di 
medesimo segno o siano elettricamente neutri. Ma nei limiti dell’elettrodina- 
mica macroscopica che suppone il calcolo della media rispetto a volumi fisica- 
mente infinitesimi è naturale intendere con media anche la posizione delle facce 
rispetto al reticolo cristallino. In seguito a tale media il valore di D, sarà nullo: 
in qualsiasi cristallo finito non piroelettrico e indipendente dal modo in cul. 
è faccettato il cristallo piroelettrico. | | 
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zero. Poiché il campione in realtà ha, di solito, una conduttività ben- 
ché piccola non nulla, la presenza del campo implica la comparsa di 
una corrente che fluirà finché la comparsa di cariche libere sulla su- 
perficie del corpo non produrrà la scomparsa del campo nel campione. 
Nella stessa direzione agiscono gli ioni dell’aria che si depositano 
sulla superficie del campione. Sperimentalmente le proprietà piro- 
‘elettriche si osservano riscaldando il corpo quando il valore della 
sua polarizzazione spontanea varia e questo cambiamento viene rive- 
lato. 


Problemi 


4. Determinare il campo creato nel vuoto da una sfera piroelettrica, . 
Soluzione. All’interno della sfera esiste un campo omogeneo in cui intensità 


‘è induzione sono legate dalla relazione 2E = — D (come segue dalla formu- 
la (8,1) per € = 0, cioè in assenza di campo esterno applicato). Sostituendo nel- 
la (13,1) otteniamo l’equazione 25; 4 &;,£, = — Do;. Consideriamo gli assi 


coordinati coincidenti con gli assi principali del tensore e;g. Allora da questa 
equazione ricaviamo 


_ Dot, pia PizEi_  3Doi _ 
24eti) 4 Ar(2-+el) 


Il campo all’esterno della sfera è il campo di un dipolo elettrico con moniento 
elettrico SP = PV. Ì 

2. Determinare il campo di una carica puntiforme in un mezzo omogeneo 
anisotropo 1). 

Soluzione. Il campo di una carica puntiforme è descritto dall’equazione 
div D = 4neò (r) (la carica è sita nell’origine delle coordinate). Nel mezzo aniso- 
tropo Dj = &Ex = — €&;0@/0xp; considerando gli assi x, y, z coincidenti con 
gli assi principali del tensore £;,, per il potenziale otteniamo l’equazione 


E;=— 


0° :9 


0° 
e(x) Da? +e). 


29 
agi 0 a = (0). 


Mediante l’introduzione delle nuove variabili secondo 


c«=2c' Ve), u=y' Vel), 2=2' V 80) (1) 
<questa equazione diventa 
| 4ste 
N@= — ——_—_—____ Î (r’ 
eo Y eMeMe(2) () 


«che formalmente differisce dall’equazione del campo nel vuoto per la:sola sostitue 
zione di e con e' = e [e(*) e(V) e(2)]-1/?. Perciò 


_ € _ e x2 + y? 23 T=1/2 
LANE: * Vee) Lao (4) 8(2) | ° 


1) Nei problemi 2-6 il mezzo dielettrico anisotropo è supposto non piroelet» 
trico, 
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| 
Nelle notazioni tensoriali che non predeterminano la scelta del sistema di coordi» 
nate abbiamo 


e 
p=-— _—_e 1) 
V | el ezgzizk 


dove | € | è il determinante del tensore &;x. l . 
3. Determinare la capacità di una sfera conduttrice (di raggio a) immersa in 
un mezzo dielettrico anisotropo. 
Soluzione. Mediante la trasformazione (1) la determinazione del campo di una 
sfera di carica e in un mezzo anisotropo si riduce alla determinazione del campo 
generato nel vuoto dalla carica e’ distribuita sulla superficie dell’ellissoide 


eiptich = B(x)x'2 + e(V)y'2 + 8(2)2'2 == d3. 


Ricorrendo alla formula (4,14) per il potenziale del campo dell’ 


lissoide, 
otteniamo per la capacità cercata la seguente espressione: 


co 


ts (He ta 


4, Determinare il campo in una lamina a facce parallele anisotropa; collo 
eata in un campo omogeneo esterno È, 


Soluzione. Dalla condizione di continuità della componente tangente dell’in- 
tensità segue che 


E=@ + An, | 


dove E è l'intensità del campo omogeneo all’interno della lamina, n il vettore 
unitario della normale alla sua superficie e A una costante. Quest'ultima si deter- 
mina dalla condizione di continuità della componente normale dell’induzione: 


nD=nG, 0 | 
nie E, = nieig®n + Aeggrany = Gm. 
Di qui 
A (Cindia) Sa 
| EImMm | 


In particolare, se il campo esterno è diretto lungo la normale alla lamina (asse 2). 
allora 0 | 


A=€(1— e2,,)/2,,. 
Se il campo è parallelo alla lamina e diretto lungo l’asse x si ha 
A = —Ge,,/E,z 


5. Determinare il momento delle forze agenti su una sfera dielettrici 
anisotropa collocata (nel vuc o) in un campo omogeneo esterno €. 

Soluzione. Secondo la formula (8,2) per l’intensità del campo all'interni 
della sfera abbiamo 


3° 
Ex=3pga) © | 
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(e analogamente per E,, E), scegliendo gli assi x, y, 2 coincidenti con gli assi 


principali del tensore £&;,. Di qui otteniamo le componenti del momento di dipolò 
della sfera (di raggio ca) 
4 2; e(X) — 1 
= (3 = _— (3 
Pao dha= ta pa ta 


La componente del momento delle forze agenti sulla sfera è 


e(X) — e(V) 
Ky= (PG): = 30!6:6, TETTI 


e analogamente per KX.,, Ky. 

6. Sia data una cavità sferica in un mezzo anisotropo illimitato. Esprimere 
il campo all’interno della cavità in funzione del campo omogeneo £(€) presente 
nel mezzo lontano dalla cavità. o 

Soluzione. Mediante la trasformazione (1) del problema 2 l'equazione per il 
potenziale del campo in un mezzo si riduce all’equazione di Laplace per il campo 
nel vuoto. Quanto all’equazione per il potenziale del campo nella cavità, vicever- 
sa, essa si trasforma nell’equazione per il potenziale in un mezzo con permetti- 
vità dielettriche 1/e(x), 1/e(v), 1/e(2). Inoltre, la sfera (di raggio a) si trasforma in 
unellissoide di semiassi a/V £@®), a/V €), a/Y €). Siano n(®), n(V), n(2) i coeffi- 
cienti di depolarizzazione di questo ellissoide (definiti secondo le formule 
(4,25)). Applicando al campo dell'ellissoide in questione la formula (8,7), ottenia- 
mo la relazione 
dqo(Î) —. n(£) dol!) Bdp(e) 


dx' Ta) dx' © da 


(1 n) 

(e analogamente lungo gli assi y' e 2°). Tornando alle vecchie coordinate abbiamo 
dPR __ dP /a= O) 
va ="dg V = Ex VD 


cosicché per il campo nella cavità otteniamo infine 


pla e(x) 


= _ po, 
ce) —n(X)(e(X)—1) © 


$ 14. Positività della suscettività dielettrica 


Per chiarire il carattere della dipendenza delle grandezze termo- 
dinamiche di un dielettrico in un campo dalla sua permettività die- 
lettrica, consideriamo il problema formale della variazione della 
componente elettrica dell'energia libera totale del corpo per una 
variazione infinitesima di e. | 

Per un dielettrico isotropo (non necessariamente omogeneo) ab- 
biamo secondo la (10,20) 

D?. 


FF 7 dv. 
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Al variare di e l’induzione del campo varia anch'essa. Perciò la va- 
riazione dell’energia libera in esame è 


D $èD | 
eg=( 0 av {2° dedV. 


Il primo termine al secondo membro dell’uguaglianza coincide con 
l’espressione (10,12) del lavoro compiuto per una variazione infini- 
tesima delle sorgenti del campo (le cariche dei conduttori). Ma nel 
caso in questione studiamo la variazione del campo quando le sue 
sorgenti rimangono costanti; perciò questo termine si annulla e otte- 
niamo così 


6e D2 
88 81 


8F=— (È v=- {se 2° gv. (14,1) 


Da questa formula segue che ogni aumento della permettività die- 
lettrica del mezzo, anche solo in una certa zona (a sorgenti del cam- 
po invariate), conduce a una diminuzione della sua energia libera. 
In particolare, si può affermare che l’energia libera diminuisce sem- 
pre quando vengono introdotti nel mezzo dielettrico dei conduttori 
non carichi poiché questi ultimi si possono supporre (in elettrostati- 
ca) come corpi con e infinita. Questa affermazione generalizza il 
teorema (enunciato al $ 2) sulla diminuzione dell’energia del campo 
elettrostatico nel vuoto per l’introduzione in esso di un conduttore. 
non carico. 

L'energia libera totale diminuisce anche quando una carica viene 
avvicinata dall’infinito a un corpo dielettrico (ciò si può interpreta- 
re come un aumento di e nel volume del campo attorno alla carica). 
Per concludere da ciò che ogni carica è attratta dal dielettrico si do- 
vrebbe dimostrare a rigore che # non può avere un minimo per nes- 
sun valore finito della distanza tra carica e corpo. Non ci soffermia- 
mo qui sulla dimostrazione di questa proposizione in quanto, fra 
l’altro, la comparsa di forze d’attrazione tra carica e dielettrico si 
può ritenere come un risultato evidente dell'interazione della cari- 
ca stessa con il momento di dipolo del dielettrico da essa polarizzato. 

Dalla formula (14,4) si può concludere immediatamente in quale 
direzione si muove il corpo dielettrico in un campo quasi-omogeneo, 
cioè in un campo che può essere supposto costante su distanza 
dell’ordine di dimensioni del corpo. In questo caso £? esce dal segno 
di integrale e la differenza # — 7, è una grandezza negativa 
proporzionale a £?. Il corpo tende ad occupare una posizione in cui 
la sua energia libera sia minima e, quindi, si sposta nella direzione in 
cui £ cresce. Î 

Indipendentemente dalla formula (44,1) si può mostrare che la 
variazione totale dell'energia libera di un corpo dielettrico, qualora 
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sia collocato in un campo elettrico, è negativa 1). A questo fine si può 
fare uso della teoria termodinamica delle perturbazioni, conside- 
rando la variazione dell’energia libera del corpo come risultato della 
perturbazione dei suoi livelli quantistici di energia causata dal cam- 
po elettrico esterno. In accordo con questa teoria abbiamo 


FT 
T 1 * |Vaml? (&m—Wn 1 T 
=Van 5 dm n) Van Van? (14,2) 
n m 


EO — EQ OT nn" 'nn 


(cfr. V, la formula (32,6)). Qui E° sono i livelli imperturbati, Vmn 
gli elementi di matrice dell'energia di perturbazione e il trattino in- 
dica la media statistica calcolata mediante la distribuzione di Gibbs: 


_—_ EC0) 
W, = 6XP (PITEI l 


Il termine V,, nella formula (14,2) è lineare rispetto al campo e non 
nullo soltanto nei mezzi piroelettrici. Quanto alla variazione dell’ener- 
gia libera quadratica rispetto al campo, essa è data dagli altri ter- 
mini che figurano in questa formula; il fatto che siano negativi è 
evidente. | I 

D'altra parte, dalla deduzione stessà della formula (4,2) risul- 
tà con chiarezza che in essa l'energia libera # deve essere intesa nel 
senso indicato al $ 11, cioè da essa è esclusa l’energia del campo che 
esisterebbe se non vi fosse il corpo. Perciò la differenza F — Fo 
è determinata dalla formula termodinamica (11,7). Consideriamo un 
corpo cilindrico lungo, disposto secondo la direzione di un campo 
omogeneo esterno &. In questo caso il campo all’interno del cilin- 
dro coincide con & e la sua polarizzazione è P = (e — 1) &/4a in 
modo che | 


F-SaE — a VE?, 

Di qui risulta che la differenza F — #, sarà negativa solo per 
e >1. Così siamo arrivati al risultato già menzionato nel $ 7 
e usato precedentemente che la permettività dielettrica di qualsia- 
si corpo è maggiore di 1, vale a dire che la sua suscettività dielet- 
trica x = (e — 1)/4n è positiva. — x li | 

Allo stesso modo si dimostrano le disuguaglianze e! > 1 per 
i valori principali del tensore €; del mezzo dielettrico anisotropo. 
A tale scopo è sufficiente considerare l’energia del campo diretto lun- 
go ciascuno dei tre assi principali. î 


1) Si tratta della variazione proporzionale al quadrato del campo. Ricor- 
diamo che nei corpi piroelettrici la variazione dell'energia libera contiene anche 
un termine lineare rispetto al campo, termine che in questo caso non presenta 
interesse. | 
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$ 15. Forze elettriche in un dielettrico liquido 


Il calcolo delle forze (dette ponderomotrici) agenti su dielet- 
trico in un campo elettrico non omogeneo qualsiasi è molto complica- 
to e la sua soluzione richiede uno studio a sé per corpi liquidi (o gas- 
sosi) e solidi. Cominciamo dal caso più semplice dei dielettrici li- 
quidi. 

Indichiamo con fdV la forma agente su un elemento di volume 
dV del mezzo, e il vettore f si può chiamare densità di inni delle 
forze. 

Come è noto, le forze agenti su un volume finito del corpo si pos- 
sono ridurre alle forze applicate alla superficie di questo volume 
(cfr. VII, $ 2). Questa circostanza è una conseguenza della legge dì 
conservazione dell'impulso. La forza agente su una sostanza nell’uni- 
tà di volume dV rappresenta la variazione del suo impulso per unità 
di tempo. Questa variazione deve essere pari alla quantità d’im- 
pulso affluente durante lo stesso tempo in questo volume attraverso 
la sua superficie. Indicando con — 0;x il flusso d’impulso, Ts 


; fi dV = $0n dfa, (19,1) 


dove l'integrazione nel secondo termine dell'uguaglianza è estesa alla 
superficie del volume V. Il tensore 0; si chiama tensore degli sforzi. 
È evidente che 


0;n dfy = OnnPx df 


è l’i-esima componente della forza. agente sull’elemento di superficie 
df (n è il vettore unitario della normale alla superficie, esterna ri- 
spetto al volume in questione). 

Analogamente il momento delle forze totale agente sul volume in 
esame si riduce anch'esso ad un integrale di superficie, questo garan- 
tisce che la legge di conservazione dell'impulso sia soddisfatta. Co- 
me è noto, questa riduzione è dovuta alla simmetria del tensore de- 
gli sforzi (0;x = 04}:); quest’ultima è, quindi, espressione dell: legge 
di conservazione dell’impulso. 

Trasformando l’integrale di superficie nella formula (15,14) in 
integrale di volume otteniamo 


ffrav= (dà av 


dr 


e di qui poiché il volume di integrazione è arbitrario, abbiamo 


__ doh 
Îf= ELA 


(15,2) 


Questa formula assai nota esprime le forze volumetriche in funzione 
del tensore degli sforzi. | 
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Passiamo ora al calcolo del tensore degli sforzi. Ogni piccolo trat- 
to della superficie si può considerare piano e il corpo così come il cam- 
po elettrico nelle vicinanze omogenei. Quindi, per rendere più sem- 
plice la deduzione possiamo considerare, senza perdere di generalità, 
uno strato pianoparallelo (di spessore 4) di sostanza che si trova nel 
campo elettrico omogeneo !). Questo campo si può supporre come ge- 
nerato da piani conduttori (rivestimenti di un condensatore) appli- 
cati alle superfici dello strato in esame. 

Seguendo il metodo generale di determinazione delle forze, sot- 
tomettiamo uno dei rivestimenti («superiore») ad uno spostamento vir- 
tuale parallelo di un infinitesimo é; la direzione $ è arbitraria e non 
coincide necessariamente con la direzione della normale n. Suppo- 
niamo che il potenziale del conduttore (in ogni suo punto) resti in- 
variato per uno spostamento e che la deformazione omogenea dello 
strato dielettrico causata da questo spostamento sia isotermica. 

Sull’unità di superficie agisce una forza — 0;xn, da parte del 
corpo stesso (strato). Questa forza per uno spostamento virtuale com- 
pie un lavoro — G;anpt;. D'altra parte, il lavoro compiuto per una 
deformazione isotermica e potenziali dei conduttori costanti è uguale 


alla diminuzione della grandezza {F dV o (per unità di superficie 
dello strato) della grandezza hF.. In tal modo, | 
0;xtm = 8(hF)= h6F + F$h. (15,3) 


Le grandezze termodinamiche di un liquido dipendono (a tempe- 
ratura e intensità del campo date) soltanto dalla sua densità; le de- 
formazioni che non incidono sulla densità (deformazioni di scorri- 
mento) non influiscono sullo stato termodinamico. Perciò nel caso 


della variazione isotermica &F nel liquido scriviamo’ 
{0} gf D dÈ 9F 
SP=(#7) 0 9E+ (a) rd + (rd (15,4 


La variazione della densità dello strato di sostanza è legata alla 
variazione del suo spessore mediante la relazione dp = — p64/h. 
Quanto alla variazione del campo, essa si calcola nel modo seguente. 

In un punto dello spazio (di raggio vettore r) va a finire per uno 
spostamento la sostanza dal punto u — r, ove u è il vettore di spo- 
stamento delle particelle nel volume dello strato. Poiché nelle con- 
dizioni considerate (deformazione omogenea e potenziale costante sulle 


1) Con ciò omettiamo nel tensore degli sforzi termini che potrebbero dipen- 
dere dai gradienti della temperatura, del campo ecc. Questi termini tuttavia, 
sono piccoli rispetto ai termini che non contengono derivate nello stesso senso 
in cui sono piccoli termini con derivate che potrebbero figurare nella dipenden- 
za di D de E. n | 
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armature) ogni particella della sostanza si sposta assieme al proprio 
valore del potenziale, la variazione di quest’ultimo in un dato punto 
dello spazio è 


òp=@(r—- uu — Q (r) = — Vo = uh, 


ove E è il campo omogeneo all’interno dello strato ‘non de ormato. 
Ma in seguito alla deformazione omogenea abbiamo 


ove z è la distanza dalla suportici inferiore. Perciò la variazione 
dell intensità del campo è 


SE=-+n E) | | (15,6) 


Sostituendo tutte le espressioni testé ottenute nella iformula 
(19, 4) e tenendo anche conto che 6h = 5, = $n, otteniam 


ont, = 4 mb) (5E) — (Sn) p- —— Pa ($n) f- 


META EFiBr —p SÈ 8,4 Ps n} Era. 


Di qui ricaviamo infine la seguente. espressiorie per il tensore degli 
sforzi: 


on=[|F— P (-7- d) ponti ra (45,2) 


Nei mezzi isotropi, di cui ci stiamo occupando, le direzioni di E 
e di D coincidono. Perciò, £;Dx = ExD;eiltensore (15,7), Pe de- 


ve, è simmetrico 1). 
Per la relazione lineare D= = : E abbiamo 


Faro, D_-EE 


(15,8) 


(cîr. la (10,17)); F, è l'energia libera per unità di volume della so- 
stanza in assenza di campo. Secondo la nota relazione termodinamica’ 
la derivata dell’ energia libera di 1 g di sostanza rispetto al volume 
specifico è la pressione na 


0 Fi\ _rp_ COFANO _ 
(i è) —hro( dp )y Poi 
DINI 


I) E inessenziale il fatto che nella deduzione esposta la direzione di E coin: 
cide con n poiché è evidente a priori che 0;, può dipendere esclusivamente 
dalla direzione di E e non da quella di n 2 
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Po = Po (p, T)è la pressione che esisterebbe nel mezzo se per valo- 
ri dati di p e 7 non vi fosse campo. Perciò sostituendo la (19, 8) nella 
(15,7) abbiamo 


on= —Po(p, 1) Sn E [e—0 (3) NL m+eEA (15,9) 


Nel vuoto questa espressione si trasforma nel noto” tensore > degli sfo- 
rzi di Maxwell del campo elettrico 1). 

Le forze con le quali due mezzi attigui distinti agiscono sulla su- 
perficie di separazione devono essere uguali e opposte: o;,n% = 
= — Gijxhk, ove le grandezze con apice e meno si riferiscono rispetti- 
vamente a questi due mezzi. I vettori delle normali n e n’ hanno dire- 
zioni mutuamente opposte, cosicché si può scrivere 


O;pMz = GjnMipe I (15, 10) 


Sulla frontiera di due mezzi isotropi l'uguaglianza tra le componenti 
tangenziali delle forze è identicamente soddisfatta. Sostituendo in- 
fatti la (15,7) nella (15,410) e considerando la componente tangenziale, 
otteniamo 


ED, = EjD,. 


A . 
- | : PIZZA 
% 

US ì 4 


I 


Ma questa uguaglianza è soddisfatta già in virtù delle condizio- 
ni di continuità sulla frontiera di E; e D,,. Quanto alla condizione di 
uguaglianza delle componenti normali delle forze, essa è data da una 
condizione non banale imposta alla differenza delle pressioni in am- 


bedue i mezzi. 
Consideriamo, ad esempio la frontiera tra un liquido e l'atmosfera 


(per quest’ultima si può porre e = 1) denotando con un apice le 
grandezze riferite all'atmosfera e usando per 0;, la a (15,9), 
otteniamo | 

— Polo. D+ 0($),t&_-2= — Pom tr 4 (Er- E}). 


Tenendo conto delle condizioni di frontiera £, = Ei, Da = Da = 
= Di,= En, riscriviamo questa uguaglianza nella forma 


Ps (o, T)—Pa = fe (#7 224 (eE2-+E3). (45/40) 


tm 8 
Questa relazione si devé intendere come, equazione che definisce la 
densità g del liquido in prossimità della ‘sùa superficie in funzione 
dell’intensità del. campo nel liquido. 


1) Cfr. la nota alla pag. 50. 
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Determiniamo ora le forze di volume agenti nel mezzo dielet- 


trico. Derivando l’espressione (15,9) secondo la formula (19, 2) ot 
teniamo 


ti=i-[-P+&?0($ -L_]-E da + 
VIETETA 


Se teniamo conto dell'equazione div D= 9D;/dx, = 0 Fespressione 
tra parentesi nell’ultimo termine si riduce alla somma | 


Pi DD (GE G) 


SE 
se En Ga +D dx; dr 


k da 


che si annulla in quanto rot E = 0. Quindi, otteniamo 


RE E3 i si . 
f= —grad Po(p, 7) + gi-grad [29 (2) ]--£ grade (15,12) 


(H. Helmholtz, 1881). | 
Se nel dielettrico esistono cariche estranee di densità per unità 
di volume pes, allora alla forza f si aggiunge un termine E div D/47; 
poiché div De = 4064, questo termine vale. 
| - PestE; | |, 13) 
non si deve pensare però che questo risultato sia di per sé pin 


fefr. problema 3 al $ 16). 
In un gas, come è stato detto nel $ 7, la differenza e — 1si può 


supporre proporzionale alla sua densità. Allora pde/dp = e — 1 e 
la formula (15,12) diventa più Semp.ice 


fa — vP +5; 


1 grad E2, (15,14) 


La formula (15,12) è valida per mezzi sia omogénei che non omo- 
genei rispetto alla composizione. Nel mezzo non omogeneo e è una 
funzione non soltanto di p e 7, ma anche della concentrazione di mi- 
scela variabile lungo il mezzo. Nel mezzo di composizione omogenea 
e è funzione soltanto. di p, T e grad e si ì_può sviluppare como 


ISERNLE «ve=(#7), v+(# ), VP. 


Allorà la formula (19, 42) ‘diventa 


f=— vP; (p, DH4£ v (e: (FP) 3), VT. (45,15) 


i 


‘Sela temperatura è ancli'essa: costante lurigo il corpo, il terzo termi- 
-nie sì annulla e nel primo si può sostituire VP, con pVù, (secondo la 
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‘nota relazione termodinamica per il potenziale chimico” ‘in assenza 
“di campo: pdù, = dPo — SodT) e 


f= — pVy [o (7), — PVI (15,16) 


ove È è il potenziale chimico della sostanza nel campo elettrico (cfr. 
la (10,19)). 

. In particolare, la condizione di equilibrio meccanico f = 0 se 
la temperatura è costante richiede che 


“e Ue. E2 0 | 
fa lo 37 (GF), = cost (15,17) 


in accordo con la condizione termodinamica generale di equilibrio. 
Di solito, questa condizione può essere scritta in forma più semplice. 
La variazione della densità del mezzo sotto l’azione del campo è 
proporzionale a E?. Perciò, se in assenza di campo la densità del 
mezzo è omogenea, anche in presenza di campo negli ultimi due ter- 
mini della formula (15,15) si deve porre p = costante; se tenessimo 
conto della variazione di p nelle formule in cuisi è supposta la dipen- 
denza lineare D = «E, questo andrebbe oltre la loro precisione. An- 
nullando f nella formula (15,15), a temperatura costante otteniamo 
la condizione di equilibrio nella forma 


E° [8 
| Po (0, T)-- (7), 008 (15,18) 
che ‘differisce dalla (15, 17) per il fatto‘ che in essa al posto di Èo 
figura Po. 

. Per concludere, mostriamo in che modo si può dedurre immediata- 
‘mente dalla formula’ (14,1) un’espressione per la forza (15,12), senza 
calcolare il tensore degli sforzi. i 
“Consideriamo un mezzo dielettrico non omogeneo illimitato sog- 
getto a una piccola deformazione isotermica che si annulla all’infi- 
‘nito. La variazione 5£ è composta di due parti: 1) della variazione 


e (r—u) —e(r) = — uve, 
dovuta al fatto che a causa della deformazione in un dato punto r 
arriva una particella della sostanza dal punto r— u, e 2) della va- 
riazione 
de . 
— ($-),0 div u, 


-dovuta ‘alta variazione. della densità della sostanza nel punto FP: 
‘come è noto (cfr. VII, $ 1), div u è«uria variazione relativa dell’ele- 
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‘ento di volume e perciò la variazione della densità è dp =— pX 
x div u. Quindi, la variazione dell’energia libera 


$bF=SF,— | de 5 dV = -| P, div udV +. 
+ {E [uve+(-2) odivu]av (15,19 


(il primo termine è la variazione dell’energia libera in assenza di cam- 
po). Integrando per parti i termini della (15,19) contenenti div u 


e confrontando il risultato con l’espressione èF = — | uf dV 


per la variazione dell’energia libera in funzione del lavoro compiuto 
dalle forze f, riotteniamo la (15,12). 


$ 16. Forze elettriche nei solidi 


Le proprietà dielettriche di un corpo solido cambiano non sol- 
tanto col variare della sua densità (come nei liquidi), ma anche per 
deformazioni che non cambiano la densità (scorrimenti). Conside- 
riamo dapprima corpi isotropi in assenza di campo. In generale, una 
deformazione elimina l’isotropia di un corpo, come risultato diven- 
tano anisotrope anche le sue proprietà dielettriche, mentre la per- 
mettività dielettrica scalare e si deve sostituire con il tensore die- 
lettrico £;x. 

Lo stato di un corpo debolmente deformato è descritto, come è 
noto, dal tensore di deformazione 


u i (2 dun) 
IR 2 dk dx; ? 


ove u (2, y, 2) è il vettore di spostamento dei punti del corpo. Poiché 
sono piccole queste grandezze, nella variazione delle componenti 
di €; è sufficiente limitarsi ai soli termini del primo ordine rispetto 
a u;,. Ciò premesso, rappresentiamo il tensore dielettrico di un cor- 
po deformato nella forma 


Ein = E00in + Qin + UU iidino (16,4) 


Qui e, è la permettività dielettrica del corpo non deformato e gli 
ultimi due termini (con le due costanti scalari a,, 4,) rappresentano 
la forma più generale di un tensore di secondo rango che può essere 
costituito da una combinazione lineare delle componenti del ten- 


sore U;p. 
Vediamo ora in che modo deve essere modificata la dimostrazione 


esposta nel paragrafo precedente. Poiché nei solidi F dipende da tutte 
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le componenti del tensore di deformazione, al posto della (15,4) si 
deve scrivere 

6F 
duin 


S_._ 1 F. | 
Per lo spostamento virtuale in esame il vettore u è dato dalla formu= 
la (15,5) in modo che il tensore di deformazione si scrive 


Ugg = x (Sata + Sasa). 


Sostituendo questa espressione in SF e tenendo conto della simmetria 
del tensore u; (quindi, anche delle derivate 0F/du;,) otteniamo 


a | 
x 1 1 0F 
Ora è chiaro che per il tensore degli sforzi avremo al posto della 
(15,7) la seguente espressione 1) 


_% dF E;Dx 
cin=F8n+ (Far) et in * (16,3) 


n 


Questa formula è applicabile qualunque sia la dipendenza di D 
da E. Per un corpo non piroelettrico (e non piezoelettrico) in cui 


Di = &,E, la grandezza F è data dalla formula (13,4) e otteniamo 
così le derivate necessarie 


0F_09F, 1 9 
Dun = dui — Sn (ME t aEdna). 


Dopo questa operazione poniamo ovunque nella formula (16,3) 
Ei = €0d:x e troviamo la seguente espressione per il tensore degli 
sforzi: 

co) 1 280 


Oin = ik ca + E;E,— dot da E°din; (16,4) 


land . I 

1) La grandezza in questa formula, come ovunque) in precedenza è 
l’energia libera riferita all’unità di volume del corpo. Nella teoria dell’elasticità, 
tuttavia, si suole usare un’altra definizione; le grandezze termodinamiche 
vanno riferite alla quantità di sostanza per unità di volume del corpo non 
deformato che dopo deformazione può occupare un volume un po’ diverso. 
Il passaggio da una definizione all’altra si realizza facilmente esprimendo la 
variazione relativa del volume per deformazione mediante il tensore u;, (poiché 
nella formula (16,3) figura la derivata rispetto a u;g, ciò si fa a meno dei ter- 
mini del secondo ordine). Come risultato, ambedue i primi termini nella for- 


mula (16,3) si riducono a uno solo della forma CI ALIA secondo la formula 
ordinaria della teoria dell’elasticità. ai 
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oi) è il tensore degli sforzi in assenza di campo elettrico, definito 
in funzione dei moduli di scorrimento e di compressione mediante le 
formule ordinarie della teoria dell’elasticità. 

Passiamo ora ai calcoli analoghi per i corpi solidi anisotropi 1). 
Le modifiche da portare alla deduzione precedente consistono in quan- 
to segue. Per una deformazione virtuale di uno strato di sostanza 
i suoi assi cristallografici subiscono una rotazione per cui la loro 
orientazione rispetto al campo elettrico cambia. Questa circostanza 
a causa della anisotropia delle proprietà dielettriche del cristallo con- 


duce a una variazione complementare di F della quale non è stato 
tenuto conto nella formula (16,2). Nel calcolare questa variazione è 
equivalente supporre che siano gli assi del cristallo a ruotare di un 
angolo 6è@ rispetto al campo E o che sia il campo a ruotare rispetto 
agli assi di angolo — dg, tuttavia il secondo metodo è più comodo. 

In tal modo, alla variazione del campo (15,6) studiata preceden- 
temente si deve aggiungere ta variazione di E per la rotazione di un 
angolo — dg, ossia | 


6BE= —} n (E) — ($g-El. 


L'angolo è è legato al vettore di spostamento u, nel caso di una de- 
formazione, mediante èp = 1/2 rot u (è facile ottenere questa ugua- 
glianza osservando che per la rotazione del corpo di un angolo dg 
i suoi punti si spostano di u = [ég-r]). Sostituendovi u dalla formu- 
la (15,5) otteniamo 


1 1 
òp= 7 [V2-5] =3E [né], 
e in seguito 


SE= — 7-0 (E) +7 (E [n8]]= — 7 {n (E9) +6 ME). 


Il primo termine nella formula (16,2) assume la forma 


| 4 inn EiDant ExD 
7 DSE=, {(nD) (6E) + (6D) (nE)}— Sta Fia tende, 


Si vede di qui che il prodotto E;D, nella (16,3) deve essere sostituito 
con la semisomma che figura | 


CO 90F, 1 
Cik =Fontiagpt 3a (ED + Ex Di). (16,9) 


1) Vedremo al $ 17 che il fenomeno di elettrostrizione nei cristalli, per de- 
terminati tipi di simmetria, può differire notevolmente dall’elettrostrizione 
dei corpi isotropi. Cristalli di questo tipo si dicono piezoelettrici. Nel presente 
paragralo tratteremo il fenomeno della elettrostrizione nei cristalli non piezo- 
elettrici. E 
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È da notare'che l’espressione ottenuta risulta come deve essere auto- 
maticamente simmetrica rispetto agli indici i e £. 

Quanto al tensore dielettrico del cristallo deformato, al posto 
dell’ espressione (16,1) con due costanti scalari avremo nel caso gene- 
rale un'espressione della forma 


Cin = €ik + dihimlim: (16, 6) 


dove dig 1im è un tensore costante del quarto ordine simmetrico rispet- 
to alle coppie di indici i, £ e l, m (ma asimmetrico rispetto alla per- 
mutazione della coppia i, £ con la coppia /, m). Il numero di compo- 
nenti indipendenti non nulle di questo tensore dipende dalla sim- 
metria del cristallo, cioè dalla sua classe di simmetria. 

. Non scriviamo qui la formula per il tensore degli sforzi (analoga 
alla (16,4)) che si ottiene usando la formula (16,6). 

Le formule dedotte determinano gli sforzi all’interno di un ‘die- 
lettrico solido. Tuttavia, non avremo bisogno di esse se vogliamo de- 
terminare la forza totale F o il momento di forze totale K agenti sul 
corpo da parte del campo esterno. Consideriamo un corpo immerso 
in un mezzo liquido (o gassoso) e mantenuto-immobile in questo mez- 


zo. La forza totale a cui il corpo è soggetto è pari all’integrale Dom X 


X df esteso alla sua superficie. In virtù della continuità delle forze 
Gin, non importa che l'integrale venga calcolato rispetto ai valori 
di G;x relativi alla formula (16,4) o alla (15,9) che si riferisce al 
mezzo in cui si trova il corpo. Supponiamo che questo mezzo si trovi 
in equilibrio meccanico o termico. Allora il calcolo si rende più sem- 
plice ancora se teniamo conto della condizione di equilibrio (15,18). 
Grazie a questa condizione parte del tensore degli sforzi (15,9) diven- 
ta una pressione di compressione (o estensione) uniforme, costante: 
lungo il mezzo che non porta nessun contributo alla forza totale F 
e al momento totale delle forze K agenti sul corpo. Per calcolare que- 
st'ultime grandezze si può scrivere, quindi, c;, nella semplice for- 
ma 


Cia 7a e (LE-3- 8;n), (16,7) 
ove E .è il campo nel liquido e e la sua permettività dielettrica; 


questa espressione differisce per il solo fattore e dal tensore degli 
sforzi di Maxwell del campo elettrico nel vuoto. In tal modo, 


= $S{EME)-3 Em} df (16,8) 
= $ {rE) (mE) — 3 E [rn]} df. (16,9) 


È da notare un altro fatto. Poiché il liquido è in equilibrio, in que- 
ste formule si può integrare rispetto a qualsiasi superficie chiusa 
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che delimiti il corpo in esame (ma, ovviamente, non-contenente in sé 
corpi carichi quali sorgenti del campo). 

Il problema del calcolo della forza totale agente su un dielettri- 
co in un campo elettrico (nel vuoto) si può trattare sotto un altro 
punto di vista, esprimendola cioè non in funzione del campo real- 
mente esistente, bensì in funzione del campo & che sarebbe generato 
da sorgenti date in assenza del dielettrico; questo è il «campo ester- 
no» nel quale si introduce il corpo. In questo caso si suppone che la 
distribuzione delle cariche che generano il campo non cambi con 
l’introduzione del corpo nel campo. Questa condizione può non essere 
soddisfatta se, ad esempio, le cariche sono distribuite sulla superficie 
di un conduttore lungo e il dielettrico si trova a una distanza finita 
da esso. 

Per una traslazione parallela virtuale del corpo come un insieme 
di una distanza infinitesima u l’energia libera totale del corpo varia 
secondo l’(11,3) di 


SF.=— \ PS dV, 


ove 


6E = E (r+u) — E (r) = (uV)E 


è la variazione del campo & rispetto al punto considerato. del corpo; 
Poiché u = costante e rot & = 0, abbiamo 

P (uv) E = (PV) (u&) = u (Pv) E, 
in modo che 


GF = —u.| (PV) E dV.. 


D'altra parte, è = — uF, e otteniamo così: la seguente formula per 
la forza cercata ”: 


= | eye dV. (16,10) 


In modo analogo si può determinare il momento totale delle forze 
agenti sul corpo. Senza soffermarci sui calcoli necessari ne diamo il 


risultato: . 
K= ; [PE] dV + | [r-(PV) E] dV. (16,11) 


1) Sottolineiamo, tuttavia; che l’espressione integranda in questo integrale 
non si può interpretare come densità di volume delle forze. Il fatto è che le forze 
locali nel dielettrico sono legate non soltanto al campo &, ma anche ai propri 
campi interni, i quali, secondo la legge della conservazione dell’impulso, non 
danno nessun contributo alla forza totale ma incidono sulla distribuzione delle 


forze. nel volume del corpo. 
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In un campo quasi-omogeneo, che può essere supposto costante 
lungo il corpo, la formula (16,10) in prima approssimazione dà 


F=({Pdrv) e=(Pwe, (16,12) 


ove F° è il momento di dipolo totale del dielettrico polarizzato, ciò 
si sarebbe potuto ottenere, ovviamente, derivando direttamente F 
nella (11,8). Nella formula (16,11) trascuriamo in prima approssi- 
mazione, in generale il secondo termine rispetto al primo e ottenia- 
mo il risultato naturale o 


K = [PE]. (16,13) 


Problemi 


1. Una sfera dielettrica (di raggio a) sita in un campo esterno omogeneo & 
è tagliata in due semisfere da un piano perpendicolare alla direzione del campo. 
Determinare la forza d’attrazione tra le due semisfere. 

Soluzione. Supponiamo che le semisfere siano separate da una fessura in- 
finitamente sottile e calcoliamo la forza cercata per mezzo della formula (16,8) 
con e = 4, integrando sulla superficie di una semisfera e tenendo conto che E 
è l’intensità del campo nel vuoto in prossimità della superficie. Secondo la for- 
mula (8,2) il campo all’interno della sfera è omogeneo e vale Eli) == 36/(2 + £) 
(e è la permettività dielettrica della sfera). Il campo nella fessura è perpendico- 
lare alla superficie e vale i 


_ (Î) _ de 
E=D La GE. 
Sulla superficie esterna della sfera abbiamo 
i) __ de CR N. ;Y 3 | 
Er=D9=-77 6088, Bo=F9—=—77 Gson0, 


ave 0 è l’angolo) tra il raggio vettore e la direzione E. o 
Il calcolo dell’integrale conduce alla forza d'attrazione che vale 1) 
_ HET? ara 
(Peep 0° 


2. Determinare la variazione della forma di una sfera dielettrica in un campo 
elettrico omogeneo esterno. n 

La soluzione è analoga a quella del problema 4 nel $ 5. Per trovare la varia- 
zione della forma supponiamo costante il volume della sfera 2). Per la parte 
elastica dell'energia libera otteniamo la stessa espressione del problema 4 nel $ 5. 

1) La coincidenza del limite di questa espressione per £+» co con il risultato 
del problema 3 nel $ 5 per la sfera conduttrice è casuale (in realtà queste forze 
sono persino di segno opposto). La non equivalenza fisica dei due casi risulta 
evidente dal fatto che nella fessura fra le due semisfere conduttrici (che si tro- 
vano al medesimo potenziale) non esiste campo, mentre in questo problema tale 


campo esiste. È LÌ 
?) La variazione del volume è stata determinata nel problema 1 riel $ 12.. 
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La parte elettrica è data dall'espressione 
1 V e(X) — 1 
a Pe _ 85 1+n(e®—1) 


(efr. 1'(8,9)), inoltre, secondo la formula (46,1) la permettività dielettrica lungo 
asse 7 è 


(52 


| 2a 2a, a—b 
e(©) =e9-+ aura =t0+3- (Uxx —Uyy)= 804 a n . 


Dalla condizione di minimo dell’energia libera totale ricaviamo (tenendo conto 
della piccolezza della grandezza cercata) 


a— bb 962 (eo — 1)? + 54/2 


RO 405 (e0-4+-2)? * 


Per &,-+ co questa espressione coincide con il risultato per la sfera conduttrice. 
3. Determinare le forze di volume in un dielettrico solido isotropo contenen- 
te cariche estranee; il corpo è supposto omogeneo. | 
Soluzione. Supponendo costanti &,, @,; 4, e usando l'equazione 


rotE=0, divDa AA div E = 4Npest» 
dalla (16,4) ricaviamo 


00; 90; 41 /a dE? a 
= (+ 00) Fo +(1- 3) ponti 
2 dz; 


2€0 


Îfi= 


deg dar 80 


$ 17. Corpi piezoelettrici 


Gli sforzi interni che compaiono in un dielettrico isotropo immer- 
so in un campo elettrico rappresentano un effetto quadratico rispetto 
al campo. Lo stesso effetto si verifica nei cristalli appartenenti ad 
alcune classi cristalline. Ma per alcuni tipi di simmetria le proprietà 
di elettrostrizione dei cristalli hanno carattere notevolmente di- 
verso. Gli sforzi interni che compaiono in questi corpi (piezoelettrici) 
in un campo elettrico sono proporzionali alla prima potenza del 
campo. D'altra parte, si verifica anche l’effetto inverso, vale a dire 
che la deformazione del piezoelettrico si accompagna alla comparsa 
in esso di campo proporzionale al valore della deformazione. 

Se trattiamo in un piezoelettrico solo l’effetto fondamentale, 
quello lineare possiamo trascurare nella formula generale (16,5) 
i termini quadratici rispetto al campo. In questo caso 


x of 
n= FB + (Fi). 

In seguito nel presente paragrafo useremo le grandezze termodina= 

miche riferendole alla quantità di sostanza per unità di volume del 


108 CAPITOLO II 


corpo non deformato (cfr. la nota alla pag. 102). Intendendo F in que: 
sto senso, avremo 


on= (1), (17,4) 


duin 
La relazione termodinamica per il differenziale dF sarà 
dî=-—Sdl+0ndun—-7-DdE. = (172) 


Quanto all’ultimo termine, si deve fare la seguente osservazione: 
questo termine così scritto (proveniente dall’espressione (10,9)) 
si riferisce, esattamente, all’unità di volume del corpo deformato. 
Se non teniamo conto di questo fatto, commettiamo un errore che, 
tuttavia, nel caso considerato (per un corpo piezoelettrico) è è una 
srandezza infinitesima d’ordine superiore rispetto agi altri termini 
nella formula (17,2). 

Nella (17,2) fungono da variabili indipendenti le “componenti del 
tensore u;,. Talvolta è più comodo usare invece le componenti del 
tensore G;,. A tale scopo bisogna introdurre il potenziale termodi- 
namico definito come 


d= F- Unn0;n. (17,3) 
Il difforenziale di questa grandezza è 
dò = — SdT — un don —7> DE. (17,4) 


Sottolineiamo che l’introduzione in «elettrodinamica del potenziale 


termodinamico ® secondo le formule (17,3) e (17,4) richiede che si 
verifichi la relazione (17,1) e, quindi, è possibile soltanto per corpi 
piezoelettrici. 

Dopo avere definito in questo modo le grandezze termodinamiche 
di cui abbiamo bisogno, passiamo alla descrizione delle proprietà 
piezoelettriche dei cristalli. Scegliendo le grandezze 0;, e Ex come 
variabili indipendenti dobbiamo considerare l’induzione D quale 
loro funzione e nel suo sviluppo conservare i termini del primo ordine 
rispetto alle variabili indicate. I termini lineari dello sviluppo delle 
componenti di un vettore in potenze delle componenti di un tensore 
del secondo ordine, nel caso generale, si possono scrivere nella for- 
ma 4%Y:;,x/08, Ove l'insieme delle costanti y;,x costituisce un tenso- 
re del terzo ordine (il fattore 4x è introdotto per comodità). Poiché 
il tensore 0%; è simmetrico rispetto ai suoi indici, è chiaro che il ten- 
sore Yi,p SI può ritenere anche simmetrico rispetto ai due indici cor- 
rispondenti: 


Vis h1®® Yi 1h (17,5) 
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per maggiore evidenza separiamo con la virgola la coppia di indici 
simmetrici X/ dal terzo indice. Il tensore y;,x; si chiama tensore pie- 
zoelettrico. Con la sua assegnazione si definiscono completamente le 
proprietà piezoelettriche di un cristallo. 

Aggiungendo i termini piezoelettrici ‘all'espressione (13,4) per 
l’induzione elettrica nel cristallo, scriviamo 


Dj= Dio + &inEn +49, h10L1 (17,6) 


I termini supplementari corrispondenti compariranno anche nelle 
grandezze termodinamiche. Il potenziale termodinamico di un cristallo 
non piezoelettrico in assenza di un campo è 


A 1 
D=D=D—_ > Mikim9ik%m; 


ove D, si riferisce -al corpo non deformato e il secondo termine rappre- 
senta l'energia elastica ordinaria definita dal tensore delle costanti 
elastiche pinim ”. Per un corpo piezoelettrico abbiamo 


% . A 1 1 4° 
D= D+ PinimO 80m Ga lin EiDio— VimaE 013 (17,7) 


La forma dei tre ultimi termini è dovuta al fatto che le derivate di D 
rispetto a E; (a sforzi interni e temperatura dati). in accordo con la 
formula 


Dj = — 4 ET 
devono. «dare Je espressioni (17,6). 


I) Il tensore Uizim stabilisce un legame tra..gli sforzi e le deformazioni 
secondo l’espressione 


ID e 
Uin= Go — MiklmOlm- 
Nel VII $ 10 abbiamo seritto la dipendenza inversa 

dik = Ain ImUlm- 
È chiaro che tutte le proprietà di simmetria del tensore Upim coincidono com- 


pletamente con le Proprietà, di simmetria del tensore À;ptm. 
Nell’energia libera / l’energia elastica figura con il segno positivo: 


Fi elast = 1/2 tImUinUlme 


Quanto al potenziale termodinamico, esso si ottiene da F sottraendo Sint 
e perciò 


Delast= Felast —CihUih= — 4/20 Imi Uim= _ 1/2Wintm0;h01m- 
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Conoscendo ©, è possibile ottenere mediante la (17,4) una formula 
che esprima il tensore di deformazione in funzione delld sforzo ik 
e del campo E: 

Un = ( T- Li E = WiximOim + Vi, nl,. (17,8) 

Sottolineiamo che il significato delle grandezze U;zim e Eik 
come costanti elastiche e permettività dielettrica nei piezoelettrici 
è, in un certo senso, convenzionale. Con le definizioni considerate 
queste grandezze determinano, rispettivamente la dipendenza della 
deformazione dagli sforzi elastici e la dipendenza dell’indu- 
zione dall’intensità del campo per sforzi dati. Se la deformazione 
si verifica per induzione del campo data o se si considera la dipen- 
denza dell’induzione dall’intensità per una deformazione data, a 
svolgere il ruolo di coefficienti elastici e di permettività dielettrica 
saranno altre grandezze che si possono esprimere (anche se in modo 
assai complicato) in funzione delle componenti tensoriali u, € e y. 

Il campo nel corpo piezoelettrico deve essere determinato contem- 
poraneamente alla sua deformazione, ossia si tratta di un problema 
comune all’elettrostatica e alla teoria dell’elasticità. Infatti, si de- 
ve cercare una soluzione comune delle equazioni elettrostatiche 


divD=0,rotE=0. (17,9) 


con D definita dalla formula (17,6) e delle equazioni imposte dall’equi- 
librio elastico 

sa =0 (17,10) 
con le condizioni di frontiera corrispondenti sulla superficie del cor- 
po e tenendo conto del legame tra 0c;, e la deformazione dato dalle 
formule (17,8). Nel caso generale questa impostazione del problema 
presenta notevoli difficoltà. n 

Il problema i semplifica molto per un corpo di forma ellissoidale 
con la superficie libera (cioè tale cui non sono applicate forze mec- 
caniche esterne di nessun tipo). In questo caso ($ 8) il campo all’in- 
terno del corpo è omogeneo, quindi la sua deformazione è omogenea e 
tutti gli sforzi elastici tali che 0;g = 0. 

Vediamo infine quali tipi di simmetria cristallina ammettono 
l’esistenza della piezoelettricità. In altre parole, si devono conside- 
rare le restrizioni imposte dalle condizioni di simmetria sulle compo- 
nenti del tensore Y;,1,. Nel caso generale questo tensore (simmetrico 
rispetto agli indici £ e /). ha 18 componenti indipendenti non nulle, 
ma di fatto il numero di componenti indipendenti | è di solito note-. 
volmente inferiore. 

Per tutte le trasformazioni di simmetria di un cristallo tutte le 
componenti del.suo tensore ‘};,x) devororestare-dì grandezza immu- 
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tata. Ne segue che il corpo in ogni caso non può essere piezbelettrico 
se gode di un centro di simmetria (compreso, ovviamente, corpo iso- 
tropo). Infatti, per una riflessione rispetto al centro (tutte e tre le 
coordinate cambiano di segno) tutte le componenti di un tensore del 
terzo ordine cambiano di segno. 

Delle 32 classi cristalline sono in tutto 20 ad ammettere la pieza- 
elettricità. Ne fanno parte principalmente le 10 classi elencate nel 
$ 13 che ammettono la piroelettricità (tutti i corpi piroelettrici so- 
no al tempo stesso anche piezoelettrici). Inoltre, piezoelettrici & sono 
i cristalli delle 10 classi. seguenti: 

sistema rombico: D,, 

sistema tetragonale: D,, Dog, Sy 

sistema romboedrico: D;, 

sistema esagonale: De, Cs,, Dsh, 

sistema cubico: T, Tg. 

Le componenti non nulle del tensore piezoelettrico per tutte le 
classi sono date nei problemi del presente paragrafo. 

Ricordiamo qui un fenomeno parente della piezoelettricità che 
compare per « deformazione » di un cristallo liquido; a questo propo- 
sito tratteremo i cristalli nematici. Ricordiamo (V, $ 140) che questi 
mezzi liquidi sono caratterizzati dall’esistenza di una direzione pre- 
valente dell’orientazione delle molecole. Questa direzione è data 
in ogni punto dal vettore unitario d, detto direttore del cristallo. 
Nel cristallo liquido non deformato d è costante in tutto il volume 
del corpo, nel cristallo deformato è invece una funzione delle coordi- 
nate. Lo sviluppo (17,6) corrisponde in un cristallo liquido all’espres- 
sione dell’induzione sotto la forma 


D;=e;,E, + 4ne,d; div d + 4ne, [rot d-d];, (47,14) 


Ove €, e, sono coefficienti scalari (R. B. Meyer, 1969) 4). I due ulti- 
mi termini, che descrivono l’effetto in questione, rappresentano un 
vettore polare più generale che può essere composto dal vettore d e 
delle sue derivate prime rispetto alle coordinate. È da notare che 
l’espressione (17,11) è automaticamente invariante rispetto al cam- 
biamento di segno di d. 

Quanto al. tensore della permettività dielettrica nei cristalli 
nematici, a causa della propria simmetria esso coincide con l’analogo 
tensore per i cristalli uniassiei, inoltre l’asse di simmetria è costitui- 
to dalla direzione locale (in ogni punto del mezzo) del direttore. -Il 
tensore €; si può rappresentare nella forma ci 


Ein = E0d:n + Eadidy (17,12) 


con due costanti indipendenti e, © ta. 


1): La piroelettricità nei cristalli nematici è ò di fatto sconosci ta, perciò 
poniamo D, = 6 
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L Problemi 


1. Determinare le componenti non nulle del tensore y;,2; per le classi cri- 
stalline non piroelettriche che ammettono la piezoelettricità. “SE 

Soluzione. La classe D, contiene tre assi di simmetria mutuamente perpen- 
dicolari del secondo ordine che consideriamo essere gli assi x, y, z. Le rotazioni 
di 180° attorno a questi assi fanno cambiare di segno due delle tre coordinate. 
Poiché le componenti di y;,p; si trasformano come i prodotti x;xpx;, non nulle 
possono essere soltanto quelle con tutti e tre gli indici distinti: 


Ya uz: Vazrxy Vuozo 


le altre componenti non nulle sono uguali a queste in virtù della proprietà 
V:.411= Yi,tr- Di conseguenza, la parte piezoelettrica del potenziale termodi- 
namico 1) è 


Dpiezo= —2 (Ye, yrExOyztWy, xEyoxz tte, eyls0xy). (1) 


La classe Dyg si ottiene aggiungendo agli assi della classe D. altri. due 
piani di simmetria passanti per uno degli assi (supponiamo che sia l’asse z) 
e dimezzando gli angoli tra gli assi x e y. La riflessione in uno di questi piani 
corrisponde alla trasformazione x + y, y+ x, z-+ z. Perciò le componenti di 
”;,x1 differenti per permutazioni degli indici x e y devono essere uguali così che 
dei tre: coefficienti nell’espressione (1) solo due restano indipendenti: 


Yz xy Va uz = Vy xz° 


; ‘La classe 7 si ottiene dalla classe D, aggiungendo quattro assi diagonali di 
simmetria del terzo ordine, le rotazioni su questi assi realizzano una permutazione 
ciclica degli assi x, y, z, per esempio, r+ z, y+ x, 2—+ y. Perciò i tre coeffi- 
cienti nella formula (1) diventano uguali: SI 


Ya yz.7 Yy. za Vz xy 


Lo stesso risultato si ottiene per la classe cubica Ty. 

La classe D, contiene un asse di simmetria del quarto ordine (aisse z) e quat- 
tro assi del secondo ordine giacenti nel piano xy. Assieme agli elementi di simme- 
tria della classa D, è sufficiente considerare qui la rotazione di 90° attorno all’as- 
se z, cioè la trasformazionex > y,y+ — x,2—+ z. In virtù di questa trasforma- 
zione uno degli coefficienti nella (1) si annulla (Yz, xy = — Yayx = — Yz xy 
e di cui y,, xy = 0) e gli altri due differiscono per.il solo segno: | 


Ve. yz = — Vyoxz: 


Lo stesso risultato si ottiene per la classe De. 
: La classe JS, contiene le trasformazioni + y, y> — r,z+—2z@r-+ 
+ — x, Y+ — Y, z2+ 3. Sono non nulle solo le componenti 


Tryp lx: yz S Yy. EA Yz xx = Yz yy. Verzxa > _ dy zy* 


1) A scanso di equivoco rîéordiamo quanto segulé: sé le componenti del ten- 


sorò. di deformazione u;, si calcolano derivando un'espressione concreta di ® 
rispetto a 0;, le derivate rispetto alle componenti di 0;, con i #4 % daranno valori 
doppi delle corrispondenti componenti di u;,. Ciò accade poiché le espressioni 


ui; = — 2/00; hanno senso soltanto se esprimono il fatto ‘che dD = 
= — U;pdo;y; ma nella somma w;xdo;, entrano due volte i differenziali non 
diagonali delle componenti del tensore simmetrico 0;x. 
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Scegliendo in modo appropriato le direzioni degli assi 7, y si può annullare una 
di queste grandezze. 

La classe D; contiene un asse di simmetria del terzo ordine (asse z) e tre 
assi di simmetria del secondo ordine nel piano xy di cui uno supponiamo sia 
diretto lungo l’asse x. Per determinare le condizioni imposte dall'esistenza di 
un asse del terzo ordine è comodo realizzare una trasformazione formale intro- 
ducendo le « coordinate » complesse 


E=-rtbiy, n=cx— ly; 


lasciamo invariata la coordinata z. Sottoponiamo anche il tensore Y;,; a questa 
trasformazione. Ora, gli indici delle sue componenti descrivono i valori E, n, 2. 
Per una rotazione di 120° attorno all’asse z queste coordinate sono soggette alla 
trasformazione 


E pelMi/8, ny net2ti/8, 22. 
In questo caso restano invariate e perciò possono essere non nulle le seguenti 
componenti del tensore Vihl! Vzmt: Ynizto Ve.zp Yer tr Yo nno Yz, 22: LA 
rotazione di 180° attorno all’asse x corrisponde alla trasformazione x + x, y+ 
> — Yy, 3-+ — 2 cioè È+ n, n+ È, z+-— z. In questo CASO Yz,nt © Ya zz 
cambiano di segno e perciò si annullano, mentre le altre componenti suindicate 
si trasformano a coppie le une nelle altre, questo conduce alle uguaglianze: 


. . ld e 
moze = — Ve.zm Ya, tt = Yn, nn. Per scrivere l’espressione per ®piezo SÌ 
eve formare la somma —y;,p: E;01 nella quale gli indici assumono i valo- 

ri È, n» 2: 


Dpiezo = —2Yn, 2g (Enoz e — Eoz n) — Ve, ge (Ezoze + EnOnn). 


Qui bisogna esprimere anche le componenti E; e c;, nelle coordinate È, n, z 
in funzione delle componenti nelle coordinate iniziali x, y, z. Ciò è facile 
ricorrendo al fatto che le componenti di un tensore si trasformano come i pro- 
dotti delle coordinate corrispondenti. Perciò, ad esempio, da 


GE = ex — yy 4 2izy 
segue che 


Come risultato otteniamo 


È plezo = 20 (Eyozx— Ex0y) +b [ZE yOxy Ex (0xx— yy), (2) 


ove a = 2iYn, zt è = 2VYt, tr sono costanti reali. Le relazioni tra le componen- 
ti di Y;, al nelle coordinate T, Y, z mostrano, come si vede dalla formula (2) 1): 


Vp ea — Va 2g 3% Vy sy — Ya, xe Yx, yy = — de 


La classe Dyn si ottiene aggiungendo alla classe Dg un piano di simmetria 
perpendicolare all'asse del terzo ordine (piano xy). La riflessione in questo piano 
corrisponde al cambiamento di segno di z e perciò anche yn, xx = 0, cosicché 
nell'espressione (2) resta soltanto un termine con un solo coefficiente bd. 


1) Nel caso di coordinate non ortogonali, tali sono È, n, z si devono distin- 
guere, come è noto, le componenti co- e controvarianti dei tensori. Questa circo- 
stanza dovrebbe essere considerata anche nel passaggio alle coordinate iniziali 
x, Y, 2: se le componenti E; e 07; si trasformano come controvarianti, le com- 
ponenti del tensore y;,1, vanno trasformate come covarianti. Tuttavia, evitiamo 
questa questione determinando il legame tra le componenti diverse di ;,}1 


nelle coordinate 7, y, z in modo immediato sulla base della forma della com- 
binazione scalare (2). 
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. «La classe Cgp contiene oltre ad un asse del terzo ordine un piano di simme- 
tria perpendicolare a questo asse. La riflessione in quest’ultimo equivale al 
cambiamento di segno di z e perciò devono essere nulle tutte le componenti 

i Y;,p1 i cui indici contengono z un numero dispari di volte. Tenendo anche conto 
delle condizioni considerate precedentemente imposte da un asse di simmetria 
del terzo ordine, troviamo che sono non nulle le sole due componenti Yn.nn 

RA 


e Ye, g. Queste grandezze devono essere coniplesse coniugate in modo che © sia 
reale. indicando si | 


2g, g=@t ida 2Inan = a id 
otteniamo 
Dpiezo =a [2Eyoxy_— Ex (Oxx— Oyy)l +d [ZE x0xy + Ey (0xx*+0yy)]. (3) 
Con scelta appropriata delle direzioni “degli assi x, y si può annullare 2 0 bd. 


2. Risolvere il problema 4 per le classi cristalline che ammettono la piro- 


elettricità. o 
Soluzione. Supponiamo he l’asse 2 coincida con un’asse di simmetria del 
secondo, terzo, quarto o sesto ordine e che nella classe C, esso sia perpendicolare 
al piano di simmetria. Nelle classi C,,, il piano xz coincide con uno dei piani di 
simmetria. 
Diamo più avanti tutte le componenti non nulle di y;,1; perfciascuna delle 


seguenti classi cristalline: 
Classe Ci: tutte le componenti di %;,p1. o, Ò 
Classe Cs: tutte le componenti che non contengono l’indice z ollo cohterigono 


due volte. . 
Classe Cs: A 
Vr xx Var yy Ya zo Vooxar Ty y2° 
Classe ‘Ca: le stesse componenti della classe Co, e anche 
Vas yz Vysaz: Va PTT 
Classe Cup: Di 0 
Var xa S Var yu. Ver 220 dmoz T Yy. ye 


Classe C,: le stesse che per Îa classe Cio e anche 


Var yz: — Vy. az: 
Classe Cap: ” 
Va 2% (CDETI ta VOTI var Yarxx = — Vas .yy = — Viysseyo. Trsk = Ta. uye 
Classe Cs: le stesse che per Cp, e anche E 
Va yz 7.7 Vyr ez: Vy. xx T Yy yy Vas xYy* 


I° 


Classo ‘Cori i 
Yrrzzr Yor xz 3 Vy vor -Vasxa E. Veryy 
Classe Cg: le stesse che per C4, e anche 

i Li | Yxo yz = — Ty. xz | 
Se scegliamo in modo appropriato le direzioni degli assi x, y, 2 helta classe C, 
possiamo annullare ancora tre componenti; scegliendo in modo opportuno gli 
assi x, y nelle classi C,, Co, Cy si può annullare una componente (nelle classi C, e 


Cs l’espressione Yi, nf; 0g; è invariante rispetto alle rotazioni di un qualsiasi 
angolo attorno all’asse 2, perciò è impossibile un'ulteriore diminuzione delle 


componenti non nulle di y;,p1)- 
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3. Determinare il modulo di Young (coefficiente di proporzionalità tra 
sforzo di trazione e allungamento relativo) per una lamina pianoparallela di un 
corpo piezoelettrico non piroelettrico nei seguenti casi: a) la lamina è soggetta 
a trazione da parte dei rivestimenti di un condensatore corto cirsuitato, b) la 
lamina è soggetta a trazione da parte dei rivestimenti di un condensatore non 
carico, c) la lamina è soggetta a trazione parallelamente al suo piano in assenza 
di campo esterno. O 
Soluzione. a) In questo caso l’intensità del campo all’interno della lamina 
E = 0. L'unica componente non nulla del tensore c;x è lo sforzo di trazione 
0,, (l'asse z è perpendicolare al piano della lamina !). Dall’espressione (17,8) 
abbiamo Uz, = lrz559zz & di qui per il modulo di Young £ otteniamo 


V/E = W7222- 
.  b) In questo caso &E,= £,j= 0; D,=:0. Dalle espressioni (17,6) e (17,8) 
ricaviamo ci | 
D,=8,,E,+-4NY2, 2202 =0, Wz,= Wz2220z2+- Yz, 2262. 
Escludendo E, da queste due uguaglianze abbiamo | 
1 4T 


a E = az: Ye, zZ* 

“c) In questo caso anche E, = Ey= 0, D,= 0 e supponiamo che la tra- 
zionè si verifichi lungo l’asse z. Abbiamo i 
D,= &2zE, + 4002, xxOxx = 0 Une = MrxaxOxxa + Yz ealz. 

Eliminando E, troviamo” 
1 . 4A, 
E Manara 


4. Ottenere un’equazione che definisca la velocità del suono in-un mezzo 
piezoelettrico. | a I i 
Soluzione. In questo problema è più comodo usare come variabili ind i- 
pendenti le grandezze ujn'al posto delle: 0;x. Scriviamio 7 nella forma 
I 1 TO! 1 o 
F= Fot Matmbinitm — gr einbibn 77 BiPiat Bi, E pH, 
di qui 


landi 


OF 
dUih 


Lo. ih = Kalmbim + Bi, inf le’ 


Le equazioni del moto nella teoria dell’elasticità sono 


°°  doin _ dUIm i _ | dEI 4 
pUi= EZA =Mihlm - dx, nia. Pi, in 0xn ’ ( } 


ove 0 è la densità del mezzo e u il vettore di scorrimento legato a u;, mediante 


la relazione 
ro dei LIU \ 


1) Non è supposto che ésso coincida con qualche direzione cristallografica. 


116 CAPITOLO II 


L'equazione div D = 0 dà 


URI 


dE 
E. 478; al 5a. =0, (5) 


dr; 


E;ik 


. . . ti ° . eg ° ° . . ° 
e esprimiamo così l’intensità del campo in funzione del suo potenziale 


il che soddisfa l'equazione rot E = 0. 


l Nell’onda acustica piana u e g sono proporzionali a etkT-®1) 6 dalle equazio- 
nì teste scritte ricaviamo 


po?u;=ipimEepkium—Bi, inknk1®, 
Cinkikp@+40B;, nikikpur=0. 


Escludendo da queste q. scriviamo la condizione di compatibilità delle 
equazioni che si ottengono per u; 


(Br, mikikm) (Bp, ankpkq 


2f +3 «= fc Iflm —l - : _ =i . 


Per ogni direzione considerata del vettore d'onda k questa equazione definisce 
tre velocità di fase del suono ©è/&k, in generale, distinte. È caratteristica di un 
mezzo piezoelettrico la dipendenza complessa della velocità dalla direzione 
dell'onda. 

5. Un cristallo piezoelettrico appartenente alla classe Cg, è delimitato da 
una superficie piana (piano 72) passante per l’asse di simmetria (asse z). Trovare 
la velocità delle onde superficiali che si propagano perpendicolarmente all'asse 
di simmetria (lungo l’asse x); nell’onda sono soggetti ad oscillazioni lo scorri- 
mento, Lu; e il potenziale del campo elettrico g (J. L. Bleustein 1968; J. V. Gul- 
jaev, 1969). 

Soluzione. Sotto le condizioni considerate dal sistema di equazioni (4)-(5) 
si separano due equazioni non contenenti altro che u, e ; queste grandezze 
dipendono dalle coordinate x, y (e dal tempo t), ma non da z. Le componenti 
non nulle del tensore degli sforzi e del vettore di induzione sono 


0, =. BEL + 24U,x 0,j = BE, + 2h 


D,= — 8nBu,x + €Ex, Dy= — 8npu,y t eEy»: 

ove | 
1 du, 19, ___.09 _i_ 09 
US ag TT ay de ay 


e per brevità sono introdotte le notazioni seguenti: 

Bxo xz= By, yz b, Voezxi = yz yz = À; xx = &yy = 8; 
la costante piroelettrica di induzione D, = D, non figura nell’equazione e nelle 
condizioni di frontiera. 


L'equazione (5) e la componente z dell'equazione (4) danno le seguenti 
espressioni per il dominio occupato dal mezzo piezoelettrico (il semispazio y > 0): 


4nBAu, + eAgti) = 0, pu, = — BAG() +AAu,, 
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ove A = 0°/0x° + 4°/6y?; riscriviamo questa equazione nella forma 


cu, = MAu,, Ap=0, (6) 
ove 
. mez . 
,=+ sn , = sn uzt+ gli) 
Nel vuoto invece (il ‘semispazio y < 0) il potenziale g(e) soddisfa l’equazione 
Aq(e) = 0. (7) 


Queste equazioni vanno risolte sotto. le seguenti condizioni di frontiera sulla 
superficie del mezzo: 


puu=gl0), 0,y=0, DA — T_ per y=0, (8) 


e nelle condizioni 
| | u,+ 0 per y+ 0; g+ 0 per y+ + 00 _ 
lontano dalla superficie. Cerchiamo la soluzione nella forma 
uz= Ae *Vei(hx- 01) pa Be-h ei(hx-@1), (e) = Cohy eilhx-01) 
quando 
pot = (k° — #2). (9) 


Le equazioni (6), (7) e le condizioni all'infinito sono già soddisfatte mentre le 
condizioni (8) danno tre equazioni omogenee lineari per A, B, C e la loro con- 
dizione di risoluzione conduce alla relazione 


4np? = 
Ze (1-4-e) 


Pea] 
— 


Infine, sostituendola nella (9) troviamo la velocità di fase delle onde 


© SA Ka 1/2 
+= 0229] 


La propagazione superficiale di queste onde è specifica per un mezzo piezoe- 
lettrico. Per B-- 0 la profondità di penetrazione è 1/x-+ co, val a dire che 
l'onda diventa volumetrica. 


$ 18. Disuguaglianze termodinamiche 


Secondo le formule date al $ 10 l’energia libera totale è rappre- 
sentabile sotto la forma dell’integrale 


= CET, p, D) dY, (18,1) 


esteso a tutto lo spazio Supponiamo che la funzione D (r) nell’espres- 
sione integranda soddisfi la sola equazione 


div D=0 (18,2) 
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all’interno del dielettrico e la condizione 
d D di =4ne (18,3) 


sulla superficie del conduttore che porta la carica data; queste ugua- 
glianze stabiliscono un legame tra il campo e le sue sorgenti. Per 
il resto considereremo la funzione D (r) arbitraria, in particolare, 
non si chiede che essa soddisfi la seconda equazione del campo rot x 
XE= 0 (oveE = 4n0F/6D) e la condizione di frontiera g == costante 
sulla superficie dei conduttori. Mostriamo che queste: equazio- 
ni mancanti si possono ottenere, in questo caso, dalla condizione 
di minimo dell’integrale (18,1) rispetto alle variazioni della funzio- 
ne D (r) che verifica le equazioni (18,2) e (18,3). Sottolineiamo che 
questa deduzione non è immediata a priori in quanto le distribuzioni 
del campo concorrenti nel determinare il minimo dell’integrale 
(18,1) non corrispondono a stati fisicamente possibili (poiché per 
esse non tutte le equazioni del campo sono soddisfatte); nella condi- 
zione termodinamica di minimo dell’energia libera si confrontano 
mutuamente diversi stati fisicamente possibili. 

Il problema della ricerca del minimo dell’integrale (18,1) sotto 
le condizioni supplementari (18,2) e (18,3) si risolve con il metodo dei 
moltiplicatori di Lagrange. Seguendo questo metodo, moltiplichia- 
mo la variazione della condizione (18,2) per una certa funzione delle 
coordinate per il momento incognita (indichiamola con — g/4x) 
e la variazione della condizione (18,3) per un fattore costante in- 
determinato (indichiamolo con @y/4n) ed uguagliamo a zero la som- 
ma delle variazioni: | 


| sFav-7 | paivobav+t $ 6Ddi=0. 


Nel primo termine scriviamo 1) 


8F=(T)n, )D = E6D, 


e il secondo lo trasformiamo in parti 
\ q div SD dV = $ g6D di — \ SD grad gdV. 
Come risultato otteniamo 


| (E+ grad g) SD dV + $ (po— 9) 8D di=0, 


1) L'energia libera ha un minimo a temperatura data. Si ‘ideve variare 
rispetto a due grandezze indipendenti: D e p. Qui presenta interesse la sola varia- 
zione rispetto a D, mentre la variazione dell’integrale (18,1) rispetto alla densità 
(sotto condizione complementare di costanza della massa totale del corpo) dà 
una delle condizioni ordinarie di equilibrio termico, ossia la costanza del poten- 
ziale chimico &. 
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Di qui concludiamo che in tutto il volume deve essere E = — grad x 
X © (e perciò rot E = O) e sulla superficie del conduttore pg = po = 
= costante. Queste sono le equazioni corrette per l'intensità del cam- 
po e il moltiplicatore di Lagrange g ne diventa il potenziale. 

Si può mostrare analogamente che le equazioni per l’induzione 
elettrica si ottengono dalla condizione di massimo. dell’integrale 


$#=|{F, o, E) dY, 


nel quale si deve variare la funzione E (r) sotto le condizioni supple- 
mentari che E = — grad g e @ = costante sulla superficie del con- 
duttore !). Abbiamo infatti 


a 9F | 4 
8F=|F-sEdv= { Dv$pav= 7 sob di— 


-7- | 59 div DdaVv=0, 
Il primo integrale è nullo poiché ég = 0 sulla superficie, e dal se- 
condo ricaviamo, essendo ég arbitraria nel volume, l'equazione cer- 
cata div D=0. 1 
Se il corpo non si trova in un campo elettrico esterno (in parti- 
colare, non esistono conduttori carichi), risulta possibile formulare 
la condizione di equilibrio termodinamico come condizione di mini- 
mo assoluto (incondizionato) dell'energia libera totale (18,1). Que- 
sta condizione di riduce a quella di minimo della densità dell’ener- 
gia libera F quale funzione della variabile indipendente D: 
OF E 0, 


—.. "  — 


èD — 4n 


1) Il fatto che il potenziale termodinamico 7° ha esattamente un massimo 
rispetto alla variabile E (o D) e non minimo come # ha un carattere generale 
e si spiega con le considerazioni seguenti. Supponiamo che il valore d’equilibrio 
di una variabile x (per fissare le idee, sia x = 0) sia definito dalla condizione 
di equilibrio termodinamico. Allora l’energia libera 4 ha per 7 e V deter- 
minati un minimo per x = 0. In altre parole, nel punto x = 0 abbiamo X = 
== (07/9x)v,r = 0 e nell’intorno di questo punto 


X=- az, F=F+-3- 23, a>0. 


. Im d 
Se introduciamo ora il potenziale termodinamico 7 = #.— «X, avremo 


vale a dire che F ha in equilibrio un massimo rispetto-a x o X. Rispetto ad altre 
variabili y, indipendenti da 7, un minimo hanno sia # che 7. 
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vale a dire che l'intensità del campo deve essere nulla in tutto lo 
spazio. Se inoltre è possibile indicare la distribuzione dell’induzione 
soddisfacente alla condizione div D = 0, lo stato così ottenuto corri- 
sponderà all'equilibrio termodinamico 1). 

Uguagliando a zero la prima variazione dell’energia libera tro- 
viamo le condizioni di minimo necessarie ma non sufficienti. Per 
ottenere le condizioni sufficienti si deve studiare la seconda varia- 
zione. Queste condizioni hanno la forma di disuguaglianze (le cosid- 
dette disuguaglianze termodinamiche) e sono, come è noto, condi- 
zioni che garantiscono la stabilità dello stato del corpo (cfr. V $ 21). 

Per D = eE tutte le relazioni si semplificano e la disuguaglian- 
za termodinamica cercata (legata alle proprietà dielettriche del cor- 
po) è immediata. L'energia libera totale è 


Ft\& 8ne dv. 


È ovvio che essa può avere un minimo soltanto se e > 0; in caso 
contrario si potrebbe diminuire infinitamente l’integrale e dare 
all’induzione D valori grandi a piacere. In tal modo, in questo caso 
non otteniamo niente di nuovo poiché sappiamo già che la permetti- 
vità dielettrica deve essere in realtà non soltanto positiva ma anche 
superiore all’unità (cfr. $ 14). 

Nel caso generale di un legame qualsiasi tra De E, invece, è 
indispensabile considerare la seconda variazione dell’integrale (18, 1), 
per di più, si devono anche far variare contemporaneamente D e p 
(lasciando costante la sola temperatura). In un corpo isotropo 
F (T, p, D) dipende unicamente dal valore assoluto del vettore D, 
mentre le sue tre componenti variano indipendentemente. Sceglia- 
mo la direzione del vettore non variato D come asse z. Allora la vari- 
azione del valore assoluto del vettore D si esprime in funzione della 
variazione delle sue componenti a meno di termini del secondo ordi-. 
ne mediante la relazione 


8D=8D,4-5 [(6D,)"+ (8D,)?1. 


La prima e la seconda variazione dell’integrale (18,1) sono entrambe 
contenute nell’espressione 


A 82F 4 8F 
i {wp 3 D+ 37 dp = 8p+37 api D+ aD65 TD%5 ODOp+ 5 dpr 60°} dY. 


1) Qui intendiamo corpi in cui può essere D £ 0 per E = 0 (si veda il para- 
grafo seguente). In caso contrario, avremmo risultato banale E= 0,D= 0 in 
tutto lo spazio. 
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Sostituendovi $D e riunendo i termini del secondo ordine, troviamo 
la seconda variazione 
41 0F : 
(35-35 (00: +8D3) dv + 
A 02F 02F 4A®F ol 

Ambedue i termini qui scritti sono mutuamente indipendenti. Il 
primo di essi è positivo se 5, di > Q0. Ma 0F/0D = E/4n in modo che 
la derivata 0F/0D è positiva o negativa a seconda che il vettore D- 
abbia la stessa direzione del vettore E o quella opposta. Quindi, i 
vettori D e E devono essere diretti allo stesso modo. 

Le condizioni di positività del secondo termine nell’espressione- 
(18,4) sono contenute. nelle disuguaglianze 


(18,5): 


0°F 02F { 0%°F \2 
x Di \ gap) > (180 
Poich é 0F/0p = & e 0F/0D = E/4x, la prima di esse dà; 
OÙ 
(),,>0 ds 
e la seconda si può riscrivere nella forma jacobiana 
| OF 6F 
°(30' 30) 41 96840 
9(D, gp) = 43 0(D, p) ° 
Passarido dalle variabili D, p alle variabili D, % abbiamo 
0 (E, ©) __0(E, ©) 0(D, 0) _[9E\ [8 . 
| 8(D, p)  0(D, t) d(D, = (2) (> 
in virtù della (18,7) questa disuguaglianza è equivalente alla condi- 


zione 
d0E " 
(3 A T >0. II | (13,8). 
Abbiamo trovato così le disuguaglianze termodinamiche cercate. In. 
assenza di campo la disuguaglianza (18,7) diventa la condizione ordi- 
naria di positività della compressibilità isotermica: (0P/0p)r > 01). 
1) Ricordiamo che in assenza di campo È è il potenziale termodinamico» 
dell'unità di massa della sostanza e, in accordo con le relazioni termodinamiche- 
ordinarie, il suo differenziale è 
at=Lap- ar, 
p p 


in modo che (d6/0p)r = (0P/80)7/p: Nella deduzione ‘esposta è rimasta in di-- 
sparte la seconda delle disuguaglianze termodinamiche ordinarie, ossia la” con-- 
dizione di positività del calore specifico. 
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La disuguaglianza (18,8) dà, invece, e > 0 poiché per Z+ 0 l’in- 
«duzione D+ e£. 

Tra le disuguaglianze (18,5) e (18,6) quest’ultima è più forte: 
“ssa può essere violata prima che sia violata la disuguaglianza 
18,5), mentre l’inverso è impossibile. L’uguaglianza | 


0?F cr | 02F \= 125,5 o 
dp? 6D? 009DI © 4 8(D; 0) O 


«corrisponde allo stato critico (cfr. V $ 83). È più comodo scriverla, 
‘questa condizione, in un’altra forma, moltiplicandola per un fattore 
2 (D, p)/@ (E, 0) non nullo: 


0(E, ©) d __ 
9 (E, p) dp lan 70 (18,9) 
Nel piano £, 7 gli stati critici descrivono una linea. Questa linea 
«è singolare per le funzioni termodinamiche del corpo, così come è 
:singolare il punto critico in assenza di campo. 


.$ 19. Corpi ferroelettrici 


Fra le diverse modificazioni cristalline di una medesima sostan- 
‘za alcune possono essere piroelettriche e altre non piroelettriche. Se 
‘una transizione tra due di queste modificazioni avviene mediante la 
transizione di fase di seconda specie, in prossimità del punto di 
‘transizione la sostanza manifesta alcune proprietà particolari che la 
«distinguono da un corpo piroelettrico ordinario. Corpi ghe godono 
-di queste proprietà si chiamano ferroelettrici. | 

In un cristallo piroelettrico ordinario la variazione della direzio- 
‘ne della polarizzazione spontanea è dovuta a una ristrutturazione so- 
‘stanziale del reticolo cristallino. Anche se il risultato finale di que- 
‘sta ristrutturazione fosse energeticamente vantaggioso, la sua rea- 
lizzazione potrebbe tuttavia essere impossibile in quanto essa po- 
trebbe richiedere il superamento di « barriere energetiche » molto 
«elevate. 

In un corpo ferroelettrico, invece, la situazione è notevolmente di- 
versa grazie al fatto che in prossimità del punto di transizione di fase 
«di seconda specie la disposizione degli atomi nel reticolo cristallino 
.della fase piroelettrica differisce poco dalla loro disposizione nel re- 
ticolo non piroelettrico (per cui è piccola anche la polarizzazione spon- 
tanea). Questa è la ragione per cui una variazione della direzione 
«della polarizzazione spontanea richiede in questo caso una piccola 
ristrutturazione del reticolo e può verificarsi in modo abbastanza Îa- 
-Cile. | 
Le proprietà ferroelettriche' concrete del corpo dipendono note- 
volmente dalla sua simmetria cristallina. La direzione della polariz- 
“zazione spontanea (che chiameremo asse ferroelettrico) è già prede- 
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terminata dalla struttura della fase non piroelettrica dell’altro lato 
del punto di transizione, In alcuni casi questa predeterminazione è 
univoca nel senso che l’asse ferroelettrico compare esclusivamente in 
una direzione cristallografica ben determinata; la direzione della 
polarizzazione spontanea, in questo caso, è predeterminata a meno 
del segno poiché nella fase non piroelettrica le due direzioni oppo- 
ste parallele all’asse ferroelettrico devono essere equivalenti (in 
caso contrario, questa modificazione cristallina ammetterebbe an- 
ch’essa la piroelettricità). In altri casi la simmetria della fase non 
piroelettrica può essere tale da consentire la comparsa della polariz- 
zazione spontanea in alcune direzioni cristallografiche equivalenti 1). 
La comparsa della polarizzazione è sempre legata ad una diminuzione 
della simmetria del cristallo. Perciò si può parlare della fase non 
piroelettrica (secondo la terminologia introdotta nel V capitolo 
$ 142) come della fase simmetrica, e della fase piroelettrica come 
asimmetrica. | : | | 

Mostriamo in che modo è costruita la teoria della ferrroelettricità 
nell’ambito della teoria generale delle transizioni di fase di seconda 
specie di Landau (questa teoria è stata originariamente costruita da 
V. L. Ginzburg, 1945) 2). 

Supponiamo che il vettore di polarizzazione dielettrica della so- 
stanza P sia un parametro d’ordine la cui grandezza determina il 
grado di deviazione della struttura del reticolo cristallino della fase 
asimmetrica da quella simmetrica. Ciò vuol dire che P sarà consi- 
derato come una variabile termodinamica indipendente il-cui valore 
di fatto (quale funzione della temperatura, del campo ecc.) sarà de- 
finito in seguito mediante la condizione di equilibrio termico, ossia 
dal minimo di potenziale termodinamico. 

Consideriamo inizialmente il caso di disposizione univoca dell’asse 
ferroelettrico che facciamo coincidere con l’asse z. Le proprietà dielet- 
triche del cristallo nelle direzioni degli assi 7 e y, in questo caso, non 


1) Di esempio del primo tipo serve il sale di Seignette la cui fase non piro- 
elettrica gode della simmetria rombica. L'asse ferroelettrico compare in esso 
in una direzione cristallografica ben determinata (uno degli assi del secondo 
ordine) e il reticolo diventa monoclino. 

L'esempio di secondo tipo è fornito dal titanato di bario. La sua modifica- 
zione non piroelettrica ha il reticolo cubico e ciascuno dei tre assi cubici può 
essere ferroelettrico. Dopo la comparsa della polarizzazione spontanea nel punto 
di transizione queste tre direzioni, ovviamente, cessano di essere equivalenti; 
il solo asse ferroelettrico resta quello del quarto ordine e il reticolo diventa 
tetragonale. 

2) La teoria di Landau diventa inapplicabile a priori in prossimità suffi- 
ciente al punto di transizione. La ragione di questo fatto nel caso dei ferroelettri- 
ci richiede un'analisi concreta dei dati sperimentali e supera i limiti del presente 
libro. È da notare che numerose transizioni ferroelettriche sono di fatto transi- 
zioni non di seconda specie ma di prima, vicine a quelle di seconda specie. Proba-. 
siggente, ciò è dovuto all’effetto di fluttuazione menzionata alla fine del V. 

146. | 
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manifestano nessuna anomalia, e per lo studio delle proprietà lungo 
l’asse z è sufficiente considerare nel potenziale termodinamico i soli ter- 
mini contenenti P,. In prossimità del punto di transizione il parametro 
d'ordine P, è piccolo e il potenziale termodinamico ® può essere 
sviluppato nelle sue potenze. Poiché ambedue le direzioni dell’asse 
z sono equivalenti, lo sviluppo non può dipendere dal segno di P,, 
vale a dire che esso contiene le sole potenze pari. A meno dei termi- 
ni dél quarto ordine abbiamo: 


D = ©, + AP? 4 BP! (19,4) 


Nella fase simmetrica A >0 e per il minimo di potenzille termodi- 
namico siha P,= 0. Affinché possa comparire la polarizzazione spon- 
tanea il coefficiente A deve essere negativo; di conseguenza, nel 
punto di transizione di fase esso si annulla. Nella teoria di Landau è 
supposto che la funzione A (7) sia sviluppabile in potenze intere di 
T_—- T., oveT.è la temperatura del punto di transizione; nell’in- 
torno di questo ‘punto poniamo A = a (T — T.) dove d è una co- 
stante (indipendente dala temperatura); per fissare le idee, suppo- 
niamo che a > 0 in modo che alla fase asimmetrica corrispondono 
temperature 7 < 7,. La condizione di stabilità nel punto stesso 
T = Tcrichiede che il coefficiente B sia positivo in questo punto 
e, quindi, ovunque nelle sue adiacenze; in seguito con £ indichere- 
mo il suo valore B (T.). 

Se il campo elettrico nel corpo è non nullo nel potenziale termo- 
dinamico compaiono termini addizionali. Per trovarli par iamo dalla 
relazione 


in È _p= —E-4aP. (19,2) 
Integrandola per un determinato valore della variabile P (e tenendo 


conto che per E = 0 i potenziali ® e d coincidono) troviamo 
È P,E)=®(P, 0_—EP—7o- 


Scegliendo il campo elettrico diretto lungo l’asse ze postituendo 
® (P, 0) dalla (19, 14) abbiamo 


$=0,+a(T-T;)P:+BPi-E,P,-É. (19,3) 


La presenza del termine — £,P, fa sì che per un valore del cam- 
po E, piccolo a piacere il parametro d'ordine P, diventa non nullo 
in tutto il dominio delle temperature; il campo polarizza la fase non 
piroelettrica diminuendone così la simmetria. In tal modo, la diffe- 
renza qualitativa tra le due fasi scompare e, corrispondentemente 
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anche, il punto discreto di transizione di fase scompare, vale. a dire 
che la transizione è « smussata » 1). 


Il potenziale termodinamico È deve avere in equilibrio un mini- 
mo per un dato valore dell'intensità E. Derivando l’espressione (19,3) 
per £, costante troviamo 


2P,a(T -T.)+4BP3=E,. (19,4) 


Questa à la relazione fondamentale che stabilisce un legame tra l’in- 
tensità del campo e la polarizzazione in un corpo ferroelettrico ?). 

Per T > T, (nella fase non piroelettrica) P, si annulla assieme 
a E£,. Con il crescere di E, la polarizzazione aumenta inizialmente 
secondo la legge lineare P, = E, con la suscettività 


= 12a(T-T)T>T: (19,5) 


che cresce infinitamente per 7 + T,. Con P, cresce linearmente an- 
che l’induzione D, = (1 + 4nx) £,. Nelle adiacenze del punto di 
transizione x è grande e, con la stessa precisione, abbiamo 


231 
ernia a(TT) . (19,6) 


Nei campi abbastanza forti la polarizzazione, invece, cresce secondo 
la legge P, = (F,/4B) 8. 

Per T<7T, (fase piroelettrica) il valore P, = 0, :in generale, 
non può corrispondere ad uno stato stabile. Per E, = 0 dalla (19,4) 
troviamo la polarizzazione spontanea della fase piroelettrica: 


Po= A alter) (19,7) 


La suscettività dielettrica di questa fase si può definire come il va- 
lore della derivata dP ,/dE, per E, +0. Dalla (19,4) abbiamo 


[—2(T,—T) a+ 12BP1) SEL (19,8) 


e, sostituendovi la (19,7), otteniamo 


dP, __ 4 


*= GE, |e:=-0 _ 44 T.=1)! 


T<T.. (19,9) 


1) Cfr. V $ 144. L'esposizione successiva ripete in misura notevole ciò che 
là è stato già detto 
2) Esprimendo P (E) dalla (19,4) e sostituendola nella (19,3), otteniamo il 


potenziale d (E) come funzione esclusivamente di E. Osserviamo che in virtà 
della condizione 9 (P, E)/0P = 0 l'uguaglianza D = —4n9®/dE si verifica 
sia per la funzione ® (E) che per la funzione ® (P, E) (derivabile per P costante). 
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Notiamo il fatto che questa grandezza è di due volte inferiore alla 
suscettività della fase non piroelettrica per uno stesso valore | 7, 

— T|. Nei campi abbastanza deboli la polarizzazione è P, 

= P.,, + «E,, l’induzione D,,= D,9 + «E, ove Dx = daro è e 
la permettività dielettrica 


. . I 
e=d4na= ep (19,10) 


Nella fig. 14 è rappresentato il grafico della funzibne P,(£,) 
determinata dall’ equazione (19,4) (per T< T.). Notiamo prima di 
tutto che il tratto cc’ della curva (tratteggiato) non corrisponde, in 
generale, a stati stabili; infatti, dall’uguaglianza (19,8) scritta nella 
forma 

dP, (PO) _ 

dE, (r)s. SO 
si vede che per dP,/dE,<0 si avrà che anche 6°D/0Pî < 0, vale 
a dire che il potenziale termodinamico ® ha un massimo e| non uh mi- 
nimo. Le ordinate dei punti c e c' sono 
definite dall’uguaglianza d£E,/dP,= 0 
e possiamo così concludere che i valori 
possibili di | P, | nella fase piroelettrica 
sono limitati inferiormente dalla con- 


dizione 
Pî> (19,14) 
Sè consideriamo gli stati di un corpo 
ferroelettrico per valori di £, dati, nel 


dominio tra le ascisse dei punti c e c' 

restano ancora due valori possibili di P, 

e sorge la questione sul significato fisico 

Fig. 14 di ambedue le possibilità. Immaginiamo 

il corpo ferroelettrico in questo caso 

come una lamina pianoparallela omogenea (con l’asse ferroelet- 

trico perpendicolare al piano della lamina) collocata tra rivestimen- 

ti di un condensatore mantenuti a dei potenziali assegnati, che crea- 
no cioè un campo omogeneo di intensità data £ = £,. | 

Per dei potenziali dei conduttori assegnati la condizione di.sta- 


bilità richiede che il potenziale termodinamico D sia minimo. In 
particolare, per £ = 0 esistono due stati che differiscono per il se- 
gno di P, (i punti ae a' sulla curva della fig. 14) ma corrispondono al 


medesimo valore D (=). Questi due stati, quindi, sono stabili 
in misura uguale, rappresentano cioè due fasi che possono esistere 
contemporaneamente ed essere in contatto :l’una con l’altra. 
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Di qui già è evidente che i tratti ac e a'c’ della curva corrispon- 
dono a stati che non sono assolutamente stabili ma metastabili. È. 


facile provare immediatamente che i valori di © nei tratti ac e 
a'c' sono veramente superiori a quelli sui rami a'd' e ab per gli stes- 
si valori E£,. Le ordinate dei punti a e a’ sono date dalla formula 
(19,7). In tal modo, il dominio di metastabilità giace nell'intervallo» 


Toe-T)a T.-T)u 

L'esistenza di due fasi con E = 0 è un fatto importante in quanto. 
conduce alla possibilità di separazione di un corpo ferroelettrico in. 
una serie di zone (domini) separate differenti per la direzione della 
polarizzazione. Sulle superficie di separazione tra questi domini de- 
vono essere soddisfatte le condizioni di continuità della componente 
normale di D e della componente tangente di E. La seconda di queste 
condizioni è identicamente soddisfatta poiché in generale E = 0). 
Dalla prima condizione, invece, segue che le frontiere tra i domini 
devono essere parallele all'asse z. La forma e le dimensioni concrete 
dei domini sono definite dalla condizione di minimo assoluto del 
potenziale termodinamico totale del corpo !). | 

Se i dettagli di questa struttura non ci interessano e consideria- 
mo delle porzioni del corpo grandi rispetto alle dimensioni dei domi- 


ni, si può introdurre la polarizzazione media P rispetto ai volumi del- 


le porzioni considerati. La sua componente 2, può assumere, evi- 
dentemente, valori nell’intervallo tra le ordinate dei punti a e a', 


(Te T)a ‘ i : (Te T) } 


In altre parole, se nel grafico della fig. 14 con P, si intende la pola- 
rizzazione media nel senso suindicato, alla struttura a domini corri- 
sponde il tratto verticale aa’ mentre la curva in grassetto .baa'd' 
si riferisce a tutti gli stati stabili descritti dal corpo. | n 


1) Sottolineiamo che si tratta dell’equilibrio termodinamico totale. Lo 
si può realizzare nei corpi ferroelettrici, ma esso non si ottiene di fatto mai nei 
corpi piroelettrici ordinari in seguito alla già menzionata difficoltà di riorienta- 
mento della polarizzazione in essi (e perciò di formazione dei domini). La 
questione sulle forma e dimensioni dei domini sarà studiata al $ 44 per il caso 
(in molto analogo) di ferromagnetici. Non ci soffermiamo qui sulle particolarità 
specifiche della struttura a domini dei ferroelettrici. Queste particolarità sono 
condizionate, soprattutto, dalla rigidità del legame tra direzione della pola- 
rizzazione e determinati assi cristallografici, dalla grande suscettività dielettrica 
(rispetto alla suscettività magnetica dei ferromagnetici) e dal ruolo più grande 
della strizione. 0 È 
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Passiamo ora ai corpi ferroelettrici appartenenti (nella fase non 
‘piroelettrica) al sistema cubico !). La simmetria cubica ammette l’esi- 
stenza di due grandezze invarianti indipendenti del quarto ordine 
formate con le componenti del vettore P; scegliamo ad esempio: 


(Pî + Pf + P2)° e (P?P} + PRP? + PIPI) 


Allora lo sviluppo del potenziale termodinamico in prossimità del 
punto di transizione (per E = 0) ha la forma 


®=®+a(T-T)(P2+P}+P)+ 
+ B (P2.+ Pè + P3)+ C (P3P3 + PIP + P£P3), (49,14) 


ove a, B, C sono costanti e gli assi x, y, z sono diretti lungo i tre assi 
di simmetria del quarto ordine. 

L'insieme dei termini del quarto ordine nella (19,14) deve rap- 
presentare un'espressione essenzialmente positiva. A tale scopo deve 


‘SSere 
B>0, 3B8+C>0. (49,15) 


La polarizzazione spontanea di un corpo ferroelettrico (per E = 0) 
è determinata dalla condizione di minimo assoluto del potenziale D 
quale funzione di P. In particolare, poiché il termine del secondo or- 
dine e il primo dei termini del quarto ordine non dipendono dalla 
direzione P, la direzione della polarizzazione spontanea è determina- 
ta dalla condizione di minimo dell'ultimo termine nella (19,14) per 
un valore assoluto P dato. Allora sono possibili due casi. Se C > 0, 
al valore minimo di questo termine corrispondono le direzioni di P 
lungo gli assi x, y, z, cioè lungo uno dei tre spigoli del cubo. Se, in- 
vece, C<0, al valore minimo corrispondono le direzioni lungo le 
diagonali spaziali del cubo, cioè Pi = Pî = P? = P?/3. Nel primo 
caso la fase piroelettrica dei corpi ferroelettrici gode della simmetria 
tetragonale e nel secondo caso della simmetria romboedrica. 

Consideriamo in dettaglio, ad esempio, il primo caso (C > 0) 
e supponiamo che la direzione della polarizzazione spontanea coin- 
cida con l’asse z sotto il punto di transizione. La grandezza P, della 
polarizzazione spontanea è determinata (per E = 0) dal minimo 
dell’espressione 

— a(T, — T)P® + BP4, 
da cui 
prote, (19,16) 


1)tSi tratta delle classi cristallografiche 7, e O). Le classi cubiche 7 e Ta 
ammettono anche l’esistenza dell’invariante del terzo ordine P,P,P,; in queste 
condizioni lo stato con P = 0 non può soddisfare a priori la condizione di 
stabilità (unîminimo di ®), cosicché la transizione di fase di seconda specie è im- 
possibile). La simmetria della classe O (così come della classe 77) ammette l’esi- 
stenza dell’invariante P rot P lineare rispetto alle derivate; ciò implica la com- 
parsa di una struttura non commensurabile (cfr. $ 52). 
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Per determinare la dipendenza tra la polarizzazione e il campo E 
si deve aggiungere alla (19,14) il termine — PE (passando così al 


potenziale ©D) ed uguagliare a zero la derivata 0D/0P. 

Per un campo E debole sono piccole anche P,, P,, P, — Po. 
Omettendo nelle equazioni i termini del secondo e di ordine superio- 
re e sostituendovi P,, = Py dalla (19,16) otteniamo per la polariz- 
zazione longitudinale 


4 mi 

Pm P,= DT. E, (19,17) 
e per la polarizzazione trasversale 
B 


(analogamente per P,,)). Sopra il punto di transizione, nella fase non 
piroelettrica, la suscettività dielettrica di un corpo ferroelettrico 
cubico è la stessa in tutte le direzioni: | 


P-= Tg (19,19) 


Soffermiamoci in breve sulle: proprietà elastiche dei ferroelettri- 
ci. 
A seconda della sua classe cristallina la fase non piroelettrica 
può godere o meno delle proprietà piezoelettriche !). Consideriamo 
da principio il primo caso, supponendo che la simmetria ammetta un 
legame piezoelettrico (lineare) tra le deformazioni e la polarizzazio- 
ne lungo l'asse ferroelettrico (asse z). Tali sono le classi cristalline 
D,, Doa, S,; in tutti questi casi la polarizzazione P, entra nella par- 
te piezoelettrica del potenziale termodinamico nella forma seguente 


— Yz, xyPz0xy 

Quanto all'energia elastica dei cristalli a simmetria suindicata, 
la componente 0,, del tensore degli sforzi entra in essa sotto la for- 
ma 

— WxyxyOxy 

In tal modo, per il potenziale termodinamico in prossimità del pun- 
to di transizione abbiamo (per brevità, indichiamo Yzxy = Y» 
Uxy xy u) 2) 
ai E? 
D = D, + a (T— Ti) Pî + BPÎi— YP.0xy 7 UOxy EP, È (19.20) 

1) La fase non piroelettrica dei ferroelettrici, che gode delle proprietà piezo- 
elettriche, può riferirsi alle otto delle dieci classi elencate alla pag. 111: 

Do, Di, Dias Day Dy, Da, Cso Don 


2) Poiché lo sviluppo è di carattere diverso, le definizioni dei tensori ;,£1 
€ U;kIm Non coincidono qui con i tensori indicati con gli stessi simboli intro- 
dotti nel $ 17, ma le loro proprietà di simmetria sono; ovviamente, uguali. ‘ 
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Trascuriamo i termini con le altre componenti di P e 0;; in quanto 
essi non implicano anomalie delle proprietà piezoelettriche in pros- 
simità del punto di transizione. 


Uguagliando a zero la derivata 0D/0P, per E, = costante, ot- 
teniamo l’equazione 


E,= 2a(T — T.;) P, + 4BPì — Voxy- (19,21) 


Le componenti del tensore di deformazione si ottengono derivando 
il potenziale termodinamico (19,20) rispetto alle comppnenti Cor- 
rispondenti di 0;p Go la (17.4)) 1) 


= UnP: + hoy (19,22) 


Nella fase non ciroglettrica per un campo E debole si può tra- 
scurare nell’espressione (19,21) il termine con Pî: : 


E,=2a(T — T)P.— Way 


Sostituendo di qui P, nell'espressione (19,22) abbiamo 


_ vV__ la | 
(= Trorg F+ + rg ]on 


Il coefficiente di 0,, in questa formula funge da modulo di elastici- 
tà per le deformazioni nelle quali si mantiene costante l’intensità del 
campo F,, mentre u nella formula (19,22) è il modulo di elasticità 
per la deformazione a polarizzazione P, costante. Perciò sì può scri- 
vere 


pi) = (19,23) 


(P)_ vÎ 

MT AGZII:! 
ove gli indici superiori indicano il carattere della deformazione. Si 
vede che questi due coefficienti si comportano in modo diverso: men- 
tre put?) è una grandezza costante finita, il modulo pu”) cresce in- 
finitamente in prossimità del punto di transizione 2). i 

Nella fase piroelettrica la formula (19,22) mostra che la polariz- 
zazione spontanea implica una deformazione del corpo. Se non esi- 
stono sforzi interni e si ha che E = 0, la deformazione u,y è propor- 


zionale a P,, cioè varia con la temperatura come VT, — 7. 

Se la simmetria (cubica, per esempio) della fase non piroelettrica 
del corpo ferroelettrico non ammette un effetto piezoelettrico linea- 
re, allora i primi termini diversi da zero nello sviluppo del potenzia- 


1) Su derivazione rispetto alle componenti tensoriali si veda la nota alla 
pag. 112. 

2) È grandezza costante anche il modulo pD) = n + y?/8a che determina 
la deformazione per induzione costante D,. 
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le termodinamico in potenze di 0;, e P sono quadratici rispetto a P, 
cioè hanno la forma 


— VikimP;Px0tm (19,24) 


OVe Yihim è un tensore del quarto ordine simmetrico rispetto alle 
coppie di indici ik e /m. In questi casi, la deformazione che compare 
nella fase piroelettrica sotto l’influenza della polarizzazione sponta- 
nea rappresenta un effetto quadratico (rispetto a P,) per cui varia 
con la temperatura come 7, — 7. 

Possono sorgere dei dubbi sulla legittimità di usare l’espressione 
(19,24) nel potenziale termodinamico poiché nel $ 17 è stato indica- 
to che quest’ultimo può essere usato a condizione di trascurare gli 
effetti quadratici. Tuttavia, i corpi ferroelettrici sono in questo sen- 
so un’eccezione poiché (in prossimità del punto di transizione) l’in- 
tensità E è piccola rispetto alla polarizzazione P (0 all’induzione D), 
a causa della crescita infinita della suscettività dielettrica. L'’in- 
troduzione del potenziale termodinamico era legata al fatto che erano 
trascurate le grandezze di ordine EDu;x(0, il che è lo stesso, EDo;z); 
l’espressione (19,24), invece, è di ordine di D?0;x. 


$ 20. Corpi ferroelettrici impropri 


La teoria della ferroelettricità esposta nel $ 19 è basata sull’iden- 
tificazione del vettore di polarizzazione del cristallo con il parametro 
d’ordine che determina il cambiamento della simmetria cristallina 
per una transizione di fase. Questa ipotesi, tuttavia, non sempre è 
applicabile; può succedere che la comparsa della polarizzazione spon- 
tanea di per se stessa non determini completamente il carattere del 
cambiamento della struttura cristallina. 

Ricordiamo (cfr. V $ 145) che il parametro d’ordine nella tran- 
sizione di fase di seconda specie è una grandezza o un insieme di gran- 
dezze che si trasformano secondo una delle rappresentazioni irri- 
ducibili (non unitarie) del gruppo di simmetria della fase iniziale. 
(simmetrica). Sono esattamente le proprietà di trasformazione del 
parametro d'ordine a determinare il caratterie del cambiamento (del-. 
la diminuzione) della simmetria per una transizione di fase, mentre 
il suo significato fisico concreto è inessenziale. Da parametro d’ordi- 
ne possono fungere varie grandezze fisiche a condizione che esse sia- 
no legate mutuamente da relazioni lineari e perciò identiche rispet- 
to alle loro proprietà di trasformazione. 

La scelta del vettore P come parametro d’ordine è equivalente 
all'ipotesi che quest’ultimo si trasformi secondo la stessa rappre- 
sentazione delle componenti di un vettore (polare). Se la transizione 
di fase procede senza cambiamento della cella elementare del reti- 
colo (più precisamente, soltanto con la sua deformazione), allora si 
tratta delle rappresentazioni irriducibili dei gruppi puntiformi di 


132 : ‘CAPITOLO II 


simmetria, ossia delle classi cristalline. Nelle classi cristalline appar- 
tenenti alla categoria biassica ($ 13) ciascuna componente del vetto- 
re si trasforma secondo una delle rappresentazioni unidimensionali. 
Lo stesso si può dire della componente del vettore lungo l’asse di 
simmetria principale (del terzo, quarto o sesto ordine) dei cristalli 
uniassici. Per tutte queste rappresentazioni può fare da parametro 
d'ordine una componente corrispondente del vettore P, e ad esse si 
riferisce la teoria basata sul potenziale termodinamico (19,1). Le 
componenti di P nel piano perpendicolare all'asse di simmetria prin- 
cipale di un cristallo uniassico si trasformano secondo la rappresen- 
tazione irriducibile bidimensionale e possono servire da parametro 
d’ordine per questa rappresentazione. Infine, nei cristalli con sim- 
metria cubica tutte e tre le componenti del vettore si trasformano 
secondo una rappresentazione tridimensionale; a questo caso si ri- 
ferisce la teoria della ferroelettricità basata sul potenziale termodi- 
namico (19,14). 

Ma esistono anche transizioni ferroelettriche in cui il parametro 
d’ordine si trasforma secondo una rappresentazione irriducibile 
della fase « simmetrica », non corrispondente alle componenti del 
vettore. In questi casi da parametro d'ordine funge non la polarizza- 
zione ma grandezza di altra natura fisica; la polarizzazione sponta- 
nea, invece, compare in un certo senso come effetto secondario (si 
suppone, ovviamente, che la simmetria della fase « asimmetrica » 
ammetta la piroelettricità). Corpi ferroelettrici di questo tipo si 
chiamano impropri e differiscono notevolmente per il carattere del- 
le anomalie dielettriche dai corpi ferroelettrici ordinari *). A questa 
categoria si riferiscono tutte le transizioni ferroelettriche in cui 
cambia la cella elementare, cioè in cui cambia la simmetria di tra- 
slazione del reticolo (le rappresentazioni irriducibili corrispondenti 
non possono essere realizzate a priori da grandezze vettoriali inva- 
tianti rispetto alle traslazioni) ?, ma queste poss o essere anchetran. 
sizioni in cui la simmetria di traslazione del reticolo non cam- 
bia (il parametro d'ordine si trasforma secondo una rappresentazione 
irriducibile del gruppo puntiforme non corrispondente alle compo- 
nenti del vettore). 

In una transizione ferroelettrica ordinaria, quando il cambiamen- 
to della simmetria è determinato completamente dal vettore di pola- 
rizzazione, si passa a un sottogruppo superiore (tra quelli che ammet- 
tono la piroelettricità) del gruppo spaziale della fase iniziale (non 
piroelettrica). Per una transizione ferroelettrica impropria la fase 
piroelettrica fa parte di un sottogruppo di simmetria più bassa. 

Le proprietà termodinamiche concrete dei ferroelettrici impropri 
possono essere le più diverse relativamente alla varietà delle proprie- 


1) La possibilità di esistenza di questi corpi. ferroelettrici è è stata indicata da 


V. L. Indenbom (1960). 
:. 2) Tali sono infatti tutti i ferroelettrici impropri noti. 
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tà di trasformazione delle grandezze che si trasformano secondo le 
rappresentazioni irriducibili più disparate dei gruppi spaziali. Con- 
sideriamo qui (sempre nei limiti della teoria delle transizioni di fase 
di Landau) un solo esempio formale per illustrare alcuni punti di 
principio. | 

Consideriamo la transizione (senza cambiamento della cella ele- 
mentare) di un cristallo non piroelettrico della classe C3, nella clas- 
se C; che consente la polarizzazione spontanea, mentre il parametro 
d’ordine è a due componenti (n, 3) e si trasforma secondo la rap- 
presentazione irriducibile £, del gruppo Cs; le componenti P,, 
P, del vettore di polarizzazione (nel piano perpendicolare all'asse 
C 3) si trasformano invece secondo la rappresentazione £g. 


Il potenziale termodinamico © in prossimità del punto di tran- 
sizione deve essere sviluppato in potenze del parametro d'ordine 
N, N25 e della polarizzazione P,, Py. In questo caso per la comparsa 
della ferroelettricità è necessario che esistano invarianti misti com- 
posti di entrambe queste grandezze, e lineari rispetto al vettore P. 
Nel caso in esame esistono due invarianti di questo tipo: le parti re- 
ale e immaginaria del prodotto (n, + in)? (Px + iP). Come risul- 
tato otteniamo sviluppo della forma 


®=®,+a (TT) n°+ Bn'+xP2 + C,m°[P, aa — QPyWiva + 


+ Cn? [P, (vÎ — Ya) + 2PxYiWa] — EP — Br 


(= ni +, vi = mi/m e i vettori E, P giacciono nel piano xy). 
Il parametro d’ordine e la polarizzazione sono definiti dalla con- 


dizione di minimo di ® (per E = costante). Diamo i soli risultati 
caratteristici che sono evidenti senza dover sviluppare i calcoli re- 
lativi. Il parametro d’ordine nella fase asimmetrica risulta essere 
proporzionale, come per ogni transizione di seconda specie (nella 
teoria di Landau), a (7, — 7)Y?. Quanto alla polarizzazione, essa 
compare come effetto del secondo ordine rispetto a n e perciò è pro- 
porzionale a T, — 7. Per T+ 7, la suscettività dielettrica non 
tende all’infinito (come nei corpi ferroelettrici ordinari) poiché, in 
questo caso, essa non è definita dal coefficiente di n° tendente a zero. 
Tuttavia, essa è soggetta ad una discontinuità finita nel punto di 
transizione. Ciò è dovuto al fatto che nella fase simmetrica il para- 
metro d’ordine n = 0 non cambia sotto influsso del campo E, mentre 
esso cambia nella fase asimmetrica, il che dà un contributo supple- 
mentare alla suscettività. 

E da notare che una transizione ferroelettrica impropria è pos- 
sibile soltanto per parametri d'ordine a più componenti. Infatti, per 
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il parametro d’ordine n a una componente l’invariante misto linea- 
re rispetto a P non potrebbe essere che nP,, ove P, è una delle compo- 
nenti del vettore P (poiché per una rappresentazione unidimensiona- 
le il quadrato n° è già esso stesso invariante). Ma ciò significherebbe 
che n e P, sarebbero identici rispetto alle loro proprietà di trasfor- 
mazione così che P, potrebbe fungere da parametro d’ordine. 


Capitolo III 


CORRENTE CONTINUA 


$ 21. Densità di corrente e conducibilità 


Dallo studio dei campi elettrici generati da cariche immobili 
passiamo ora a considerare il moto stazionario delle cariche nei con- 
duttori (corrente elettrica continua). | È 

Indichiamo con j la densità media del flusso di cariche che viene 
detta densità di corrente elettrica *). Nel caso di una corrente continua 


la distribuzione spaziale di j è indipendente dal tempo e soddisfa 
l'equazione 


divj=0 (21,1) 
che esprime la costanza della carica media totale contenuta in qual- 
siasi parte del volume conduttore. 

Il campo elettrico esistente all’interno del conduttore attraverso 


il quale passa la corrente continua è anch'esso costante e perciò veri- 
fica l'equazione 


rtE=0, (21,2) 


vale a dire che il campo deriva da un potenziale. | 

Alle equazioni (24,1) e (21,2) deve essere associata un’altra equa- 
zione che esprime il legame tra le grandezze j e E. Questo legame di- 
pende dalle proprietà della sostanza conduttrice e nella maggioran- 
za dei casi lo si può ritenere lineare (legge di Ohm). | 

Se il conduttore è omogeneo e isotropo, la dipendenza lineare si 
riduce alla semplice proporzionalità 


j = 0E, (21,3) 


ove il coefficiente o dipende dalla natura e dallo stato del conduttore 
e viene chiamato coefficiente di elettroconducibilità 0, semplicemente, 
conducibilità del corpo. 

Nel conduttore omogeneo o = costante e la sostituzione della 
(21,3) nella (21,1) dà div E = 0. Perciò, in questo caso, il potenziale 
del campo elettrico verifica l’equazione di Laplace Aq = 0. 


1) Nel presente capitolo non consideriamo il campo magnetico generato 
dalla corrente e, quindi, non teniamo conto dell’influsso inverso esercitato da 
questo campo sulla corrente. Per tenerne conto è indispensabile precisare la defi- 
nizione di densità di corrente, ciò che sarà fatto al $ 30. 
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Sulla frontiera di separazione tra due mezzi conduttori la compo- 
nente normale della densità di corrente deve essere, evidentemente, 
continua. Inoltre, secondo la condizione generale di continuità della 
componente tangenziale dell’intensità (derivante dall’equazione 
rot E = 0, cfr. le (1,7) e (6,9)), il rapporto j/o deve essere parimenti 
continuo. Quindi, le condizioni di frontiera per la densità di corrente 
sono: 


Ina = ino jn/0,1 = j:2/0, (21,4) 
o per l’intensità del campo 
O,Eni1 = 0xEns Eia = Eta. (21,5) 


Sulla frontiera tra conduttore e mezzo non conduttore abbiamo 
semplicemente j, = 0 0 E, = 01). o 

Il campo elettrico che mantiene la corrente compie un lavoro mec- 
canico sulle particelle cariche (portatrici di corrente) che si muovono 
nel conduttore; il lavoro compiuto per secondo e per unità di volume 
è uguale, evidentemente, al prodotto jE. Questo lavoro è dissipato 
nella sostanza conduttrice e si trasforma in calore. In tal modo, la 
quantità di calore emanato per secondo per cm* di conduttore omo- 
geneo vale 


jE = 0£* = f?/o (21,6) 


(legge di Joule-Lenz). 

L'emanazione di calore implica un aumento dell’entropia del cor- 
po. Per una emanazione di calore dQ = {E dV l’entropia dell’ele- 
mento di volume considerato aumenta di dQ/T. Perciò la velocità 
di variazione dell’entropia totale del corpo è | 

db jE 
dd | di gv. (24,7) 

In virtù della legge di crescita dell’entropia questa dérivata devé 
essere positiva. Sostituendo in essa j = oE, vediamo che da questa 
condizione si può trarre la conclusione che la conducibilità o deve 
essere positiva. l : 

— In un corpo anisotropo (monocristallo) le direzioni dei vettori j 
e E, in generale, non coincidono e la dipendenza lineare tra queste: 
grandezze si esprime tramite formule del tipo 


Îj, = OinEh (21,8) 


. 1) Badiamo al fatto che le equazioni rot E = 0, div (cE) = 0 e le loro cofi- 
dizioni di frontiera (21,5) presentano un’analogia formale con le equazioni del 
campo elettrostatico nei dielettrici differendo da queste ultime per la sola sosti- 
tuzione di € con o. Questa circostanza consente di trovare soluzioni dei problemi 
sulla distribuzione di corrente in un mezzo conduttore illimitato immediata 
mente secondo le soluzioni dei problemi elettrostatici analoghi. Se esistono 
frontiere tra conduttore e mezzo non conduttore questa analogia non serve perché 
nell'elettrostatica non esistono mezzi con e = 0. 
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ove le grandezze 0;, costituiscono un tensore simmetrico (si veda più 
avanti) di secondo rango (tensore di conducibilità). 

Qui è indispensabile fare la seguente osservazione. La simmetria 
del cristallo di per sé potrebbe consentire la presenza di un termine 
libero nella relazione lineare tra j e E, 


ji = 0nEx + iP 


dove j‘(® è un vettore costante. La presenza di questo termine signi- 
ficherebbe che il conduttore è piroelettrico, cioè in assenza di corren- 
te (j = 0) in esso esisterebbe un campo non nullo. In realtà, tutta- 
via, ciò è impossibile in virtù della legge di crescita dell’entropia: 
il termine j(%E nell’espressione integranda della formula (21,7) po- 
trebbe avere a priori sia segno positivo che segno negativo per cui la 
derivata dY/dt non sarebbe una grandezza sostanzialmente positiva. 

Come in un mezzo isotropo la condizione d9/dt > 0 implica la 
positività di o, anche in un corpo anisotropo da questa deriva la 
positività dei valori principali del tensore G;y. 

La dipendenza del numero di componenti indipendenti del tenso- 
re dalla simmetria del cristallo è la stessa che vale per ogni tensore 
simmetrico di secondo rango (cfr. $ 13): nei cristalli biassici tutti e 
tre i valori principali sono distinti, in quelli uniassici due di questi 
valori sono uguali, nei cristalli cubici sono tutti e tre uguali, vale a 
dire che un cristallo cubico si comporta relativamente alle sue pro; 
prietà di conducibilità come un corpo isotropo. . je 4 

La simmetria del tensore di conducibilità iena 


Cin = Ori x | Dan et, 9) 


deriva dal principio di simmetria dei coefficienti cinetici. La formula- 
zione di questo principio generale, dovuta a ZL. Onsager, comoda per 
le applicazioni qui e in seguito ($$ 26-28), consiste in quanto segue 
(cfr. V $ 120). 

Siano %,, X», . . . alcune grandezze che caratterizzano lo stato di 
un corpo in ogni sue punto. Introduciamo ineltre le grandezze 


o) 

Ka ua o 2, (21,10) 
ove $S è l'entropia per unità di volume del corpo e la derivata si cal- 
cola a energia costante di questo volume. In uno stato vicino all’equi- 
librio le grandezze x, sono prossime ai loro valori di equilibrio, e le 
grandezze X, sono piccole. In questo caso nel corpo avvengono i pro- 
cessi tendenti a portarlo nello stato di equilibrio. Si può affermare in 
generale che le velocità di variazione delle grandezze x, per questi 
processi sono funzioni in ogni punto del corpo dei soli valori delle 
grandezze x, (o X) negli stessi punti. Sviluppando queste funzioni 
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in serie di potenze di X, e limitandosi ai termini lineari dello svi- 
luppo, si ottengono relazioni della forma 


dra __ 


Gi = — di Vavkp: (21,11) 
b 


Allora si può affermare che i coefficienti ya» (coefficienti cinetici) 
sono simmetrici rispetto agli indici a e b1): 


— Pab = Vba (21,12) 


I 


alito Avi iui, 
Per l’uso di questo principio è necessario, una volta scelte in 
modo appropriato le grandezze x, (o direttamente le loro derivate 
Xa), definire le X, corrispondenti. Di solito, questo problema può 


essere risolto facilmente mediante la formula che determina la velo- 
cità di variazione con il tempo dell’entropia totale del corpo: 


df __ dx o 
dd _ \ x x.-G8 dV, (24.13) 
a 

ove l’integrazione è estesa a tutto il volume del corpo. 
Nel caso in esame quando la corrente passa per il conduttore la 
formula (241,7) esprime questa velocità. Confrontandola con la for- 


mula (21,13) vediamo che, considerando come grandezze x, le com- 
ponenti del vettore densità di corrente j, le grandezze corrispondenti 
Xx saranno le componenti del vettore — E/7. Il confronto delle 
formule (21,8) e (21,11) mostra, invece, che da coefficienti cinetici 
fungono le componenti del tensore di conducibilità, moltiplicate per 
T, la cui simmetria deriva, quindi, immediatamente dalle relazioni 
generali (21,12). 


Problemi 


. 1. In un mezzo conduttore è immerso un sistema di elettrodi mantenuti 
a potenziali g, costanti. Da ciascuno degli elettrodi esce una corrente J,. Deter- 
minare il calore di Joule totale emesso nel mezzo in un secondo. 

Soluzione. Il calore cercato Q è dato dall’integrale 


0= Î jJEdV=— | iva dV=— | div (9j) dV 


esteso al volume del mezzo. Trasformiamo questo integrale in quello di superficie 
tenendo conto che sulla frontiera esterna del mezzo j, = 0 e sulla superficie 
degli elettrodi p = costante = g,. Come risultato otteniamo 


Q=)) Pat a- 


1) É supposto che le grandezze x, e x) si comportino in modo uguale nei 
confronti del cambiamento di segno del tempo. 


CORRENTE CONTINUA 139 


2. Determinare la distribuzione del potenziale in una sfera conduttrice 
nella quale la corrente J entra attraverso un polo e esce attraverso quello opposto. 
Soluzione. In prossimità dei poli O e O' 
(fig. 15) il potenziale deve avere la forma, ri- 
spettivamente, O 


P=570k, ° 9" nor, * 


ove Ri, R. sono le distanze dai due poli. Queste 
funzioni verificano l’equazione di Laplace e gli 5 


integrali — o | p-dj estesi a semisferi infinitesimi 


attorno ai punti O e 0’ valgono + J. Cerchiamo 
il potenziale in un punto quasliasi P della sfera 
nella forma 


J 4 1 — 
= 2110 {7 at). O 

ove + è una soluzione dell’equazione di Laplace Fig. 15 
non avente poli all’interno della sfera e sulla sua 
superficie. Dalla simmetria è evidente che y (come anche @) è funzione delle 
sole coordinate sferiche r e 0. i 

Sulla superficie della sfera (r = a) deve essere d9/07 = 0. Derivando di 
qui troviamo per y la condizione al contorno seguente: 


Coni ( 1 


— 


Se. f (r,. 9) è una soluzione dell’equazione di Laplace, la funzione rf (r, 6) dr 


ot 


è anch'essa una soluzione 1). Confrontando con la condizione al contorno scritta 
precedentemente è facile concludere che la soluzione. 


iii 


la soddisfa. Sostituendovi R3,a = (a? 4 r? Fr 2ar cos 0)1/2 e integrando, infine 
otteniamo 


q=-L i1_ 11 (Arsh atr così cos 6 — Arsh SL 008 6 } 
A a rsen0 r'sen @ 
(9 è calcolata a partire dal valore g = 0 per r = 0). | | 
3. Mostrare che la distribuzione di una corrente in un-mézzo: conduttore 
corrisponde a un minimo della dissipazione di energia. 


1) È facile dimostrarlo con una verifica diretta e anche per il fatto che la 
soluzione cercata f (r, 8) dell’equazione di Laplace dipendente dalle sole variabi- 
li r, 0 può essere rappresentata nella forma 


f= Si onr®Prn (cos 0), 
n 
ove cn sono costanti e P, polinomi di Legendre. 
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Soluzione. Si tratta‘ del minimo dell’integrale 
N ' ‘9 
\ jE dv = | I gv 


con la condizione complementare div j= 0 cheesprimela conservazione della 
carica. Variando rispetto a j l’ integrale 


| | (È 29 divi) dV 


(29 è un fattore di Lagrange indeterminato) e uguagliando la variazione a zero, 
otteniamo l'equazione j= — oV® o Ò 


rot (j/0) = 0 


coincidente con le equazioni (24,2) e (21,3). 


$ 22. Effetto Hall 


Se un conduttore si trova. in un campo magnetico esterno H, il 
legame tra la densità di corrente e l'intensità del campo elettrico È 
dato come prima dalle relazioni 


ji = Gialix 


ma le componenti del tensore di conducibilità 0;, sono funzioni di 
H e, che è più importante, non sono più simmetriche rispetto agli 
indici ik. La simmetria di questo tensore è stata dimostrata nel $ 21 
partendo dal principio di simmetria dei coefficienti cinetici. Ma in 
un campo magnetico, come è noto, la formulazione di questo princi- 
pio cambia un po’: simultaneamente alla permutazione degli indici 
nei coefficienti cinetici deve essere invertita la direzione del campo 
magnetico (cfr. V $ 120). Perciò per le componenti del tensore 
Cin (H) avremo ora le relazioni 


01 (H) = 0%; (-H). (22,1) 


Le grandezze 0;, (H) e 04; (H) non sono affatto uguali. | 

Come ogni tensore generale del secondo ordine il tensore G;y si 
può dividere in una parte simmetrica e una asimmetrica che indi 
chiamo con s;x © dix, rispettivamente: 


OCih = Sik + dik. (2,2) 
Per definizione, | | 
I. (H) = sp; (H), di; (H) = di (H) (22,3) 
e dalla (22,1) segue che 
Sik (H) = Ski (—H) = Sin (—H), (22.4) 


a; (H) = ax; (-H) = —aa (—H). 


In tal modo, le componenti del tensore s;, sono funzioni pari del 
campo magnetico e quelle del tensore a;; dispari. 
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Come è noto, ogni tensore asimmetrico del secondo ordine a;, è 
equivalente (duale) a un vettore assiale al quale le sue componenti 
sono legate dalle relazioni 


Axy 2 0g, baz a _ dy dyz = Ax. (22,9) 


Questo vettore permette di scrivere le componenti del prodotto a;, E, 
sotto forma delle componenti del prodotto vettoriale [Ea]: 


Îa = 0nEn = sE + [Ea];. (2,6) 


Il calore di Joule emanato dal passaggio di una corrente è deter- 
minato dal prodotto jE. I vettori [Ea] e E sono perpendicolari, il loro 
prodotto si annulla identicamente in modo che 


JE = siafiEn (22,7) 


vale a dire che il calore di Joule è determinato (per intensità E asse- 
gnata) dalla sola parte simmetrica del tensore di conducibilità. 

Se il campo magnetico è sufficientemente debole, le componenti 
del tensore di conducibilità si possono sviluppare secondo le poten- 
ze di tale campo. Poiché la funzione a (H) è dispari, nello sviluppo di 
questo vettore entreranno i soli termini con potenze dispari. I primi 
termini dello sviluppo sono lineari rispetto al campo, cioè hanno la 
forma 


A; = Cip y. (22,8) 


I vettori a e H sono entrambi assiali; perciò le costanti a; costitui- 
scono un tensore ordinario (polare). Nello sviluppo delle funzioni pari 
Six (H) entrano i soli terminicon potenze pari. Il primo termine dello 
sviluppo è la conducibilità 0 in assenza di campo, e i primi termini 
di correzione sono quadratici rispetto al campo: 


Sin=0î% + BinimH Hm (22,9) 


Tl tensore Bix:;m è simmetrico rispetto agli indici it e rispetto agli 
indici lm. 

Quindi, l’effetto principale dell’influenza del campo, lineare 
rispetto al campo magnetico è contenuto nel termine [Ea] (effetto 
Hall). Esso consiste, come si vede, nella comparsa di una corrente 
perpendicolare al campo elettrico e proporzionale all’intensità del 
campo magnetico. Si deve, tuttavia, tener conto che nel caso generale 
di un mezzo anisotropo arbitrario la corrente di Hall non è l’unica 
ad essere perpendicolare a E; può avere tali componenti la corrente 
sinE, non di Hall. È 

L'effetto Hall ha un altro aspetto derivante dalle formule inverse 
che esprimono il campo E in funzione della densità di corrente: 


- 1 . I 
pi 


E;=07gjb . 
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Il tensore inverso 0j}, così come 0;}, si può dividere in una parte 
simmetrica (che indichiamo con p;x) e una asimmetrica duale ad 
un certo vettore assiale b: 


Ei = Pila + lib]. (22,10) 


Il tensore p;, e il vettore b godono delle stesse proprietà di s;, e a. 
In particolare, in campi deboli il vettore b è lineare rispetto al cam- 
po magnetico. Nelle formule (22,10) l’effetto Hall è rappresentato 
dal termine [jb], cioè dalla comparsa di un campo elettrico perpen- 
dicolare alla corrente e proporzionale al campo magnetico (e alla 
corrente j). 

Tutte le relazioni precedenti si semplificano molto se il condut- 
tore è isotropo. In questo caso, da considerazioni di simmetria, è 
evidente che il vettore b (o a) può essere diretto soltanto lungo il 
campo magnetico. Le uniche componenti non nulle del tensore p;x 
SONO Pxx = Pyy ® P2z OVE l’asse z coincide con la direzione del campo. 
Indicando queste due grandezze con p;, fp; e considerando il piano 
xz passante per la direzione della corrente avremo 


Ex _ Li Ey = —bix, E, _ ni 2. (22,11) 


Di qui si vede che in un conduttore isotropo il campo di Hall è 
l’unico campo elettrico perpendicolare simultaneamente alla cor- 
rente e al campo magnetico. 

Nei campi magnetici deboli, il legame tra i vettori b e H è dato 
(in un corpo isotropo) da una semplice relazione 


— — RH. (22,12) 


La costante A (costante di Hall) può essere sia positiva che negativa. 
Per quanto riguarda i termini quadratici rispetto a H nella relazione 
tra E e j (che entrano mediante il tensore p;x), la loro forma è chiara 
poiché gli unici vettori che si possono costruire con j e H (lineari rispet- 
to a j e quadratici rispetto a H) sono H (jH) e jH?. Perciò la forma 
generale della relazione tra E e j in un corpo isotropo ed includendo 
i termini quadratici rispetto a H è data dalla formula 


E = 00% + R [Hi] + Bj8° + BH (Hj). (22,13) 


Problema 

Esprimere le componenti del’ tensore inverso oi in funzione delle com- 
ponenti s;z e a. 

Soluzione. Per rendere più semplici i calcoli, consideriamo un sistema di 
coordinate x, y, z in cui il tensore s;y è ridotto agli assi principali; in seguito, 
dal tipo di espressioni che si ottengono è facile avere un’idea sulla loro forma 
generica in un sistema di coordinate arbitrario. Il determinante del tensore è 


Sex. az, — @dy 
|o|=|—az Syy Ax |= SxxSyySez + Sxx0% 4 Syy0j it 82202. 
Oy —0x Sagl 


CORRENTE CONTINUA 143 


Evidentemente, nel case. generale 
1o]=1s{ 4 s;0;0p. | 


Costruendo anche i minori di questo determinante, troviamo le componenti del 
tensore inverso 


SuySzz | 2°. AxAy — Az$ 
_ 'yy9zz Tx 1° __ OY Z°Z2Z 
Oxa = Pare TT Sata = ET? 


Le espressioni generali che si trasformano in queste, nel sistema di|coordinate 
in esame, sono: 


PiRSTIT {si lsl+tajag}, bi= TIT Sint 


il che risolve il problema posto. 


$ 23. Differenza di potenziale di. contatto 


Per estrarre da un conduttore attraverso la sua superficie una 
particella carica è necessario compiere su quest’ultima un determi- 
nato lavoro. Viene detto lavoro d’uscita il lavoro da compiere sulla 
particella per estrarla in modo termodinamicamente reversibile. 
Questa grandezza è sempre positiva come segue immediatamente dal 
fatto che una carica puntiforme è attratta da ogni corpo neutro ivi 
compreso ogni conduttore (cfr. $ 14). Indichiamo questo lavoro con 
eW ove e è la carica della particella; il segno del potenziale d’uscita W 
così definito coincide con il segno della carica della particella e- 
stratta. | 

Il lavoro d'uscita dipende sia dalla natura del conduttore (e dal 
suo stato termodinamico: temperatura, densità) che dalla natura della 
particella carica. In un medesimo metallo, ad esempio, il lavoro di 
uscita è diverso a seconda che la carica rimossa dalla sua superficie 
sia un elettrone di conduzione o uno ione. È necessario sottolineare 
anche che il lavoro di uscita è una grandezza che caratterizza la 
superficie del conduttore. Perciò esso dipende, ad esempio, dal modo 
di lavorazione e dal grado di « impurezza » della superficie. Se il 
conduttore è un monocristallo il lavoro di uscita è diverso anche per 
le sue facce diverse. | 

Per precisare la natura fisica della dipendenza del lavoro di 
uscita dalle proprietà della superficie, stabiliamo il suo legame con 
la struttura elettrica dello strato superficiale della sostanza. Indican- 
do con gp (x) la densità delle cariche, non media rispetto agli ele- 
menti di lunghezza fisicamente infinitesimi lungo l’asse x (perpendi- 
colare al piano dello strato), scriviamo l’equazione di Poisson nello 
strato superficiale: | | 


d? 
da? = — 4rp. 
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Supponiamo che al dominio del conduttore corrisponda x < 0. Inte- 
grando una prima volta otteniamo 


Xx 
$ = — 4a \ dx 


effettuando ‘per parti l'integrazione successiva: | 
] 
I 


PP P_o = — 4NT Î pdx + sn (20 dx. 


x | 
Per x + co l’integrale \ pg dx tende molto rapidamente la zero (in 
— 00 


quanto la superficie del conduttore non carico è elettricamente neu- 
tra). Perciò 
+00 
P(+.900) + p(- 00) = dr | cp da. 


- 00 


L’integrale che figura nel secondo termine dell'uguaglializa rappre- 
senta il momento di dipolo delle cariche distribuite in prossimità 
della superficie del corpo. Questa distribuzione è caratteristica di un 
doppio strato in cui le cariche di 
segno opposto sono distribuite in 


| SH modo tale che il momento di di- 
ST LL 1: polo del sistema è diverso da zero. 
E? 


La struttura del doppio strato di- 


SE 2 ° pende, ovviamente, dalle proprietà 


della superficie (dalla sua direzio- 

I È b ne cristallografica, dall’impurezza 
LI ZI, ecc.). La differenza di) potenziale 
DE di uscita dalle diverse superficie di 

a uno stesso conduttore è determi- 


nata dalla differenza rà i loro mo- 
. menti di dipolo. 

Fig. 16 Se due conduttori distinti si 
trovano a contatto fra essi, può 
avvenire uno scambio di particelle cariche. In questo caso le cariche 
passeranno dal corpo con lavoro di uscita minore a quello con lavoro 
di uscita maggiore finché tra i due conduttori non si sarà stabilita 
una differenza di potenziale che impedisca il passaggio di cariche, 

ossia la cosiddetta differenza di potenziale di contatto. 
Nella fig. 16 è rappresentata la sezione trasversale di due condut- 
tori a contatto (a e b) in prossimità delle loro superficie libere 40 
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e OB. Indichiamo i potenziali di queste superficie con gg|0 ga, ri- 
spettivamente; la differenza di potenziale di contatto è @,, = ®g — 
— @a. Il legame quantitativo tra questa differenza e i lavori di 
uscita si stabilisce dalla condizione di equilibrio termodinamico. 
Consideriamo il lavoro che dovrebbe essere compiuto su una parti- 
cella di carica e per allontanarla dal conduttore a attraverso la su- 
perficie AO quindi portarla sulla superficie OB e, infine, introdurla 
all’interno del conduttore bd; nello stato d’equilibrio termodinamico 
questo lavoro dovrebbe essere uguale a zero !). Il lavoro che si com- 
pie sulla particella in ciascuna delle tappe del cammino indicate 
sono uguali aeW.,,e(®P, — da) e —eW,, rispettivamente. Uguaglian- 
done la somma a zero, otteniamo la relazione cercata 


da = Wo — Wa. | (84) 
Quindi, la differenza di potenziale di contatto tra le superficie libe- 
re vicine di due conduttori a contatto è uguale alla differenza dei 
loro potenziali di uscita. 

L'esistenza della differenza di potenziale di contatto implica la 
comparsa di un campo elettrico nello spazio esterno ai conduttori. 
È facile determinare questo campo in prossimità del punto di con- 
tatto. In un piccolo dominio in prossimità della linea di contatto 
(il punto O della fig. 16) i lati intersecantisi dei conduttori si posso- 
no considerare come piani. Il potenziale del campo esterno ai con- 
duttori verifica l’equazione 

1 00.09) 1 dp 
hp=+ 5 (r dr ) r° 00? =0 
(r, 6 sono le coordinate polari con O come origine), mentre sui lati 
AO e OB esso deve assumere valori dati costanti. In questo caso ci 
interessa trovare la soluzione contenente la potenza di r più piccola: 
essa rappresenterà il termine principale dello sviluppo del potenziale 
in potenze della distanza r sufficientemente piccola. Questa soluzio- 
ne è g = cost-0. Calcolando l’angolo 0 dal lato A0 e ponendo il suo 
potenziale per convenzione nullo, otteniamo 


p= 2 0, (23,2) 


ove a è l'angolo A0B. Quindi, le linee equipotenziali (nel piano 
della figura) sono le semirette divergenti dal punto O. L° intensità 
del campo vale | 


10 1 NA è 
| 
1) In realtà, ovviamente, il passaggio della particella da un conduttore 
all'altro può avvenire soltanto attraverso la superficie di contatto e non 
attraverso lo spazio circostante. Supponiamo, tuttavia, che il lavoro di questo 


passaggio sia indipendente dal percorso. | 


146 CAPITOLO III 


cioè decresce in modo inversamente proporzionale alla distanza dal 
punto O. 

Come si è detto, le differenze di potenziale « di contatto » esisto- 
no anche tra diverse facce di un monocristallo metallico. Perciò 
il campo elettrico del tipo suindicato deve esistere anche in prossi- 
mità degli spigoli del cristallo 1). 

Se esiste un sistema di conduttori metallici collegati in serie 
(che si trovano a temperatura uguale), la differenza di potenziale 
tra i conduttori estremi è uguale (come è facile concludere sulla base 
della formula (23,4)) semplicemente alla differenza dei loro poten- 
ziali di uscita, come nel caso di due conduttori a contatto diretto. 
In particolare, se i due estremi del circuito sono del medesimo metal- 
lo, la differenza di potenziale tra questi estremi è nulla. Questa cir- 
costanza, d'altra parte, è già evidente a priori: se tra conduttori 
uguali esistesse una differenza di potenziale, chiudendo il circuito 
comparirebbe una corrente, il: che contraddice il. secondo principio 
della termodinamica, 


$ 24. Elemento galvanico 


L'osservazione fatta alla fine del paragrafo precedente non è va- 
lida se il circuito contiene conduttori nei qualii portatori di 
corrente sono di diversa natura (metalli e soluzioni elettrolitiche). 
Poiché il lavoro di uscita di un medesimo conduttore è diverso ri- 
spetto a differenti particelle cariche (elettroni e ioni), la somma di 
tutte le differenze di potenziale di contatto nel circuito in questione 
è diversa da zero anche se i conduttori alle estremità sono uguali. 
Questa somma si chiama forza elettromotrice del circuito; essa non 
rappresenta altro che la differenza di potenziale tra due conduttori 
uguali che si trovano agli estremi di un circuito aperto. Chiudendo 
questo circuito vi compare una corrente; su ciò è basato il funziona- 
mento degli elementi galvanici. In questo caso sono le trasformazioni 
chimiche, che si verificano nell’elemento galvanico, la sorgente di 
energia che mantiene il passaggio di corrente nel circuito. 

‘ Descrivendo qualsiasi contorno chiuso all’interno di un circuito 
chiuso si deve ritrovare il valore iniziale, del potenziale del campo, 
vale a dire che la sua variazione totale è uguale a zero. Consideria- 
mo, per esempio, un contorno passante sulla superficie dei condutto- 
ri. Nel passare da un conduttore all’altro il potenziale fa dei salti 
Pas. La caduta di potenziale lungo ciascuno dei conduttori in pre- 
senza della corrente J (corrente totale attraverso la sezione) vale 


1) În condizioni reali tutti questi campi, di solito, sono’ compensati. dal 
campo di ioni che dall’atmosfera «si appiccicano » alla superficie. 
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RI, ove R è la resistenza del conduttore. Perciò la variazione totale 
del potenziale lungo il circuito vale 


2 Pan — Yi JR. I 


Uguagliando a zero questa espressione e osservando che la corrente J 


è continua lungo tutto il circuito, mentre la somma dI Par è la forza 
elettromotrice €, troviamo che 


in modo che la corrente generata in un circuito da un elemento gal- 
vanico è uguale alla forza elettromotrice divisa per la resistenza to- 
tale di tutti i conduttori del circuito (compresa, si intende, anche 
la resistenza interna dell’elemento stesso). 

Sebbene la forza elettromotrice dell'elemento galvanico possa 
essere espressa come somma delle differenze di potenziale di contat- 
to, è importante sottolineare qui che in realtà è una grandezza ter- 
modinamica definita esclusivamente dagli stati di volume dei con- 
duttori e assolutamente indipendente dalle proprietà delle loro 
superficie di separazione. Ciò è già chiaro dal fatto che € non rap- 
presenta altro che il lavoro (per carica unitaria) che bisogna compiere 
su una particella carica per farla percorrere in senso inverso tutto il 
circuito chiuso. | 

Per evidenziare questa circostanza consideriamo un' elemento 
galvanico composto da due elettrodi metallici (metalli A e B) im- 
mersi in una soluzione di elettroliti AX e BX (X° è un qualunque 
anione). Siano GL, e Lg i potenziali chimici dei metalli A, Be Z,x è 
Cgx i potenziali chimici degli elettroliti nella soluzione 1). Il passag- 
gio di una carica elementare e lungo un circuito chiuso significa il 
passaggio dello ione 4* dall’elettrodo A alla soluzione, e il passag- 
gio dello ione B* dalla soluzione all’elettrodo, mentre il cambiamen- 
to delle cariche degli elettrodi è compensato dal passaggio di un 
elettrone dall’elettrodo A all’elettrodo 8 lungo la parte esterna del 
circuito. Il risultato di questi processi è che l’elettrodo A perde 
un atomo e l'elettrodo 8 ne acquista uno e nella soluzione elettroli- 
tica una molecola BX viene sostituita da AX. Poiché il lavoro 
compiuto nel processo reversibile (a temperatura e |pressione 
costanti) è uguale alla variazione del potenziale termodinamico del 
sistema, troviamo la relazione Di i Ò 


eEapn= (tn tnx) — (Ca tax) (24,2) 


x | 
che esprime la forza elettromotrice dell’elemento in funzione delle 
proprietà di volume degli elettrodi e della soluzione elettrolitica. 


1) Si tratta qui della definizione ordinaria del potenziale chimico per una 
particella. l 


10% 
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‘La forma della relazione (24,2) consente di trarre la seguente 
conclusione. Se nella soluzione si trovano tre elettroliti (AX, BX, 
CX) e se in esso sono immersi tre elettrodi metallici A, 2, C le forze 
elettromotrici tra ciascuna coppia di essi sono legate dalla relazione 


Can't é5c= 610c- (24,3) 


Le relazioni termodinamiche generali permettono di stabilire un 
legame tra la forza elettromotrice dell’elemento galvanico e l’effet- 
to termico che accompagna il passaggio di corrente attraverso il 
circuito, processo che in condizioni reali è, ovviamente, irreversibile. 
Sia Q la quantità di calore emanato (sia nell’elemento stesso che 
nella parte esterna del circuito) al passaggio di una carica unitaria; 
questa grandezza non è altro che il calore termochimico della rea- 
zione che si verifica all’interno dell'elemento galvanico al passaggio 
della corrente. Secondo una nota formula termodinamica (cîr. V 
$ 91), esso è legato al lavoro € dalla seguente relazione: 


= 17 (È). (24,4) 


La definizione della derivata parziale rispetto alla temperatura che 
figura in questa espressione dipende dalle condizioni in cui si svolge 
il processo; così, se il passaggio di corrente ha luogo a pressione co- 
stante (come avviene di solito), allora la derivazione va fatta a pres- 
sione costante, 


$ 25. Elettrocapillarità 


Le cariche sulla frontiera tra due mezzi conduttori influiscono 
sulla tensione superficiale della frontiera stessa. Questo fenomeno si 
chiama elettrocapillarità. Infatti, si tratta di due mezzi liquidi, solita- 
mente della frontiera tra un metallo liquido (mercurio) e la soluzione 
elettrolitica. 

indichiamo con @, e @, i potenziali dei due conduttori e con e, 
€, le cariche site in prossimità della loro superficie di contatto. 
Queste ultime sono di valore assoluto uguale e di segno opposto e 
formano così lungo questa superficie un doppio strato. 


Il differenziale del potenziale $ di un sistema di due conduttori, 
tenendo conto della loro superficie di separazione, a pressione e tem- 
peratura date, è 


db = a dS — e, dpy — cado»: (25,1) 


Il termine a dS rappresenta il lavoro della variazione reversibile 
dell’area S della superficie di separazione (a è il coefficiente della 
tensione superficiale; cîr. V_$ 154). 
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Al posto del potenziale termodinamico È nella formula (25,1) si 


può scrivere solamente la sua parte superficiale D, poiché quella 
volumetrica, a pressione e temperatura date, resta costante e quindi 
non presenta qui alcun interesse. Ponendo e, = — e, = e e intro- 
ducendo la differenza di potenziale g = ©, — , riscriviamo la 
(25,1) nella forma | 


dp, = a dS — e de. (25,2) 
Di qui risulta che 
0Ds \ _ 

I (È ) 33% (25,3) 
ove il coefficiente a è espresso in funzione di g. Integrando questa 
relazione troviamo che D, = «$S. Sostituendo il risultato di nuovo 
nella (25,2) otteniamo d (18) = a dS — e dq; ossia S da F — e dg, 
e di qui | 

da. 
93 -(#) T? | (25,4) 


ove o = e/S è la carica riferita a 1 cm? di superficie. IÌ rapporto 
(25,4), dedotto da G. Lippmann e J. W. Gibbs, è la formula fonda- 
mentale della teoria dei fenomeni elettrocapillari. 

Nello stato di equilibrio termodinamico il potenziale ® deve 
essere minimo per valori assegnati dei potenziali elettrici dei condut- 
tori. Considerandolo come funzione delle cariche superficiali e, scri- 
viamo le condizioni necessarie del minimo: 


0% 0, 3.0, (25,5) 


: i 
ove si è supposto che le derivate siano calcolate ad area S costante. Per 


calcolare le derivate esprimiamo È, in funzione del potenziale ter- 
modinamico ®, = ®, (e) mediante 


Db, = D, (e) — 6101 — C202 = Ps (e) — eq. i (29,6) 
La condizione di nullità della derivata prima dà 
0e _ Le 
de a _9=0 


la ‘condizione di positività della derivata. seconda assume. la forma 


0 Ds __ d°Ds __ 99 __1 09 
de — de © de © S za >» 


ossia. | 
20 30. (25,7) 
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È naturale aspettarsi questa condizione se si considera il doppio 
strato della superficie come un « condensatore » di capacità de/0q. 
° Derivando l'uguaglianza (25,4) rispetto a @ e usando l’espressio- 
ne (20,7) troviamo che 
si | 0°, 

GET Z0. (25,8) 
Ciò vuol dire che nel punto di cui da/0g = —o = 0 la curva della 
diperidenza di a da © ha il massimo. 


$ 26. Fenomeni termoelettrici 


, .La condizione dell'assenza della corrente in: un metallo corri- 
sponde all’equilibrio termodinamico rispetto agli elettroni di condu- 
cibilità. Essa richiede, come è noto, che con la temperatura sia 
(lungo il corpo) costante anche la somma eg + Go, ove G, è il poten- 
ziale chimico degli elettroni di conducibilità nel metallo (per pg = 
= 0). *). Se si ha a che fare con un metallo di composizione non omo- 
genea, allora È, in esso varia anche a temperatura costante. Perciò 
la costanza del potenziale elettrico @ in questo caso non conduce 
affatto all’assenza della corrente nel metallo sebbene l’intensità E = 
= —grad g sia nulla. Questa circostanza rende inconveniente la 
definizione ordinaria di p (come valore medio del potenziale reale) 
se si vogliono considerare anche conduttori non omogenei. i 
È naturale accettare come nuova definizione di potenziale la som- 
ma qg + É,/e che indicheremo in seguito semplicemente con @ 2). In 
un metallo omogeneo questa definizione si riduce all’aggiunta al 
potenziale di una costante inessenziale. Così l’« intensità » E = 
= —grad g (che useremo) coincide con l’intensità media vera e 
propria soltanto in un metallo omogeneo e nel caso generale ne dif- 
ferisce per il gradiente di una certa funzione di stato 8). 

Con questa definizione la corrente si annulla con l’intensità 
all'equilibrio termodinamico (rispetto agli elettroni di conduzione) 
e il legame tra j e E sarà dato dalla formula j = GE (0 j; = 0;xÉ%) 
anche in un metallo di composizione non omogenea. - 

Consideriamo ora un metallo riscaldato non uniformemente all’in- 
terno del quale comunque non esiste equilibrio termodinamico (elete 


1) Cfr. V $ 25; intendiamo-qui con È il potenziale chimico riferito di solito 
a una particella (elettrone). | | | 

2) Si può formulare questa definizione altrimenti, e cioè: il nuovo valore 
eq è la variazione dell’energia libera per introduzione (isotermica) nel metallo 
di un elettrone; in altre parole, p = 4F/90, ove F è l’energia libera del metallo 
e p la carica degli elettroni di conducibilità riferiti al volume unitario. 

3) Sottolineiamo che in questo caso il prodotto eE non rappresenta più la 
forza agente sulla carica e. Questa circostanza può rendere inconveniente questa 
definizione di E (opportuna nella teoria fenomenologica) nella teoria microsco- 
pica per il calcolo dei coefficienti cinetici (cfr. X $ 44). 
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tronico). Allora l'intensità E è non nulla anche in assenza di corren- 
te. Nel caso generale allorché sono non nulli sia la densità di corrente 
j che il gradiente della temperatura V7, il legame tra queste gran- 
dezze e l’intensità del campo può essere scritto nella forma 


E= Da j— vr. (26,4) 


Qui o è la conducibilità ordinaria e a un’altra grandezza che ca- 
ratterizza le proprietà elettriche del metallo. Per semplicità, sup- 
poniamo qui che la sostanza sia isotropa (o goda di simmetria cubi- 
ca) e, ciò premesso, scriviamo i coefficienti di linearità sotto forma 
di grandezze scalari. La dipendenza lineare di E da V7 rappresenta, 
ovviamente, solo il primo termine dello sviluppo che è sufficiente 
a causa della piccolezza del gradiente della temperatura (circostanza. 
che sempre si verifica). 


La stessa espressione (26, 1) scritta nella forma 
j=0(E— av7), (26,2) 


mostra che in un metallo riscaldato non uniformemente può passare 
corrente anche se l'intensità E è nulla. 

Accanto alla densità di corrente elettrica j consideriamo anche la 
densità del flusso di energia che indichiamo con q. Prima di tutto si 
deve separare da questo flusso una grandezza gj dovuta semplicemen- 
te al fatto che ogni particella carica (elettrone) trasporta un energia 
eq. :La differenza q.— ij, però, non dipende più dal potenziale stes- 
so e può essere rappresentata nel caso generale sotto forma di una 
funzione lineare dei gradienti Vp = —E e V7 analogamente alla 
formula (26,2) per la densità di eorrente. Scriviamo per il momento 
questa formula nella forma 


q- gj= BE— yV7. 
1) principio di simmetria dei coefficienti cinetici consente di legare 
il coefficiente f} con il coefficiente a che figura nell’espressione (26,2). 
A tale scopo calcoliamo la velocità di variazione dell’entropia 
totale del conduttore. La quantità di calore emanata per unità di 
tempo e. di volume è — div q. Perciò si può scrivere 
CA ‘ divq ;x, — 
di — —| 7. 


In seguito, vsando l'equazione divj=0, scriviamo | 
1 1: Ej 
diva= + {div qa— gi) + div o=+ div (a-9)—+-. 

Eseguendo l’ integrale del primo termine per parti otteniamo 


dg _ ( Ei ( (a—@)) VT 
SP = (Fav | SODI ay. (26,3) 
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Questa formula mostra che, indicando con le grandezze dxr,/0t 
(cir. $ 21) le componenti dei vettori j e q — qi, allora le corrispon- 
denti grandezze X, saranno rappresentate dalle componenti dei vet- 
tori — E/T e V7/T?. Conformemente a ciò nelle relazioni 


j=oT4-—car? 1, 


‘ E cr 
q_vi=fT *—172-37 


i coefficienti ca7? e BT devono essere uguali. 
In tal modo, f = oa7T e abbiamo così 


q— gi = oa7E — yV7. 


Infine, esprimendo qui E in funzione di je VT secondo la: formu- 
la (26, 1), otteniamo la seguente espressione: ! 


= (+ aT)j— VT, (26,4) 


ove abbiamo introdotto la notazione x = y — Ta?c. La grandezza 
x non rappresenta altro che il coefficiente di conducibilità termica 
che determina il flusso di calore in assenza di corrente elettrica. 

Occorre sottolineare che la condizione di positività della derivata 
di /di non implica nuove restrizioni sui coefficienti termoelettrici. 
Sostituendo le (26,1) e (26,4) nella formula (26,3) si ottiene 

df _({}? x (VI 

dt (+33 ) av >0 (26,0) 
dalla quale derivano soltanto le condizioni di positività per i coef- 
ficienti di conducibilità elettrica e termica. 

Nelle formule suindicate si è supposto tacitamente che la non 
omogeneità della pressione (o della densità) a temperatura costante 
non possa implicare la comparsa di un campo (o di una corrente) 
nel conduttore; ciò premesso, nelle formule (26,2) e (26,4) non abbia- 
mo scritto termini proporzionali a Vp. In realtà la presenza di tali 
termini contraddirebbe la legge della crescita dell’entropia: nell’e- 
spressione integranda della (26,9) comparirebbero termini con i prodot- 
ti jVp e VTVp a segno alternato e, quindi, l'integrale non n potrebbe 
essere sostanzialmente positivo. 

Le relazioni (26,1) e (26,4) contengono effetti termoelettrici di- 
stinti. Consideriamo il calore — div q emanato per secondo e per 
unità di volume del conduttore. Derivando l’espressione ‘(26,4) tro- 
viamo 


= divq=div(xVT)+Ej—iv (a7), 
ossia, sostituendovi l’espressione (26,1), 


Q= div (v1)+ È — riva, (26,6) 
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Il primo termine in questa somma è legato alla conducibilità termi- 
ca vera e propria, mentre il secondo termine, proporzionale al qua- 
drato della corrente, si può chiamare calore di Joule. È il terzo ter- 
mine a presentare interesse in quanto contiene in sé effetti termoelet- 
trici specifici. 

Supponiamo che il conduttore sia .di composizione omogenea. 
Allora la variazione della grandezza « è legata al solo gradiente 
della temperatura e si può scrivere Va = (da/dT) VT; se, come 
sempre si verifica, la pressione lungo il corpo è costante, con da/dT 
si deve intendere la derivata (0a/07T),. In tal modo, l'emanazione di 
calore in questione (effetto Thomson) vale 


piV7, dove p= — qa (26,7) 


Ir ° 
La grandezza psi dice coefficiente di Thomison. È da notarelche questo 
effetto è proporzionale alla prima potenza della corrente e non al 
suo quadrato come il calore di Joule. Perciò esso cambia di segno col 
cambiamento della direzione della corrente. Il coefficiente 0 può 
essere sia positivo che negativo. Se p > 0 il calore di Thomson è po- 
sitivo (calore che viene emanato) quando la corrente scorre in dire- 
zione di temperature crescenti; quando la corrente scorre in direzione 
opposta il calore viene assorbito; per f < 0 le relazioni sono inverse. 

Un altro effetto termico (effetto Peltier) compare quando la cor- 
rente passa per il contatto (giuntura) tra due metalli distinti. Sulla 
superficie di contatto sono continui il potenziale, la temperatura e 
anche le componenti normali dei vettori densità di corrente e densi- 
tà del flusso d’energia. Indicando con gli indici 1 e 2 i valori delle 
grandezze riferite ai due metalli ed uguagliando i valori delle com- 
ponenti normali di q nella (26,4) da ambedue i lati del contatto, 
otteniamo, tenendo conto della continuità di @, 7, jx: 


(-x3) = — j.T (1— 2); 


l’asse x è diretto lungo la normale alla superficie. Se la direzione po- 
sitiva dell’asse x va dal metallo 7 al metallo 2, allora l’espressione 
del primo termine dell'ultima uguaglianza è la quantità di calore 
perso per secondo da 1 cm? della superficie di contatto per conduzione 
termica. Questa perdita è compensata dall’emanazione di calore 
per contatto e rappresentata dall’espressione del secondo termine 
della stessa uguaglianza. Quindi, per unità di superficie di contat- 
to viene emanata (in. un secondo) una quantità di calore uguale a 


Ilzj, dove Iha = — T@ — 2). (26,8) 


La grandezza Il,, si chiama coefficiente di Peltier. Come l’effetto 
Thomson, questo effetto è proporzionale alla prima potenza della 
corrente e cambia di segno quando la corrente inverte la sua direzio- 
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ne in quella inversa. Notiamo che l’effetto Peltier gode della pro- 
prietà additiva espressa dall’uguaglianza Il,3 = 1I,, + Il,g ove gli 
indici 4, 2, 3 si riferiscono a tre metalli distinti. 

Dal confronto delle formule (26,7) e (26,8) si vede che i coeffi- 
cienti di Thomson e di Peltier sono 
legati dalla relazione 


Fig. 17 In seguito, consideriamo un 

| circuito aperto a due contatti in 

cui i due conduttori agli estremi sono dello stesso metallo (metallo 7, 
fig. 17). Supponiamo che due giunture (punti è e c) si trovino a tem- 
perature diverse 7, e 7,, mentre la temperatura dei due estremi del 
circuito (punti a e d) sia uguale. Allora tra questi estremi esiste una 
differenza di potenziale, detta forza termoelettromotrice; indichiamola 
con €£r. Per calcolare questa forza poniamo j= 0 nella (26,1) e 
integriamo l'intensità E = a.yV7 lungo tutto il circuito (as e_2): 


€,= Ja da= a dT. 


L'integrazione da c a d e da a a bd significa integrare rispetto alla 
temperatura da 7, a 7, nel primo metallo, mentre l’integrazione da 
bac significa integrare rispetto.a d7 tra 7, a T, nel secondo metal- 
lo. Perciò troviamo 
Ta 
&= | (a,—a,) dT. (26,10) 
. PT se fl 
Confrontando cor la:(26,8) vediamo’ che la forza termoelettromotrice 
è legata al coefficiente di Peltier dalla seguente relazione: 
ate: r, 
€,= (4 dT. (26,11) 
Ti 


Le formule (26,9) e (26,11) si chiamano. relazioni di w. Thomson 
(1854). 

Per concludere scriviamo le formule per la corrente e il flusso di 
calore in un conduttore anisotropo. Queste formule si deducono me- 
diante il principio di simmetria dei coefficienti cinetici analoga- 
mente alla deduzione delle formule (26,1) e (26,4) ‘e sono: 

nre ar: 
E;= DAREI , | 
(26,42) 
—qj = Tay;jr— Kik FIT Fra sa 
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Qui 07; è l'inverso del tensore di conducibilità 0;,; i tensori 0, 
€ %;, sono simmetrici. Quanto al tensore termoelettrico a;,, nel caso 
generale esso è asimmetrico. 


$ 27. Fenomeni termogalvanomagnetici | 


Sono ancora più disparati i fenomeni che si verificano quando una 
corrente scorre in presenza contemporaneamente di un campo elet- 
trico, uno magnetico e un gradiente di temperatura. | 

Lo studio di tali fenomeni è simile a quello dei fenomeni termoelet- 
trici trattati nel paragrafo precedente. Cominciamo lo studio da una for- 
ma tensoriale ugualmente applicabile ai conduttori anisotropi. Scri- 
viamo la densità di corrente elettrica j e il flusso di calore q nella 
forma 

. E i) 
ji=adr + din Gar + ’ 


dò 1 


E, (27,4) 
di PST T + din 57 dar T ) 


ove tutti i coefficienti : sono i funzioni del campo magnetico. In accor- 
do con il principio di simmetria dei coefficienti cinetici abbiamo 


Qin (H) = ar; (H), dix (H) = da; (-H), dig (1) = =' Chi (—B) 
(27,2) 
Esprimendo E e q — qj nella (27, 1) in funzione di j e V7, otte- 
niamò 
21. OT 
Ei= OTRÎn +.Qik da! 


. . OT 
diT- Pi Biala — ik ar» 


ove i tensori 0-1, a, ff, x si esprimono in modo definito mediante i 
tensori a, bd, c, d e godono in virtù delle relazioni (27,2) delle pro- 
prietà di simmetria seguenti: 


Cir (H) = 0% (H), %ix (H) = %x; (H), (27,4) 
Bai (H) = _ Tani (H). 


Queste sono le relazioni cercate nella forma più generale. Esse gene: 
ralizzano i legami stabiliti nel’ $ 26 in assenza di campo magnetico 
e nel $ 22 in assenza di un gradiente di temperatura. Sottolineiamo 
che i tensori &;, € Bir in un conduttore anisotropo, in generale, sono 
asimmetrici anche in assenza di campo magnetico. 

I tensori 0-1, x, a + Tf si possono sviluppare in una parte sim- 
metrica e asimmetrica, come è stato fatto nel $ 22. In un campo ma- 
gnetice debole le parti simmetriche si possono considerare come gran- 
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dezze costanti indipendenti da H, mentre le parti asimmetriche sono 
lineari rispetto a H. Per un conduttore isotropo otteniamo, con la 
stessa approssimazione, le seguenti espressioni: 


E=l + avT+R(Hjl+N{HYT], (27,5) 
q-qj=aTji—xVT+NTIHj+LIHVT]. (27,6) 


Qui 0, x sono i coefficienti ordinari di conducibilità elettrica ‘e ter- 
mica, a il coefficiente termoelettrico che compare nell’espressione 
(26,1), A il coefficiente di Hall e N, L sono coefficienti nuovi. Il 
termine N [HVT] si può considerare come l’effetto esercitato dal 
campo magnetico sulla forza termoelettromotrice (effetto Nernst) e il 
termine ZL [H VT] come l’effetto del campo magnetico sulla condu- 
cibilità termica (effetto Leduc-Righi). 

Sulla frontiera di due mezzi le componenti dei vettori j e q sono 
continue e, quindi, lo sono anche quelle ‘del vettore 


— «VT + aTj + NT [Hj] + L'IN VT]. 


Il termine N7 [Hi] descrive l’influenza del campo magnetico sull’ef- 
fetto Peltier (effetto Ettingshausen). | 

La quantità di calore emanata per secondo per unità di volume 
del conduttore è Q = — div q. Qui si deve sostituire q dalla for- 
mula (27,6) e quindi al posto di —Vg = E scrivere l’espressione da- 
ta dalla (27,5). Se il conduttore è omogeneo, le grandezze a, N, L, ... 
sono funzioni della sola temperatura così che i loro gradienti sono 
proporzionali a V7. Nel calcolo trascuriamo tutti i termini del se- 
condo ordine rispetto a H e, in questo caso, possiamo supporre che 
rot (j/0) = rot E = 01). Infine, come sempre nel caso della corrente 
continua div j = 0. Tenendone conto otteniamo dopo calcoli appro- 
priati ea 


2 
Q=- 4 div (xyT)— Tiva +4 -F (ONT9 [jH] vr. 


Il terzo termine in questa espressione ‘descrive l’effetto Thomson 
(26,7) e l’ultimo termine dà la variazione di questo effetto dovuta 
alla presenza del campo magnetico. 


$ 28. Fenomeni di diffusione elettrica 


La diffusione implica nelle soluzioni elettrolitiche la comparsa di 
fenomeni specifici che non si osservano nei conduttori solidi. 

Per semplicità, supponiamo che la temperatura sia costante in 
tutta la soluzione. Ci limitiamo così a considerare fenomeni di dif- 
fusione elettrica veri e propri non complicati da effetti termoelettrici. 


1) Trascuriamo così un effetto ‘debole, ossia l’influsso esercitato dalcampo 
magnetico ‘proprio delle correnti in esame, sull’emanazione di calore. 
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Al posto della pressione P e della concentrazione c della soluzione 
è più comodo usare come variabili indipendenti la pressione e il po- 
tenziale chimico è. Quest'ultimo è qui definito come la derivata del 
potenziale termodinamico per unità di massa della soluzione rispet- 
to alla sua concentrazione c (a P e T costanti); in questo caso per 
concentrazione intendiamo il rapporto tra la massa di elettrolito e 
la massa totale di liquido nell’elemento di volume considerato 1). 
Ricordiamo che la costanza del potenziale chimico (con la costanza 
della pressione e della temperatura) è una delle condizioni per l’equi- 
librio termodinamico. 

La definizione di potenziale del campo elettrico data nel $ 26 deve 
essere lievemente modificata nel caso considerato poiché i portatori 
di corrente non sono ora elettroni di conducibilità, bensì ioni dell’elet- 
trolito in soluzione. Una definizione razionale (cfr. la nota a pag. 150) 
è data dalla formula @ = (0D/d0),, ove D è il potenziale termodina- 
mico e po la somma delle cariche ioniche per unità di volume della 
soluzione (dopo la derivazione si deve porre, ovviamente, p = 0 in 
quanto la soluzione è elettricamente neutra). La derivata si calcola 
a concentrazione di massa costante, cioè a una data somma delle 
masse degli ioni di ambedue i segni per unità di volume 2). 

Se esiste un gradiente di potenziale chimico nell’espressione per 
la densità di corrente compare un termine addizionale proporzionale 
ad esso: 


ji=o0(E—-fwÎî), (28,1) 
e che è analogo al termine addizionale nella formula (26,2). Vedremo 


più avanti che per un determinato gradiente del potenziale chimico 
(e della temperatura) j non può dipendere dal gradiente della pres- 


1) Potenziali chimici ordinari sono definiti così: &, = 0D/dr; e t, = ID/In,, 
ove © è il potenziale termodinamico di una quantità qualsiasi di soluzione, 
n, e n, sono numeri di particelle della sostanza solubile e del solvente in essa. 
Se ora © è riferito a 1 g di soluzione, allora n, e rs sono legati dalla relazione 
nym, + nom, = 1 (my, my sono le masse di particelle di due specie) e la concen- 
trazione c = nm. Perciò il potenziale chimico qui introdotto è 


;- 90 _ 00 dm 00 dn _ GL 
—_ de T dn, de Ong dc mi m,° 


3) In un elettrolito forte la sostanza solubile è completamente disassociata 
in modo che la concentrazione di massa può essere rappresentata nella forma 
c= myny + m_n_, ove my, m. sono le masse dei cationi e degli anioni e n.4, 
n_ le densità di loro numero. Con la definizione suindicata di potenziale l’ugua- 
glianza p = Ocorrisponde al rapporto $,/m, = &_/m_ tra i potenziali chimici 
dei cationi e degli anioni; i potenziali &, e $_ sono legati dall’uguaglianza 


bd + 5-= i. 
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sione, ragione per cui.il termine contenente VP non figura nell'e- 
spressione (28,1) 1). 

Accanto alla corrente elettrica è necessario: considerare anche e 
contemporaneamente il fenomeno di trasporto della massa elettro- 
litica. Si deve quindi tener conto che il passaggio di corrente attra- 
verso una soluzione può essere accompagnato da moto macroscopico del 
liquido. La densità del flusso di massa elettrolitica trasportata da 
questo moto è pari a pcev (v è la velocità e o la densità della solu- 
zione). Inoltre, la massa elettrolitica viene trasportata per diffusio- 
ne molecolare. Indichiamo con ila densità del flusso di diffusione 
in modo che la densità totale del flusso è ocv + i. I processi di dif- 
fusione irreversibili conducono anch'essi ad un aumento dell’entro- 
pia; la velocità di variazione dell’entropia totale è data dalla for- 
mula *) 

| dI _ O Ej iVi 
e-|Fda_-| FM. (28,2) 

Al pari della densità di corrente elettrica, il flusso di diffusione 
può essere scritto sotto forma di una combinazione lineare di E e V& 
o, che è lo stesso, di j e VE. Grazie alla simmetria dei coefficienti ci- 
netici uno dei coefficienti in questa espressione può essere legato al 
coefficiente f che figura nella formula (28,4) in modo analogo a quello 
usato nel $ 26 per j e q — qj. Come risultato otteniamo 


i=— E v+Bi (28,3) 


(ae)e. 1 


Il coefficiente di VG è espresso in funzione del’ coefficiente di diffu- 

sione ordinario (qui p è la densità della sostanza). Per j == 0 e pres- 

sione (e temperatura) costante abbiamo un flusso di diffusione i= 
= —pD Ve. 

L'’impossibilità dell’esistenza nelle espressioni (28,4) e (28,3) 4 di 
termini proporzionali al gradiente della pressione è dovuta di nuovo 
(come nel $ 26) alla legge di crescita dell’entropia: questi termini 
renderebbero la derivata dell’entropia totale (28,2) una grandezza 
non essenzialmente positiva. 

Le formule (28,1) e (28,3) contengono in sé tutti i fenomeni di 
diffusione elettrica; non ci soffermiamo a studiarle in modo più 
particolareggiato. 


1) Sottolineiamo, tuttavia, che per dato gradiente. della concentrazione, 
dipende dal gradiente della pressione: 


ve=( a ), P,T ve+ (47), VP 


2?) Per deduzione del secondo termine in questa formula si veda VI $ 57, 
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Problema 


Due lamine a facce parallele (di metallo uguale 4) sono immerse in una 
soluzione elettrolitica AX. Trovare la dipendenza della densità di corrente dalla 
differenza di potenziale applicata alle lamine. 

Soluzione. Al passaggio della corrente il metallo di un elettrodo si solve 
e si deposita sull’altro. In questo caso il solvente (acqua) è a riposo e attraverso 
la soluzione passa un flusso di metallo con densità pv = jm/e () è la densità di 
corrente elettrica, m e e sono la massa e la carica ionica A+) !). D'altra parte, 
questo flusso è dato dall’espressione i + pvc con i preso dalla formula (28,3); 
supponendo costante la pressione nel liquido ?) otteniamo l'equazione 


epE=[6-® da]; (4) 


(x è la coordinata nella direzione tra gli elettrodi). Poiché j = costante ‘nella 
soluzione, di qui abbiamo 


. c2 D de 
jl= { _Plt , 


(2) 
) BT 1-0) 
CI 1) 


dove ci, c, sono le concentrazioni in prossimità delle superficie delle lamine 
e Z la distanza tra di esse. 

E più semplice determinare la differenza di potenziale € tra le lamine 
a partire dalla dissipazione totale dell’energia Q (per secondo) che deve essere 
ugale a j£ (riferita a 1 cm? di superficie delle lamine). In accordo con le for- 
mule (28,1) e (28,2) abbiamo 


ot SE = ({L+o È (L)} die 


XL 


e, usando l’espressione (1), otteniamo 


____opde — LAN Value 
° tas] n° L i Ù 9] de (8) 


Le formule (2) e (3) danno soluzione (in forma implicita) del problema posto. 

Se la corrente j è piccola, la differenza di concentrazioni cy — c; è anch'essa 
piccola. Sostituendo gli integrali con i prodotti delle espressioni integrande 
per co — c;, otteniamo la seguente espressione per la resistenza specifica efficace 
della soluzione: 


s-| 


c2 
CI 


E 4A 41 9g 4g 
li o 'pD de [8 e 0 o) | h 


1) Ricordiamo che la definizione di velocità idrodinamica v nella soluzione 
è tale che pv è l’impulso per unità di volume del liquido (cfr. VI $ 57). Perciò il 
fatto che nel caso considerato si muova (rispetto agli elettrodi) soltanto il metallo 
solubile è inessenziale per il calcolo di pv. 

2) Se tenessimo conto della variazione di pressione causata ‘dal moto de] 
liquido otterremmo grandezze infinitesime di ordine superiore, 
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Il primo termine nell’espressione (3) dà la caduta: di potendiale (È 


dovuta al passaggio di corrente. Il secondo termine, invece, è la forza elettro- 
motrice dovuta alla differenza di concentrazioni nella soluzione (in certo senso 
analoga alla forza termoelettromotrice). Quest'ultima espressione non è legata 
alle condizioni del problema unidimensionale concreto in questione e rappresenta 
un'espressione generale per la forza elettromotrice di un « elemento di concen- 
trazione >, | I 


Capitolo IV 


CAMPO MAGNETICO COSTANTE 


$ 29. Campo’ magnetico costante 


Il campo magnetico costante in mezzi materiali è descritto da due 
equazioni di Maxwell che si ottengono considerando la media delle 
equazioni microscopiche seguenti: 


divh=0, roth=1-0 44, v. (29,41) 


L'intensità media del campo magnetico si suole chiamare induzione 
magnetica e indicarla così: 


h=B. (29,2) 


Perciò dopo aver calcolato la media della prima delle equazioni 
(29,1) abbiamo 


divB=0. (29,3) 


Nella seconda equazione, invece, scompare la derivata rispetto al 
tempo dopo il calcolo della media poiché il campo medio è supposto 
costante; quindi, abbiamo 


rotB= na ov. (29,4) 


La densità microscopica media di corrente, in generale, è non 
nulla sia nei conduttori che nei dielettrici. La differenza ‘tra queste 
due categorie di solidi è che nei dielettrici sempre 


| pvdf=0, (29,5) 


dove l'integrale è esteso all'area totale di qualsiasi sezione trasver- 
sale del corpo; nei conduttori, invece, questo integrale può essere 
diverso da zero. Supponiamo dapprima che nel corpo (qualora sia 
conduttore) non esista corrente totale, vale a dire che si verifica la 
relazione (29,5). 

La nullità dell’ integrale (29, 5) esteso a qualsiasi sezione del corpo 
significa che il vettore pv può essere scritto come rotore di un altro 
vettore che si suole indicare con cM, cioè 


pv =crot M, (29,6) 
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ove la grandezza M è non nulla soltanto all’interno del corpo (cfr. 
considerazioni analoghe al $ 6). Integrando infatti rispetto alla su- 
perficie delimitata da un contorno che circonscrive il corpo e passa 
ovunque al suo esterno, otteniamo 


| pvdî=c | rotMdf=c $Mal=0. 


Il vettore M si chiama magnetizzazione del corpo. Introducendolo 
nell'equazione (29,4) otteniamo 


rt H=0, (29,7) 


ove il vettore H è legato con l’induzione magnetica B dalla «rela- 
zione 


B= H + 4aM, (29,8) 


analoga alla relazione tra l’induzione elettrica D e l’intensità E. 
Sebbene il vettore H per analogia con E di solito sia chiamato in- 
tensità del campo magnetico, si deve ricordare che l’intensità media 
vera e propria è B e non H. 

Per precisare il significato fisico della grandezza M consideriamo 
il momento magnetico totale creato da tutte le particelle cariche che 
si muovono all’interno del corpo. Secondo la definizione (cfr. H 
$ 44), il momento magnetico è rappresentato dall’integrale !) 


n - | [r- ov] dV=3 | [r rot M] dV. 


Poiché all’esterno del corpo pv = 0, si può calcolare r integrale ri- 
spetto a qualsiasi volume al-di fuori ‘dél‘corpo. Trasformiamolo nel 
seguente modo: 


| teri) dv=$ (re{dî M}}— | [MW] r] dY. 


L’integrale di superficie all esterno del corpo si annulla. Nel secondo 
termine abbiamo 


[[Mv]rl= — Mdivr+M=—-2M. 
Come risultato, quindi, otteniamo 
3 | r-pwav= | Mar. (29,9) 
1) Sottolineiamo per maggiore chiarezza che in questa formula r è una coor= 


dinata correnta (variabile d integrazione) e non coordinata di una singola par- 
ticella microscopica; perciò essa non figura sotto il segno di media. 
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Si vede che il vettore di magnetizzazione rappresenta il momento 
magnetico per unità di volume del corpo 1). 

Alle equazioni (29,3) e (29,7) deve essere associata una relazione 
esprimente un legame tra le grandezze H e B e, in seguito, si ottiene 
un sistema completo di equazioni. Nei corpi non ferromagnetici e in 
campi magnetici non troppo forti B e H sono mutuamente legate da 
una relazione lineare. Per i corpi isotropi la dipendenza lineare si 
riduce alla semplice proporzionalità 


B= uH. (29,10) 


Il coefficiente u si chiama permeabilità magnetica e il coefficiente di 
proporzionalità 
-pul 


n (29,11) 


nella relazione M = yH suscettività magnetica. 

Contrariamente alla permettività dielettrica e, che in tutti î 
corpi è superiore a 1, la permeabilità magnetica può essere sia supe- 
riore che inferiore all’uno. Si può affermare che sempre u > 0 (per 
ragioni di questa differenza tra u e e si veda il $ 32; la dimostrazione 
della disuguaglianza up > 0 sarà data al $ 31). Rispettivamente la: 
suscettività magnetica y può essere sia positiva che negativa. 

Un'altra differenza, quantitativa, consiste nel fatto che la su- 
scettività magnetica della maggioranza schiacciante dei corpi è molto 
piccola rispetto a loro suscettività dielettrica. Questa differenza è 
dovuta al fatto che la magnetizzazione della sostanza (non ferro- 
magnetica) è un effetto relativistico del secondo ordine rispetto a 
vlc (v sono velocità elettroniche negli atomi) ?). IT 

Nei corpi anisotropi, cristalli, la semplice .. proporzionalità 
(29,10) va sostituita dalle relazioni lineari | 


Bi = bin. (29,12) 


Il tensore di permeabilità magnetica* u;, è simmetrico. Ciò segue 
dalle relazioni termodinamiche che saranno dedotte nel $ 34, così 
come nel $ 15 è stata dimostrata la simmetria del tensore £;,. 

Dalle equazioni div B = 0 e rot H = 0 segue (cfr. $ 6) che sulla 
frontiera di due mezzi distinti devono essere soddisfatte le condizioni 


Ban = Bon Hu= Ha (29,13) 


1) Appena stabilita questa corrispondenza la grandezza M è completamente 
definita. Le relazioni (29,6) all’interno del corpo e M = 0 all’esterno di per se 
stesse non definiscono univocamente questa grandezza: in un dominio all’in- 
terno del corpo a M si potrebbe aggiungere qualsiasi vettore della forma grad } 
senza violare l'uguaglianza (29,6) (cfr. osservazione analoga a proposito della 
polarizzazione elettrica alla pag. 59). | 

2) Il rapporto v/c entra una volta con H nell’operatore di Hamilton che 
descrive l'interazione del corpo con il campo magnetico; la seconda volta esso 
entra mediante momenti magnetici elementari atomici o molecolari. 
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Questo sistema di equazioni e delle condizioni di frontiera corri- 
spondenti formalmente coincide con il sistema di equazioni che defini- 
scono il campo elettrostatico nei dielettrici in assenza di cariche li- 
bere e differisce per la sola sostituzione di E e D con H e B, rispetti- 
vamente. Data l'equazione rot H = 0 si può cercare H nella for- 
maH= — gradvwe per il potenziale w si ottengono le stesse equa- 
zioni che per il potenziale elettrostatico. 

Le soluzioni di alcuni problemi studiati nel capitolo II per il 
campo elettrostatico si applicano così direttamente al campo magne- 
tico. In particolare, le formule dedotte nel $ 8 per l’ellissoide dielet- 
trico nel campo elettrico omogeneo sono valide completamente (con 
cambiamento appropriato delle notazioni) anche per ellissoide ma- 
gnetico nelcampo magnetico omogeneo. Così l'intensità Hl) e l’in- 
duzione Bl del campo magnetico all’interno dell’ellissoide sono 
legate con l'intensità & del campo esterno mediante la relazione 


H9+nn (B0-H0)= 8, (29,14) 


dove n;, è il tensore dei coefficienti di demagnetizzazione. Ricordia- 
mo che questa relazione si verifica per un legame qualsiasi tra B e H. 

Le componenti tangenziali dell’induzione magnetica, a diffe- 
renza della sua componente normale, sono soggette a un balzo sulla 
superficie di separazione tra due mezzi. Il valore di questo balzo 
si può legare con la densità di correnti che passano attraverso la 
superficie. A tale scopo integriamo ambedue i membri dell’equazio- 
ne (29,4) rispetto a un piccolo tratto A/ che attraversa la superficie 
di separazione nella direzione della normale. In seguito la lunghezza 


AL facciamo tendere a zero; l’integrale | pv dl, tuttavia, può ten- 
dere a una grandezza finita. La grandezza 


g= |pval (29,15) 


così definita si può chiamare densità superficiale di corrente. Essa 
definisce la carica che attraversa per unità di tempo l’unità di lun- 
ghezza di una linea tracciata sulla superficie. Consideriamo la dire- 
zione g passante per un dato punto della superficie come asse y e la 
direzione della normale come asse x diretto dal mezzo 7 al mezzo 2. 
Allora l’integrazione dell'equazione (29,4) dà 


{ 0Bx  0B; ) de = 4r 4rt 


di id = 837 5 


Poiché B, è continua la derivata 0B,/9z è limitata e perciò l'inte- 
grale rispetto a quest’ultima tende a zero se tende a zero la lunghez- 
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za del tratto AI. L’integrale rispetto a 0B,/0x, invece, fornisce la 
differenza di valori B, sui due lati della superficie. Quindi, 


AT 
Bo, — B,,= — = 8. 


Quest’'uguaglianza si può scrivere nella forma vettoriale seguente: 


£° g=[n, B,—B]=4x[n, M—Mj) (29,16) 


ove n è il vettore unitario della normale diretta all’interno del mez- 
zo 2; in quest’ultima trasformazione abbiamo tenuto conto della 
continuità della componente tangenziale di H. 


$ 30. Campo magnetico delle correnti continue 


Se attraverso un conduttore passa la corrente totale non nulla la 
densità media di corrente in esso può essere rappresentata nella for- 
ma della somma 


ov=crotM-+i. 


Il primo termine legato con la magnetizzazione del mezzo non dà con- 
tributo nella corrente totale poiché il trasporto totale della carica 
attraverso la sezione trasversale del corpo è determinato soltanto 


dall’integrale | jdf del secondo termine. La grandezza j si chiama 


densità di corrente di ‘conduzione *). Tutto quanto detto nel $ 21 
si riferisce a questa grandezza, in particolare, l’ energia dissipata in 
unità di tempo in unità di volume è uguale a Ej. 

La distribuzione della corrente j nel volume del conduttore è 
determinata dalle equazioni date nel $ 21 nelle quali non figura il 
campo magnetico generato da queste correnti (a condizione che si 
trascuri influsso del campo sulle proprietà di conducibilità del me- 
tallo stesso). Perciò il problema del campo magnetico delle correnti 
deve essere risolto sulla base della distribuzione di queste ultime. 
Le equazioni che determinano questo campo differiscono da quelle 
dedotte nel $ 29 per la presenza del termine 4nj/c al posto dello zero 


a secondo membro della (29,7): a 
divB=0, (30,1) 
rot H = j. (30,2) 


1) La grandezza c rot M si chiama talvolta densità di correnti molecolari. 
Questo nome, tuttavia, non corrisponde in tutto al quadro fisico autentico del 
moto delle cariche nel conduttore. Così, nel metallo il contributo nella magne- 
tizzazione è dato non dai soli elettroni che si muovono all’interno degli atomi, 
ma anche dagli elettroni di conducibilità. 
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La densità di corrente di conduzione j proporzionale all’intensità 
del campo elettrico è una grandezza limitata che non diventa infi- 
nita, in particolare, anche sulla frontiera di separazione tra due 
mezzi. Perciò il secondo membro dell'equazione (30,2) non influisce 
sulla condizione di continuità delle componenti tangenziali di H. 

Per la soluzione delle equazioni (30,1-2) è comodo introdurre il 


potenziale vettore A ponendo 
| B=rot A (30,3) 


e come risultato l'equazione (30,1) si verifica identicamente. L’ugua- 
glianza (30,3) non definisce ancora il potenziale vettoriale. Si deve 
aggiungere, senza violare la (30,3), un vettore qualsiasi della for- 
ma grad f. Poiché esiste questa non univocità si può sottomettere A 
a una condizione complementare, e come tale consideriamo . 


div A =0. (80,4) 


L'equazione per A si ottiene sostituendo la (30;3) nella (30,2). Per il 
legame lineare B = uH abbiamo 


rot (+ rot A) = soa Ì. (30,5) 


In questa forma questa equazione si verifica per qualsiasi mezzo non 

omogeneo. 0 i | ; 
Nel mezzo omogeneo pu = costante, e poiché rot rot A = 

= grad div A — AA =— AA l'equazione (30,5) si riduce alla forma 


AA=—-£ uj. (30,6) 


Se abbiamo a che fare con l’insieme di due o più mezzi distinti a 
contatto, ciascuno dei quali ha una sua permeabilità magnetica yu, 
l'equazione generale (30,5) si riduce a un'equazione della forma 
(30,6) all’interno di ciascuno dei corpi omogenei e sulle frontiere di 
contatto deve essere soddisfatta la condizione di continuità delle 
componenti tangenziali del vettore (1/u) rot A. Inoltre, devono es- 
sere continue le componenti tangenti del vettore stesso A poiché 
un loro balzo significherebbe l’esistenza sulla: frontiera. dell’indu- 
zione infinita B. 

Le equazioni del campo si rendono più ‘semplici per il problema 
piano della determinazione del campo magnetico in un mezzo illi- 
mitato e omogeneo in una direzione (che ‘consideriamo come dire- 
zione dell'asse z), fra l’altro, le correnti che generano il campo sono 
dirette anch'esse ovunque lungo l’asse z e la loro densità j, = j è 
una funzione esclusivamente di x, y. Facciamo l’ipotesi naturale 
(che trova conferma nel risultato) che il potenziale vettore di que- 
sto campo sia diretto anch'esso lungo l’asse z: A,= 4 (x, y) (in 
questo caso la condizione (30,4)..è soddisfatta automaticamente). e 
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che il campo magnetico sia ovunque parallelo al piano xy. 'Indicando 
con k il vettore unitario lungo l’asse z abbiamo 


rot A = rot Ak = [grad 4-k], 
ld _ VA TI_ pag VA 
rot (+ rtA)=|v I m k|]=> k div n° 
Perciò l'equazione (30,5) si riduce alla forma 


LE j(2, 7), (30,7) 


vale a dire che otteniamo effettivamente un’equazione per una 
grandezza scalare A (x, y). Per un mezzo omogeneo a tratti l'equa- 
zione (30,7) diventa l n 


AA=—-7- bj (©, y) (30,8) 
con la condizione di continuità di A. e. 7 sulla superficie di 


separazione 1). | | 

Il campo magnetico si definisce in modo elementare sé la distri- 
buzione delle correnti è simmetrica rispetto all'asse z: j, =} (r) (r 
è la distanza dall’asse z). Evidentemente, in questo caso le linee di 
forza magnetiche sono circonferenze r = costante. Quanto al valore 
assoluto del campo, esso è definito direttamente dalla formula 


’ _ 40 (|, 
che è formula integrale dell’equazione (30,2). E precisamente, 
HM= 0 (30,10) 


ove J (r) è la corrente totale che' passa all’interno della circonferenza 
7 = costante. 


1) Sottolineiamo: che il -problema piano del campo magnetico costante 
risulta essere equivalente al problema piano elettrostatico del campo elettrico 
creato da cariche estranee distribuite nel mezzo dielettrico con densità pest(, y). 
Quest'ultimo problema richiede che sia risolta l'equazione ° 


div (e grad 9) = —4Npest 


(@ è il potenziale del campo) che differisce dall'equazione (30,7) per la sola 
sostituzione di A, j/c, u con g, pest, 1/£€, rispettivamente; coincidono anche le 
condizioni di frontiera per A e g. Tuttavia, compare la differenza nella deter- 
minazione di E o B, rispettivamente, mediante @ o A. I vettori E = —grad © 
e B= rotA in ogni punto sono uguali per valore assoluto ma reciprocamente 
perpendicolari per direzione. 0 
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La riduzione dell'equazione vettoriale (30,5) a una sola equazione 
scalare è possibile anche per la distribuzione assiale-simmetrica 
delle correnti circolari, cioè per una distribuzione che nelle coordi- 


nate cilindriche r,. e, z ha la forma 
i,=ij.=0 je=i(r 2). 


Cerchiamo il potenziale vettoriale nella forma A, = A,=0, Aq = 
= A (r, 2). In questo caso le componenti dell’ induzione magnetica 
B = rot A sono 


. 4A 
BG Bi=t% 


e la «p:componente dell'equazione (30,2) dà 
9 (1 94\, 9 (iù dè. N__ 4.0, 
alata (rari) ila. (8041) 
Le equazioni del campo magnetico delle correnti si possono risol- 
vere nella forma generale in un caso importante quando si possono 
trascurare le proprietà magnetiche del campo, cioè si può porre ovun- 


que u = 1. Allora per il potenziale vettore in: tutto lo spazio si 
verifica l'equazione 


senza alcuna condizione sulle superficie di separazione tra mezzi 
distinti (compresa la superficie del conduttore attraverso il quale 
passa la corrente). La soluzione di questa equazione che si annulla 
all’infinito è 
_i Ì 

A=7 |\-p®, (30,42) 
ove ff è la distanza dal punto in cui si cerca A (punto di osservazione) 
all'elemento di volume dV (cfr. II $ 48). Nell’applicare l’operazione 
rot a questa espressione si deve ricordare che si deve derivare j/R 
sotto il segno di integrale rispetto alle coordinate del punto di osser- 
vazione dalle quali 1 non dipende, cosicché 


rot + =|grad + ->-* ij= = dr [Ri], 


ove il raggio vettore Rè è diretto da dV al punto .di osservazione. In 
tal modo, 


E 1 ( [jR 


Se il conduttore attraverso. il quale passa la corrente è sufficien- 
temente sottile (filo sottile) e se presenta interesse il solo campo nello 
spazio circostante, si può trascurare lo spessore del conduttore. 
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Nel seguito considereremo le cosiddette correnti lineari. In questo: 
caso l’integrazione rispetto al volume del conduttore va sostituita 
con l’integrazione rispetto al suo contorno. E precisamente, le for- 
mule per le correnti di volume sostituendo in queste ultime 


jdV->J dl, 


ove J è la corrente totale che passa attraverso il conduttore. Dalle 
formule (30,12-13) otteniamo così 
J dl 


A=tT R’ H= | 


[dl R] 
R3° 


(30,14) 


La seconda di queste formile ‘esprime la legge di Biot-Savart. 

Queste semplici formule per il campo magnetico delle correnti. 
lineari non sono legate con la condizione u = 1. Poiché trascuriamo 
lo spessore del conduttore, non si deve scrivere nessuna condizione 
di frontiera sulla sua superficie e le proprietà magnetiche della sua. 
sostanza sono, in generale, inessenziali (essa può essere anche ferro- 
magnetica). Perciò l'equazione (30,6) per il campo nel mezzo che 
circonda il conduttore diventa 


_ ni ( di pJ [AR] | 
A=P (E = È | E (30,15) 


qualunque sia la suscettività magnetica del mezzo. In tal modo, 
la presenza di un mezzo implica il solo cambiamento di u volte 
dell’induzione magnetica, mentre l’intensità H = B/u, in generale, 
non varia. 

Il problema del campo magnetico delle correnti lineari può es- 
sere risolto anche come il problema della teoria del potenziale. Poiché 
trascuriamo il volume dei conduttori si tratta infatti della determi- 
nazione del campo nello spazio in tutto il volume del quale (tranne: 
le linee singolari, ossia le correnti lineari) non esistono correnti. Ma. 
in assenza di correnti il campo magnetico costante gode del poten- 
ziale scalare soddisfacente (nel mezzo omogeneo) all’equazione di. 
Laplace. Tra il potenziale del campo magnetico e il potenziale elet- 
trostatico esiste, tuttavia, una differenza notevole. Il potenziale del 
campo elettrico sempre è una funzione monodroma. Ciò è dovuto, 
come conseguenza, al fatto che rot E = 0 in tutto lo spazio (anche 
laddove esistono cariche) e perciò la variazione del potenziale nella. 
descrizione di qualsiasi contorno chiuso (cioè la circuitazione di E. 
lungo questo contorno) è nulla. La circuitazione del campo magnetico» 
lungo un contorno che circonda la corrente lineare è non nulla e vale- 
4nJ/c. Perciò il valore del potenziale cambia di questa grandezza. 
per ogni passaggio attorno alla linea di corrente, vale a dire che il 
potenziale del campo magnetico è una funzione polidroma. 

--Se il sistema di correnti è concentrato in un dominio finito dello» 
spazio (e se u = 1 sia nei conduttori che nel mezzo), lontano da que- 
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sto dominio il potenziale vettoriale del campo magnetico ha la 
forma 


A= DER, (30,16) 
sOVe 
M=35- | (ri) dv (30,17) 


è il momento magnetico totale del sistema 1). 
Per la corrente lineare questa espressione diventa 


AM=5- Y (ed) 


e può essere trasformata in integrale esteso alla superficie delimitata 
«al contorno della corrente. Il prodotto dî = [r d1]/2 è uguale in valore 
assoluto all'area dell’elemento triangolare di superficie costruito 


sui vettori r e dl. L’integrale vettoriale | dî non dipende dalla super- 


‘ficie (delimitata da un contorno assegnato) su cui è esteso. Quindi, 
il momento magnetico della corrente lineare chiusa vale 


M= | di. (30,18) 


In particolare, per la corrente lineare chiusa piana il momento ma- 
:gnetico è uguale semplicemente a JS/c, ove S è l’area della parte del 
‘piano delimitata dalla corrente. | 

Per concludere, soffermiamoci anche sulla questione del flusso di 
energia nel conduttore. L'energia dissipata nel conduttore (nella 
forma del calore di Joule) deriva dall'energia del campo elettro- 
magnetico. Nel caso stazionario l'equazione della continuità espri- 
mente la legge di conservazione dell’energia ha la forma 


— div $ = jE, (30,19) 


ove S è la densità del flusso di energia. Quest'ultima è data all’in- 
terno del conduttore dall’espressione 


S en [EH] (30,20) 


«che formalmente coincide con l’espressione per il vettore di Poyn- 
ting per il campo nel vuoto. È facile provarlo direttamente: il cal- 
‘colo di div S mediante l'equazione rot E = 0 e la (30,2) conduce 
«alla formula (30,19). 


1) Cfr. II $ 44. In quella deduzione è stata utilizzata in forma esplicita la 
tappresentaziona delle correnti come risultato del moto descritto dalle parti- 
«celle cariche separate. Questa deduzione gode, ovviamente, della generalità 
totale ma la formula (30,16) si può dedurre anche in modo macroscopico puro 
deîr. il problema 4 per il presente paragrafo). 
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Indipendentemente da questa conclusione la formula (30,20) segue 
univocamente dalla condizione di continuità della componente nor- 
male di S sulla superficie del corpo se, in questo caso, si tiene conto 
della continuità di E, e H,; e del fatto che la formula (30,20) si veri- 
fica nel vuoto all’esterno del corpo. 


Problemi!) 


1. Determinare il potenziale scalare del campo magnetito creato: dalla 
corrente lineare chiusa. | 

Soluzione, Trasformando l’integrale sul contorno in integrale di superficie da 
esso descritta, otteniamo 


ICcd 4J 1 
A=-DQF=7 | [at | , 
1 


=rotA=— <L I 

B=rot A=—- \ dIVVV a 

(nella trasformazione si deve tener conto ché A (1/R) = 0). Confrontando con 
= —grad | troviamo che il potenziale scalare 0 


J 1 J dî R 
v=-|avg=-|/Gr 


L’integrale che figura in questa espressione rappresenta l'angolo solido Q sotto 
il quale si vede il contorno dal punto di osservazione del campo. La polidromità 
del potenziale menzionata nel testo si rivela in quanto segue: quando il punto di 
osservazione descrive il cammino chiuso lungo il filo l'angolo Q raggiungendo il 
valore 2x cambia di segno e diventa uguale a —2xn. | 
2. Determinare il campo magnetico della corrente. lineare circolare (di 
raggio a). x er 
Soluzione. Consideriamo come origine delle coordinate cilindriche 7, @, z 
il centro della circonferenza: fra l’altro, l'angolo @ si calcola a partire dal piano 
assante per l’asse z e il punto di osservazione del campo. Il potenziale vettoria- 
e ha la sola componente Ag = A (r, z) e in accordo con la formula (30,44) 
scriviamo n Ò 


Lar 
Ag= > $ PU ( | a cos P dp | 
Pc RR «cc (a24-r2-4- 22 — 2ar cos @)!/2 * 
0 


Introducendo la nuova variabile 0 secondo g = x + 20 si può ridurre l’ultima 
espressione alla forma 0 


__ 4J VE k? 
4e= << 2[(1-3)k-E]. 


ove 
4ar 


— (atr+2? 
e K, E sono due integrali ellittici totali di prima e di seconda specie 
1/2. 


31/2 
Ka | _____ E= \ VI— E? sen? 0 de. 
UV 


| 2 30° 
41—k? sen? 0 5 


k2 


1) Neì problemi 1-4 poniamo ovunque up = 1. 
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Troviamo in seguito le componenti dell’induzione 


_ __dho _J 23 i. a?tr®?{2?. 
ho Bent ia rta 1). 
_L d I 2 ar? —z2 
B= r dr (r49)=< Vat+r?-2? [E+ (a—r)? +2? e|. 


Abbiamo usato .qui le formule che si provano facilmente 


Sull’asse (r = 0) 

| 2a] 

B,=0, B.=—7 (a2 + 22)8/2 ’ 

ciò che si ottiene immediatamente con un calcolo elementare. 
3. Determinare il campo magnetico in un foro cilindrico nel conduttore 

cilindrico (indefinitamente lungo) lungo il 

quale passa la corrente uniformemente di- 

stribuita sulla sua sezione (fig. 18). 
Soluzione. Se non fosse il foro il cam- 

po all’interno del cilindro sarebbe uguale a 


Hx= — 2njyle, Hj= 2rje/ 


(le dimensioni e gli assi coordinati’ sono 
rappresentati nella figura). | 

Se attraverso il cilindro interno pas- 
sasse la corrente di densità —- j essa cree- 
rebbe nello stesso punto di osservazione il 
campo 0 ui e 


Hzx= 2njy/c, Hiy,= — 2nje'/c. 


Fig. 18 


| E Il campo cercato nel foro si crea per 
sovrapposizione di questi due campi. Osservando che x — 2' = 00' = h e 
y= y', troviamo 
2rxjh ____2hJ. 


Ha=0, Hy=T == e” 


cioè il campo uniforme nella direzione dell'asse y. 

4. Dedurre la formula (30,16) per il potenziale vettore del campo lontano 
dalle correnti date dalla formula (30,12). 

Soluzione. Scriviamo R = Ro — r, ove Ro ersono due raggi vettori uscenti 
dall'origine di coordinate sita in un punto del dominio delle correnti verso il 
punto di osservazione e l'elemento di volume dV, rispettivamente. Sviluppando 


l’espressione integranda in potenze di r e tenendo conto che \j dV=0, 


otteniamo 


R , 
Ai ® RI | enfa dY 
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(omettiamo l’indice: 0. di R). Integrando per parti l’identità 
| XiTk div j dV=0, 
troviamo 
{ Gentinzo dV=0. 
Perciò 4y si può riscrivere nella forma 
R Lv dr 
Ai=7R7 | (caji — &ijh) dV 
che coincide con la formula (30,16). 
5. Provare il campo magnetico generato dalla corrente lineare in un mezzo 
magneticamente anisotropo (A. S. Viglin, 1954). ; 


| Soluzione. Nel mezzo anisotropo che circonda il conduttore abbiamo l’equa- 
zione | | 


‘n 9H i 
div B= um = =0, [(1) 


ove u;x è il tensore di permeabilità. magnetica del mezzo. Invece di introdurre 
il potenziale vettore secondo B = rot A, introduciamo un altro vettore C 
definito dall’uguaglianza 


Ci 
H;=e; 2 
i= einlbam Gr I (2) 
(e;p1 è tensore unitario antisimmetrico); l’espressione (2) verifica anch'essa identi- 
camente l’equazione (1). Per il vettore C così definito si può scrivere la seguente 
condizione complementare: 


divC= -—-=0. (3) 


. NT i von: | 4g Na 
Sostituendo l’espressione (2) nell’equazione rot H = =}, otteniamo 


6 Hr ____ 0°C __ 4%]; 
CERI deg RP Gar dep € 


(per questa trasformazione abbiamo tenuto conto dell'uguaglianza 
einteimn = Simbrn — dindnm 
e della condizione (3)). L'equazione per C così ottenuta coincide formalmente 


con l'equazione per il potenziale del campo elettrico generato da cariche nel 
mezzo anisotropo (problema 2 del $ 13). La sua soluzione ha la forma 


1 | davi) 
a | _O_—_ 
c VII bialtiRa 


(| pu | è il determinante del tensore u;,, R il raggio vettore tra il punto di osser- 
vazione e dV). Passando alla corrente lineare, infine otteniamo 


= T_ $ dl 
cVIuT.I VuziRiRL 
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$ 31. Relazioni termodinamiche in un campo magnetico 


Le relazioni termodinamiche per un magnete nel campo magne- 
tico nella loro forma definitiva, cume vedremo più avanti, sono si- 
mili molto alle relazioni analoghe per un dielettrico nel campo elet- 
trico. La loro deduzione, tuttavia, differisce notevolmente dal pro- 
cedimento usato nel $ 10. Questa differenza è dovuta in fin dei conti 
al fatto che il campo magnetico, contrariamente a quello elettrico, 
non compie lavoro sulle cariche che si muovono in esso (poiché la. 
forza agente sulla carica è perpendicolare alla sua velccità). Perciò 
nel calcolare la variazione dell'energia del mezzo dovuta all’applicazio- 
ne di un campo magnetico si devono considerare icampi elettrici indotti 
per variazione del campo magnetico e determinare il lavoro compiuto 
da essi sulle correnti (sorgenti del campo magnetico). 

In tal modo, è indispensabile ricorrere a un’equazione che defi- 
pisca un legame tra il campo elettrico e il campo magnetico variabi- 

. Questa equaziorie 


rtE= 7-7 (34,1) 


è il risultato immediato del calcolo della media dell equazione 
microscopica (1,3). È 

Nel corso del tempo di il campo E compie sulle correnti j un la- 
voro uguale a 


6 jE dV. 


Questa stessa grandezza ma di Segno opposto è il lavoro sh compiuto 

sul «campo » da parte di quella forza elettromotrice esterna che 

serve di sorgente per il passaggio delle correnti. Portando j = 
c 


Att 


rot H, otteniamo 
èR=—$t {- \Erot HdV8=# { div [EH] dV— 
Cc 
dt L | H rot E dV. 


Il primo integrale trasformato in integrale esteso a una superficie 
indefinitamente lontana si annulla. Nel secondo integrale sostituia- 
mo rot E della formula (34,1) e, introducendo la variazione òB = 
= dt 0B/ét dell’induzione magnetica, infine otteniamo . 


8R=-j | H8BdF. (34,2) 


Questa formula è completamente analoga formalmente all’espres- 
sione (10,2) per il lavoro quando il campo elettrico varia in modo 
infinitesimale. Si deve osservare, tuttavia, che l'analogia fisica tra 
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queste due formule in realtà non è così profonda in. quanto H, con- 
trariamente a E, non è la media dell'intensità microscopica auten- 
tica del campo. 

Dopo aver dedotto la formula (31,2) tutte le relazioni termodina- 
miche per un magnete in un campo magnetico si possono scrivere 
analogamente al caso di un dielettrico nel campo elettrico dedotte al 
$ 10; è sufficiente sostituire in esse E e D con H e B, rispettiva- 
mente. Per riferimenti ulteriori scriviamo qui alcune di queste for- 
mule. I differenziali delle energie libera e interna totali sono. 


SF = —PII+7- | H $B dV, 


(34,3) 
6=T59 +7 (H8Bdr, 
e le stesse grandezze riferite a.un’unità di volume: 
dF= —SdT+{dp+--HdB, 
| Ò o (31,4) 


dU=T dS+tdp+- H dB. 


Accanto a 7, U avremo bisogrio‘anche dei ‘potenziali ‘termodinamici 


HB %_p HB 10 
U=U—35, Papi, (34,5) 
per i quali 
dl =-SdT+tdo—-- BdH, 
(31,6) 


dÙ=T ds +tdo—|BdH. 


Per il legame lineare B = pH si possono scrivere le segugnti espres- 
sioni nella forma finita per tutte le grandezze:. 


U=U(8,9)+37 F=Fy(T, 9)+ 
par? ì 
U=U,(S, 9: F=F(T,0)— hei . 


o, 
Ha (34,7) 


Il lavoro 6 (0, che è lo stesso, la variazione se per temperatura 
costante) si può esprimere in altra forma mediante la densità di 
correnti e il potenziale vettoriale del campo magnetico. A tale scopo 
poniamo 6èB = rot dA e. scriviamo 


6F)r7=-— | Hrot 6A d/= — 2 | div [H 8A] dV + 


+4 [0A matr 
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Jl primo integrale si annulla di nuovo e il secondo dà 


(60F)p=4 f {dA dv. (31,8) 
Con trasformazione analoga si può ottenere 
6F)Iy= — $ LV A bj dV. (31,9) 


È utile notare che nel formalismo matematico dell’elettrodina- 
mica macroscopica le correnti, quali sorgenti del campo magnetico, 
giocano il ruolo simile a quello dei potenziali (e non delle cariche) 
quali sorgenti del campo elettrico. Questa regola si rende più chiara 
confrontando le formule (31,8) e (34,9) con le formule analoghe per 
il campo elettrico 


GF\r= | p6pdV, (8F)r=—{p8pdV; (81,10) 


(cfr. le (10,13), (10,14)). Si vede che le cariche e i potenziali sono 
disposti in queste formule nell’ordine inverso rispetto alle correnti 
@ ai potenziali nelle formule (31,8) e (31,9) 1). 

Per la totale coincidenza formale delle relazioni termodinamiche 
{espresse in funzione dell’intensità e dell’induzione) nei campi elet- 
trico e magnetico si estendono direttamente al campo magnetico 
anche le disuguaglianze termodinamiche dedotte al $ 13. Abbiamo 
visto, in particolare, che da esse deriva la disuguaglianza e > 0. Nel 
caso elettrico questa disuguaglianza non presenta interesse in quanto 
è più debole della condizione e > 4 che abbiamo dedotto da altre 
considerazioni. Ma nel caso magnetico la disuguaglianza analoga 


u>O 


è assai importante in quanto rappresenta l’unica restrizione imposta 
su valori possibili della permeabilità magnetica. 


$ 32. Energia libera totale di un corpo magnetico 


Nel $ 11 abbiamo ottenuto espressioni per l'energia libera totale 7 
di un dielettrico nel campo elettrico. Uno degli aspetti termodinamici 
di questa grandezza consiste nel fatto che la sua variazione determina 
il lavoro compiuto dal campo elettrico sul corpo per sorgenti inva- 
riate (cariche) che creano questo campo. Nel campo magnetico, 


invece, un ruolo analogo gioca l'energia libera 7 poiché per sorgenti 
date (correnti) del campo èla sua ‘variazione a fornire il lavoro com- 
piuto sul corpo. | 


1) Su significato più dettagliato di questa: «differenza si veda la nota alla 
pag. 184. 
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La deduzione che segue più avanti è completamente analoga a 
quella fatta al $ 11. La grandezza « totale » & definiamo come 


F=((Fî+É)ar, (82,1) 


ove $ è il campo magnetico che sarebbe generato da sorgenti asse- 
gnate in assenza di mezzo che si magnetizza. Il segno « + » nella pa- 
rentesi (al posto del segno « — » nella formula (11,1)) è legato al 


fatto che il valore di F per il campo magnetico nel vuoto è 
; | 
| 
(cfr. la (31,7). L'integrazione nella (32,1) è estesa a tutto lo spazio, 


compreso il volume dei conduttori che portano ‘le correnti le quali 
generano il campo 1). | Ì 


__ Galcoliamo la variazione di 7 (per temperatura assegnata e senza 
violazione dell’equilibrio termodinamico del mezzo) per una varia- 


zione infinitesima dél campo; Poiché $f = — a B$H, abbiamo 


6$=--{ | B5H—g66)d=—-7 | H-86d47— 


-—+ |B(6H-86)dv- | (B_H)égdr. (82,2) 


DA 


I 


Introducendo il potenziale vettore ‘U del campo $& scriviamo 
nel primo termine cl 


(H — 6) 66 = (H — $)rot dd = div [BU (H — g)] + 

— : + $U rot (H — $). 

Ma i campi H e $ sono creati, per definizione, dalle stesse correnti 
j la cui distribuzione nel volume dei conduttori è indipendente (cfr. 


$ 30) dal campo che esse creano, cioè è indipendente dalla presenza 


o meno di corpi magnetici nello spazio circostante. Perciò H e $ verifi- 
cano le stesse equazioni 


rot H = 23, rot g=# i, 


"3 AÌ $ 411 abbiamo supposto che l’integrazione nell’(11,1) fosse: ‘estesa 
a tutto lo spazio, ad eccezione del volume dei conduttori carichi che creano il 
campo. Abbiamo potuto supporre così in quanto all’interno di un conduttore 
carico non esiste campo elettrico. Il campo magnetico, invece, esiste anche al- 
l’interno dei conduttori che portano le correnti, e perciò è impossibile escluderlo 
nel calcolare l'energia libera totale. 
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in modo che rot (H — &) = 0. L’integrale di div [8% (H — &)] s 
trasforma in integrale di superficie indefinitamente lontana e si 


annulla. 
Analogamente proviamo che si annulla anche il secondo termine 
nella (32,2), cosicché . ©‘ i 


6F#=-| | B- H) é6 dv = — | M86dr. (32,3) 


Abbiamo ottenuto così per $4 l’espressione analoga a quella (11,3) 
per è.# nel caso elettrico. In particolare, nel campo magnetico omo- 
geneo esterno $ per d# otteniamo la seguente espressione analoga 


all’(11,5): 
dF=_-SdT — Hd6, (32,4) 


ove ff è il momento magnetico totale del corpo. 

Senza ripetere gli ulteriori calcoli, scriviamo le seguenti formule 
per analogia con quelle del $ 11. Per il legame. lineare B = uH 
abbiamo 


FiFo(V, T)= — \ 3 6M dV. (32,5) 
In particolare, nel campo omogeneo esterno 
F-Fa(V, T)= —/26M. (32,6) 


Nel caso generale di dipendenza arbitraria di B da H calcolando F 
si può ricorrere alla formula 


F= \ (FE 1 ne) dV = i (F-32-3 M&)dv (32,7) 


analoga alla formula (11,412) per i dielettrici. 

AI $ 141 sono date anche formule semplificate applicabili al caso 
disuscettività dielettrica debole. Caso analogo per il campo magneti- 
co è particolarmente importante in quanto la maggioranza dei corpi 
gode di suscettività magnetica debole che abbiamo già segnato. In 
questo caso abbiamo 


F_F=-4 | 6207. (32,8) 


Per il campo magnetico si possono ottenere risultati analoghi a 
quelli del $ 14. Si tratta di cambiamento delle grandezze termodi- 
namiche di un magnetico per variazione infinitesima della sua per- 
meabilità magnetica u; in questo caso è supposto che le sorgenti del 
campo siano invariabili. Dopo quanto detto precedentemente è 
chiaro a priori che al posto della variazione di 7 (come al $ 14) ora 
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‘si deve considerare la variazione di F. Non ripetiamo qui la dedu- 
zione analoga a quella della formula (14,1). Si ottiene lo stesso ri- 
sultato: 


8F=— | ug dV. (32,9) 


AI $ 14 sulla base della formula (11,7), analoga alla formula 
(32,5), abbiamo tratto la conclusione sulla positività della suscetti- 
vità elettrica della sostanza. Nel caso magnetico, tuttavia, non si 
può trarre questa conclusione in quanto la suscettività magnetica può 
avere due segni. La ragione di questa differenza notevole consiste 
nel fatto che l’operatore di Hamilton di un sistema di cariche in mo- 
to nel campo magnetico contiene non soltanto termini lineari rispet- 
to al campo (come nel caso elettrico) ma anche termini quadratici. 
Perciò nella determinazione della variazione dell'energia libera del 
corpo nel campo magnetico mediante la teoria delle perturbazioni 
sulla base della formula (14,2) il contributo daranno non i soli ter- 
mini della seconda approssimazione ma anche della prima. Non si 
può trarre nessuna conclusione sul segno della variazione; per corpi 
paramagnetici essa è positiva e per diamagnetici negativa. | 

AI $ 14 abbiamo fatto conclusioni sulla direzione del moto dei 
corpi nel campo elettrico. Conclusioni analoghe derivano anche dalla 
formula (32,9). Tuttavia, poiché u può essere sia superiore che in- 
feriore a 1 la direzione del moto dei corpi nel campo magnetico non è 
universale. In un campo quasi-omogeneo, per esempio, i corpi para- 
magnetici (u > 1) si muovono nella direzione di aumento dell’in- 
tensità e i corpi diamagnetici (u < 1) nella direzione di diminuzione 
di H. 


$ 33. Energia di un sistema di correnti 


Consideriamo un sistema di conduttori attraverso i quali passano 
le correnti. Supponiamo che né conduttori stessi né mezzo in cui si 
trovano non siano ferromagnetici e che ovunque B = uH. Secondo 
il $ 31 l’energia libera totale del sistema si esprime in funzione del 
campo magnetico creato da queste correnti mediante 


1 
= \ HBdr. (33,1) 


Qui abbiamo omesso la grandezza costante 7; (per temperatura data 
dei corpi) in quanto non ha a che fare con le correnti. L’integrazione 
nella (33,1) è estesa a tutto lo spazio sia all’interno dei condut- 
torì che all’esterno. 
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La stessa energia si può esprimere in funzione delle correnti me- 
diante l'integrale 


F=55 | AjdV (33,2) 


(cfr. il passaggio dalla (34,2) alla (34, 8)). Qui l’integrazione è estesa 
soltanto al volume dei conduttori poiché all’esterno di essi j = 0. 
— In virtù della linearità delle equazioni del campo, si può rappre- 
sentare il campo magnetico come somma di campi che sarebbero 
creati da ciascuna corrente separatamente se negli altri conduttori 
non esistessero correnti: H = }} H,. In questo caso l'energia libera 
totale (33,1) diventa 


Fa > Faat Da Fab (33,3) 


‘ove 
Faa=7 \MoBaW, Far=g7 | HB dV (83,4) 


(in Far = ba abbiamo tenuto conto che H,B, = uH,H, = H;B, 
ove u è la permeabilità magnetica in ogni punto dello spazio). Le 
grandezze F aa Sì possono chiamare autoenergia libera delle correnti 
dell’a-esimo conduttore e 7 ,, energia di interazione dei conduttori 
a e db. Fra l’altro, si deve tener conto che questi nomi hanno signi- 
ficato letterale se si trascurano le proprietà magnetiche della sostan- 
za sia dei conduttori stessi che del mezzo. In caso contrario il campo 
{e perciò anche l’energia) di ciascuna corrente dipende anche dalla 
disposizione e dalla permeabilità magnetica degli altri conduttori. 

Le grandezze (33,4) si possono esprimere anche in funzione delle 
correnti j, in ciascuno dei conduttori in accordo con la formula (33,2): 


Foo=t ViAaWa, Fa! {ih dVa=4i (AJIV n (88,5) 


DL integrale in ca si calcola soltanto rispetto al volume dell’a- 
esimo conduttore e 7, è rappresentabile nella forma di ciascuna 
delle due espressioni in cui si integra rispetto al volume: dei condut- 
tori a o b, rispettivamente. 

Per una data legge di distribuzione della densità di corrente nel 
volume del conduttore il valore 7 ,g dipende esclusivamente dall’in- 
‘tensità totale della corrente J, che passa attraverso la sua sezione 
trasversale. In questo caso, alla grandezza J, saranno proporzionali 
sia la densità j che il campo generato dalla corrente. Perciò tutto 
l'integrale 7,, è proporzionale a 73 e si scrive nella forma 


F aa = 37 Lodi, (33,6) 
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ove L,, si chiama coefficiente di autoinduzione del conduttore. Ana- 
logamente l'energia di interazione di due correnti è proporzionale 
al prodotto JJ»: 


1 
IF ad ni Ta Lat otv (33,7) 


La. grandezza L,, si. chiama coefficiente di mutua induzione dei 
conduttori. Quindi, l’energia libera totale del sistema di correnti è 


1 | i 
F=3 dI Load +4 Laloln = DI 3 LovJoJz. (83,8) 


a>b 


La condizione di definizione positiva di questa forma quadratica 
impone alcune restrizioni sui valori dei coefficienti. In particolare, 
tutti i coefficienti Lao >. 0 © 


Laalvo > Lav. 


Il calcolo dell’energia delle correnti nel caso generale di condut- 
tori massivi qualsiasi richiede di risolvere completamente le equa- 
zioni del campo e rappresenta un problema complicato. Esso si sem- 
plifica se è possibile porre uguale a 1 la permeabilità magnetica sia 
dei conduttori stessi sia del mezzo. È da notare che in questo caso 
l'energia delle correnti cessa di dipendere, in generale, dallo stato 
termodinamico (in particolare, dalla temperatura) dei corpi, e per- 
ciò in tutte le formule scritte precedentemente si può parlare con lo 
stesso diritto sia dell’energia libera che semplicemente dell'energia. - 

Per u = 1 il potenziale vettore del campo creato dalle correnti 
j è dato dalla formula (30,12). Perciò per l’energia propria del con- 
duttore abbiamo 

Faa="57 | \-H-dV dv", (33,9) 
ove due integrazioni sono estese al volume di un conduttore in esame 
e R è la distanza tra dV e dV°. Analogamente si ottiene l'energia re- 
ciproca di due conduttori 

Fan= | | Jlb dv dv, (33,10) 
ove dV, e dV; sono gli elementi di volume di ciascuno dei conduttori: 

Si calcola molto semplicemente l’energia reciproca di due cor- 
renti lineari. Il passaggio dalle correnti di volume a quelle li- 
neari nella formula (33,10) si realizza mediante la sostituzione di 
iadV., e indV, con Jdlk, e Jydly, rispettivamente, e troviamo così che 
il coefficiente di mutua induzione è 


dl, dl 
Lav= 94 rr Ò ° 
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Di conseguenza, in questa approssimazione Z,, dipende soltanto 
dalla forma, dimensioni e disposizione reciproca di entrambi i con- 
torni ed è indipendente dalla distribuzione di corrente nella sezione 
dei fili. Sottolineiamo che per ottenere questa semplice formula, 
nel caso dei conduttori lineari, non occorre nemmeno una supposizione, 
che ovunque sia u = 1. Nell’approssimazione in cui trascuriamo lo 
spessore dei fili, le proprietà magnetiche del loro materiale, in gene- 
rale, non incidono sul campo da essi generato e, quindi, sulla loro 
energia reciproca. Mentre la permeabilità magnetica u, diversa da 1, 
del mezzo che circonda i fili in accordo con la formula (30,15) au- 
menta semplicemente di u volte il potenziale vettore (e con esso 
anche l’induzione) del campo magnetico. Aumenterà di u volte, di 
conseguenza, anche il coefficiente di mutua induzione, ;. cosicché 


si avrà 
dl, dl 
Lab = dg al, (33,11) 


Quanto al coefficiente di autoinduzione dei conduttori lineari, 
il suo calcolo presenta difficoltà maggiori, e questa questione sarà 
discussa nel paragrafo prossimo. | 

L’energia totale del sistema di correnti lineari si può scrivere cin 
un’altra forma. A tale scopo torniamo all’integrale (33,2) che per le 
correnti lineari assume la forma 


FT=I D Ji $ A dla, (33,12) 


ove A è il potenziale vettore del campo totale in un punto dl, 
dell’a-esimo conduttore. L'errore fondamentale che commettiamo 
passando dalla formula (33,2) alla (33,12) è che viene trascurata la 
variazione del campo (fra l’altro, del campo propriamente detto 
della corrente in esame) lungo la sezione trasversale del filo. Ciascuno 
degli integrali di contorno che figurano nella formula (59, 12) si 
trasforma in integrale di superficie: 


QAd= |rotA-di,= {Bdi, 
rappresentando cioè il flusso di induzione magnetica (0, come si 


suole anche dire, il flusso magnetico) attraverso il contorno dell’a- 
esima corrente. Indichiamo questo flusso con D,. Quindi, 


1 
F TC Ze di JiPa. (33,13) 


Analogamente si esprime in funzione del flusso magnetico l’ener- 
gia libera # della corrente lineare J nel campo magnetico esterno, 
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cioè l'energia in cui non si include l’energia propria delle sorgenti 
del campo. È evidente che 


F=1I0, (33,14) 


ove © è il flusso del campo esterno attraverso il contorno della. cor- 
rente Y. Se il campo esterno è omogeneo (e se il mezzo ha pu = 1), 


allora © = &\df. Introducendo il momento magnetico della cor- 


rente sulla base della formula (30,18), otteniamo & = MS. 
Conoscendo l'energia del sistema di correnti in funzione delle 
loro dimensioni, forma e disposizione reciproca, si possono trovare 
le forze agenti sui conduttori mediante la semplice derivazione ri- 
spetto alle coordinate. In questo caso, tuttavia, si deve decidere quali 
caratteristiche delle correnti bisogna supporre costanti nella deriva- 
zione. È più comodo fare calcoli per correnti costanti. Ma in questo 


caso da energia libera funge la grandezza F. Perciò la forza genera- 
lizzata Fy agente « lungo » la coordinata generalizzata g è 


Fa= — (ZE), 


Gli indici della derivata significano che la derivazione si effettua 
per forze costanti della corrente e per temperatura costante dei corpi. 
Poiché nell’energia libera omettiamo la parte costante indipendente 


dalle correnti, 7 e # differiscono per solo segno, cosicché 


ro -(1È)=()e dr Dre 005 


(per brevità, qui e più avanti omettiamo l’indice 7 delle derivate). 
In particolare, le forze agenti sul conduttore da parte del suo 
proprio campo magnetico sono definite dalla formula 


Fa => Ja SE (33,16) 


gir 
ove L è l’autoinduzione del conduttore. Il carattere d’azione di que. 
ste forze è evidente a priori dalle considerazioni che seguono. Per 


una data intensità della corrente (e per data temperatura) la gran- 


dezza F tende a un minimo. Poiché in questo caso &_ = —LJ?/2c, 
ciò vuol dire che le forze agenti sul conduttore tenderanno ad aumen- 
tarne il coefficiente di autoinduzione. Ma quest’ultimo come gran- 
dezza a dimensione di lunghezza è proporzionale alle dimensioni del 
conduttore. In tal modo, sotto influenza del campo magnetico il vo- 
lume del conduttore aumenta. 
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Per la corrente nel campo magnetico esterno abbiamo 1). 


ad 


F=-I=- M8. (33,17) 


In tutte le formule scritte precedentemente per l’energia è sup- 
posto un legame lineare tra induzione e intensità del campo magne- 
tico. Nel caso generale, invece, di un legame arbitrario si possono 
stabilire relazioni differenziali analoghe. La variazione dell'energia 
libera per variazione infinitesima del campo (per temperatura co- 
stante) è, in accordo con la formula (31,8), 


67 =1 | j8A dv 
ossia, per il sistema di correnti lineari 


8F=1 I, 88441, 


Procedendo in seguito allo stesso modo come nel passaggio dalla 
formula (33,12) alla (33,13), otteniamo 2) 


55 =1S 7,60, (83,18) 


Cc 
Dalla (31,9) ricaviamo analogamente 
>___l 40° 
67 =— 3 DaJa. (33,19) 


Si può dire che per. il sistema' di correnti lineari 7 è ‘potenziale 
termodinamico rispetto ai flussi magnetici e & rispetto alle intensità 
delle correnti; questi due potenziali, fra l’altro, sono legati mutua- 
mente dalla relazione 


- Sà_. 


F=G_ 1 DID (33,20) 


1) La mancanza qui (rispetto alla formula (32,6)) del fattore 1/2 è dovuta 
al fatto che il momento magnetico della corrente nella (33,17) è una grandezza 
‘costante indipendente dal campo, mentre il momento magnetico di un magnete 
‘che figura nell’espressione (32,6) si crea da sclo soltanto sotto azione del campo. 

2) Notiamo l’analogia evidente tra le formule (33,18) nel caso magnetico 
e la (10,13) in quello elettrico. Nel caso magnetico da cariche fungono i flussi 
di induzione. Questa analogia ha un'interpretazione fisica intuitiva. Così come 
.un campo elettrico può essere mantenuto senza perdita di energia dalle cariche 
esterne sui conduttori isolati, un campo magnetico si può mantenere senza in- 
troduzione di energia dall’esterno mediante solenoidi superconduttori i flussi 
magnetici attraverso i quali restano costanti. E naturale perciò che la variazione 
dell'energia libera #. nei casi elettrico e magnetico sia determinata dalle varia- 
zioni delle cariche o dei flussi di induzione, rispettivamente. 
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In tal modo, qualunque siano le proprietà magnetiche della sostanza 
si verificano le relazioni termodinamiche 


4 0F 4 PF 
—Ia= 30, a Pa GI . (33,21) 

Se queste formule si applicano al caso del legame lineare in cui # 
sia data dalla formula (33,8), otteniamo 


11 (ro 
D=7 Di Lasdp (33,22) 
db 


Quindi, i coefficienti di induzione diventano-coefficienti di linearità 
tra flusso magnetico e intensità delle correnti che generano il campo 
magnetico. Il prodotto L,,J/p/c è il flusso magnetico creato dalla 
corrente J, (b # a) attraverso il contorno della corrente J,; e Lagd ale 
rappresenta il flusso attraverso lo stesso contorno creato dalla cor- 
rente stessa Ju. | 


$ 34. Autoinduzione dei conduttori lineari 


Nel calcolo del coefficiente di autoinduzione del conduttore linea- 
re non si può trascurarne completamente lo spessore, come abbiamo 
fatto nel calcolare la mutua induzione di due conduttori. Proce- 
dendo allo stesso modo ricaveremmo dalla formula (33,9) autoindu- 
zione nella forma 0 


? 


è dldl 
L=®$ R 


ove entrambi gli integrali sono calcolati rispetto a ‘un medesimo 
contorno; ma questo integrale è logaritmicamente divergente per 
R-+0. | | 

Il valore preciso dell’autoinduzione di. un.‘conduttore dipende 
dalla distribuzione di corrente in esso che può differire a seconda del 
modo di eccitazione della corrente, cioè dal modo in cui si applica la 
forza elettromotrice a questo conduttore. Ma per un filo lineare l’ au- 
toinduzione risulta essere indipendente dalla legge di distribuzione 
di corrente nella sua sezione con grado di precisione sufficientemente 
elevato 1). | 

Rappresentiamo l’autoinduzione nélla forma della somma L = 
=:L, + Li, ove L, e Li Sono legate con l’energia del campo magne- 


1) Più precisamente, è indipendente dalle distribuzioni per cui la densità 
di corrente varia notevolmente soltanto a distanze paragonabili con lo spes- 
sore a del filo. Se, invece, la distribuzione è tale che la densità di corrente varia 
sensibilmente a distanze piccole rispetto ad 2 (come ciò si verifica in virtù 
di cause speciali per il cosiddetto effetto skin o nei superconduttori), in questo 
caso l’autoinduzione del filo cambia, 
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tico all’esterno e all’interno del conduttore rispettivamente. Nel 
{ilo lineare la parte fondamentale dell’autoinduzione è costituita 
dalla parte « esterna » L,. Ciò è dovuto al fatto che la parte fonda- 
mentale dell'energia magnetica di un contorno lineare chiuso è con- 
tenuta nel campo all’esterno del filo a grandi (rispetto al suo spesso- 
re) distanze. Infatti, l'energia riferita a un'unità di lunghezza di un 
filo illimitatamente lungo e retto è data dall’integrale 


È | H®-2xnr dr= 4 | (È \°.2nr dr = 00 (le 


(r è la distanza dall’asse del filo e u, la permeabilità malnetica del 
mezzo esterno). Questo integrale è divergente logaritmicamente per 
grandi r. Per un contorno lineare chiuso questa divergenza, ovvia- 
mente, scompare e l'integrale sarà « tagliato » a distanze dell'ordine 
di grandezza delle dimensioni del contorno. Otterremo valore appros- 
simato dell'energia moltiplicando l’integrale scritto per la lunghezza 
totale del filo Z e considerando come limite superiore il valore / 
(mentre il limite inferiore è uguale al raggio a del filo): 


ped? 


c2 


tnt, 
a 
Di qui l’autoinduzione è 


L=2wllnt. (34,1) 


Questa espressione gode, come si-dice; di precisione logaritmica; il suo 
errore relativo è dell’ordine di grandezza di 1/Iln (Z/a), mentre il 
rapporto l/a è supposto così grande da rendere grande anche il suo 
logaritmo 1). 

Un caso particolare dei conduttori lineari è rappresentato da una 
bobina (un solenoide) con il filo avvolto a spire elicoidali molto vi- 
cine l’una all'altra. Trascurando lo spessore del filo e le distanze 
tra le spire, otteniamo semplicemente una superficie cilindrica 
conduttrice attraverso la quale passa la corrente « superficiale » di 
conducibilità. L'equazione rot H = 4nj/c all’interno del conduttore 
per questa considerazione va sostituita semplicemente dalla condi- 
zione al contorno | 


4 
[n, Ho — H,] i E (34,2) 


1) L'affermazione precedente sull’indipendenza dell’autoinduzione dalla 
distribuzione di corrente si riferisce in realtà non soltanto all'espressione appros- 
simata (34,1), ma anche all’ulteriore approssimazione in cui si tiene conto dei 
termini non contenenti grande logaritmo (ciò è equivalente all’inclusione del 
coefficiente di Z/a nell'argomento del logaritmo); si vedano i problemi del pre- 
sente paragrafo. | 
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ove g è la densità superficiale di corrente, H, e H, sono le intensità 
del campo dai due lati della superficie del solenoide e la normale n 
diretta all’interno del mezzo 2 (cfr. la deduzione della formula (29,16)). 

Se il solenoide rappresenta un cilindro infinito, il campo magneti- 
co da esso generato si determina in modo elementare. Le correnti 
superficiali sono circolari e la loro densità è g = rJ, ove Y è la cor- 
rente passante per il filo e rn il numero di spire per un'unità di lun- 
ghezza del solenoide. Il campo all’esterno del cilindro è nullo, mentre 
all’interno del cilindro esiste un campo, omogeneo diretto lungo l’asse 
del cilindro, che vale 


— —_nJ, 
C 


Infatti, questo campo verifica in modo evidente le equazioni 
divH= 0, rottH=0iin tutto lo spazio al di fuori della superficie 
conduttrice e anche la condizione al contorno (34,2) sulla superficie. 

Rispettivamente, l'energia del campo riferita a un’unità di lun- 
ghezza del cilindro è 

bell? __ 2n?2n?b?po 
n n= CI i 

(b è il raggio del cilindro e yu, si riferisce al mezzo che riempie il so- 
lenoide). Trascurando la deformazione del campo agli estremi si può 
applicare questa formula anche al solenoide di grande lunghezza 
(rispetto a è) finita %&. Allora per l’autoinduzione otteniamo la se- 
guente espressione: 


L= 4n2n2b°hy, = = 2ru,nbl. (34,9) 
ove = 2rbnh è la lunghezza totale del filo nella bobina. L'aumento 
dell’autoinduzione del solenoide rispetto all’autoinduzione del filo 


retto della stessa lunghezza (cfr. le (34,3) e (34,1)) è un effetto 
naturale dell’induzione reciproca tra spire disposte molto vicine. 


Problemi!) 


1. Determinare l’autoinduzione di un filo sottile chiuso con-forma circolare 
della sezione. 
Soluzione. Il campo magnetico all’interno del filo si può supporre come il 
campo all’interno di un cilindro infinito retto: 
2Jr 
ca? 
(e è la distanza dall’asse del filo e a il suo raggio). Di qui ricaviamo la parte 
interna dell’autoinduzions 


Cs ui | sar Ii 
L= Da | mav= (1) 


ove Z è la lunghezza del filo chiuso in questione. 


1) Nei problemi 1-6 è supposto che la: permeabilità magnetica del mez- 
rAG) Ue = 1. 
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| 
Per calcolare Le osserviamo che il campo all’esterno del filo sottile è indi- 
endente dalla distribuzione di corrente nella sua sezione. In particolare, 
‘energia # del campo magnetico esterno non cambia supponendo che la 
corrente passi soltanto per la superficie del filo. Ma, in questo caso, all’interno: 
del filo sarà H= 0esi può calcolare l’energia 7, come energia totale me- 
diante la formula (33,2). | | se 
In virtù dell’ipotesi sulla distribuzione superficiale di correnti, l'integrale 
in questa formula si riduce di fatto all’integrale lineare di contorno della linea 
assiale del filo in modo che la parte esterna dell’autoinduzione è | 


2 
Le 2c IOZII 


IT De r=a 


ove il valore A nell’espressione integranda si calcola rispetto alla superficie del 
filo. Nel passare a_ questa formula abbiamo tenuto conto che nell’approssima- 
zione considerata il campo è costante lungo il contorno della sezione circolare 
del filo. side n 904 TOSI 

Dopo aver ridotto il problema al calcolo di A,_, facciamo un’altra ipotesi 
sulla distribuzione di corrente, e cioè supponiamo che la corrente J passi tutta: 
lungo la linea assiale del filo. Il valore del campo sulla superficie del filo nell’ap- 
prossimazione considerata non cambia in questo caso (esso non cambierebbe 
affatto per un filo retto di sezione circolare). Allora se-undo la formula (30,14) 
abbiamo du | 


_J ( dl 
Alro=7 9 F 


ove R è la distanza tra l’elemento dI della linea assiale del filo e un punto della 
sua superficie. Dividiamo l’integrale in due parti in cui R> A e RKA, 
rispettivamente, ove A è una lunghezza piccola rispetto alle dimensioni del con- 
torno della corrente, ma grande rispetto al raggio a del filo !). Nell’integrale 
esteso al dominio R > A si.può trascurare a e con R intendere semplicemente la 
distanza tra due punti del contorno descritto dalla corrente. L’integrale esteso al 
dominio R < Asi può supporre diretto lungo la tangente a un punto del con- 
torno. Indicando con t il vettore unitario in questa direzione, scriviamo 
xt | li Arsh È 2 2tln —, 


| dl 

R az + 1? a 
R<A - A V t 
Questa espressione si può riscrivere :di nuovo: ‘nella forma: integrale 


a 


dl 


r=Q 


2A 


r=a 


A>R>a/2 


dove R si intende come in precedenza come la distanza tra i punti del contorno 
descritto dalla corrente. In tal modo sommando all’integrale esteso al dominio 
R => A otteniamo l’espressione 
LOST c_J.R 
Ù © R>a/2- 


nella quale il parametro A è -oimésso Coriie: ‘deve essere. 


Di 


. 1) Un metodo analogo è stato applicato al.-problema:4 del.$.2-{per calcolare 1 
capacità di un anello sottile. ca 
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Infine abbiamo 


dl dl' 
R>a/2 


Qui l’integrazione si effettua rispetto a tutte 
separate da una distanza superiore ad a/2. ; | 

2. Trovare l’autoinduzione di un anello sottile (di raggio b) fatto di filo 
‘di sezione circolare (di raggio a). | 

Soluzione. L'espressione integranda nella formula (2) del problema 1 dipen- 
de unicamente dall’angolo centrale @ sul quale è poggiata la corda A della cir- 
conferenza dell’anello e, fra l’altro, R = 2% sen (9/2) e dIdl’ = dl-dl'cos q. 
Perciò abbiamo. > 


Li 


le coppie di punti del contorno 


Le=2 | cosp:innd0 4g [lo tg do 2 COS S| A 
Po 2h sen | 


Il limite di integrazione inferiore è determinato da 25 sen (9/2) = «4/2 e di qui 
®o = a/2b. Sostituendo questo valore e sommando a Lj = abu; otteniamo con 
precisione richiesta 


L=45b (n 24 d). 


In particolare, per Ai > n} 
. Sb 2° 7 sE) 
L=4nb (tn <=) 4 


“ y*4L J? dL 


gno — 3%. z-—— —— 
malo) = pali So, = da ° 
Sostituendovi L del problema 2 otteniamo 
9 nate? | a 4 SOLT a22° 


Di qui l’allungamento relativo cercato dell'anello è 


Ab: doo e L_ (In 23 
E 02001) = ag (7 +0) 


(E è il modulo di Young, o il coefficiente di Poisson del materiale di cui è fab- 
bricato il filo; cfr. VII $ 9). | 

4. Determinare l’autoinduzione dell’unità di lunghezza di un filo doppio 
‘fatto di due fili retti paralleli (con u; = 1) di sezioni circolari (con raggi a e b) 
‘è con la distanza È tra i loro assi; attraverso questi fili passano correnti Y uguali 
e opposti (fig. 19). di OT 0 : 

Soluzione. Il potenziale vettoriale del campo magnetico di ciascuna delle 
correnti è diretto lungo gli assi dei fili, perciò i potenziali vettoriali di ambe- 
due i campi si sommano semplicemente in modo algebrico. Per il campo magne- 
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tico del filo / con la corrente --- J uniformemente distribuita abbiamo (in coordi- 
nate cilindriche) Ò 


Az= (C-1—-2In —) per r>a 


ove C è una costante qualsiasi; sulla frontiera del filo A, è continuo. Le formule 
analoghe per il filo 2 si ottengono sostituendo a con è e cambiando il segno di Y. 
L'integrazione rispetto all'area della sezione del filo / nella formula (33,2) dà 


r | î( -Z)-(c-1-21 |} h= 


a .25. a \ 
2 ” 3 2 2-1. 
= J \ | fi-+1n AT-Tri 2071 008 9 Da - 3; ra d9 dr,= 
0 0 


2c2s3ta% 


L'integrazione rispetto alla sezione del filo 2 dà la stessa espressione con a al 


Fig. 19 


posto di d. Perciò l’autoinduzione cercata per l’unità di lunghezza del filo 
doppio è 


14+-21n Lî 
L=1+ RE 


5. Determinare l’autoinduzione del solenoide toroidale. 
Soluzione. Consideriamo il solenoide come superficie conduttrice toroidale 
sulla quale circolano le correnti superficiali di densità 
NI 
2str 


(N è il numero totale di spire del filo e J la corrente passante per esso; le coordi- 
nate e le dimensioni sono rappresentate nella fig. 20). Il campo magnetico all’e- 
sterno del solenoide è H, = 0 e all’interno 


2NIJ 


Hiy=Hy:=0, Hig= 
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(r, z, g sono le coordinate cilindriche). Infatti, questa soluzione verifica le 
a condizione al contorno (34,2) 1). 


equazioni div H= 0, rot H=0, e i 
L'energia del campo magnetico all’interno del solenoide è 


(EI gv = N°272 zdr . 
—— — “rr 


ca 


si integra qui rispetto al contorno della sezione del toro e l’operazione si realizza 
facilmente introducendo l'angolo 6 secondo z = a sen 0, r= b + a così. In 
definitiva, per l’autoinduzione cercata otteniamo 


L=4nN?(b— y b°—a?). 


6. Trovare la correzione del primo ordine rispetto a 1/4 per la formula (34,3) 
esprimente l’autoinduzione del solenoide cilindrico (con pe = 41) legata alla 


deformazione del campo in prossimità dei suoi estremi. 


Fig. 20 


Soluzione. L’autoinduzione del solenoide si calcola come integrale doppio 


esteso alla sua superficie: 


ove g è la densità superficiale di corrente (g = rJ). In coordinate cilindriche 


abbiamo 


h h 2% 
L=2%bnî \ \ _ntetata __ 
od 


V (2° —z1)? -+4b? sen? + 


0 (f—Dcospapdl 


0 


=81b2n? 
o 0 VV 024-402 sont L. 


1) Essa è valida anche per un solenoide anulare di sezione non circolare 


qualsiasi. 
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‘(9 è l'angolo tra due piani diagonali passanti per df, e df»). Entegrando rispetto 
a di, otteniamo per h> db 


b.sen —— è 


IT 
La 8n62n? \ |” in — 4 _h+25sen + | cos ® dq 
9 2 


e infine. 


L=4n2b2n? (1 _Bai ) Ì 
3I 


7. Stabilire di quante volte cambierà l’autoinduzione di un contorno linea- 
re piano se collocarlo su una superficie piana di un mezzo semiinfinito di per- 
meabilità magnetica us. Trascurare la parte interna dell’autoinduzione del filo. 

Soluzione. È evidente per simmetria che in assenza di mezzo il campo ma- 

netico della corrente è simmetrico rispetto al piano del contorno, e le linee di 
orza magnetiche attraversano questo piano come normali ad esso; indichiamo 


con H, questo campo. Ponendo H = e H, nel semispazio vuoto e B = 
° ve : | 
2Me 


H, nel mezzo, possiamo verificare così le equazioni del campo 
+10° 


e le condizioni al contorno sulla superficie di un mezzo. semiinfinito. Infatti, 
con ciò è garantita la continuità di B,, e H nel piano di frontiera e la circuitazio- 
ne H lungo la qualsiasi linea di forza sarà uguale alla circuitazione H, lungo la 
stessa linea. Di-qui è facile concludere che introducendo un mezzo l’energia 
totale del campo e, di conseguenza, l’autoinduzione.del contorno si moltiplica 
per de | o. 


= UeH = 


$ 35. Forze in un campo magnetico 


Per trovare forze agenti sulla sostanza in un campo magnetico 
quasi non avremo bisogno di fare nuovi calcoli per la completa ana- 
logia con il caso elettrico. Questa analogia è dovuta soprattutto al 
fatto che le espressioni per le grandezze termodinamiche nel campo 
magnetico differiscono dalle espressioni nel campo elettrico per la 
sola sostituzione delle lettere E, D con H, B, rispettivamente. Nel 
calcolare il tensore degli sforzi al $ 15 abbiamo usato la potenzialità 
del campo elettrico come effetto dell’equazione rot E = 0. Il campo 
magnetico, invece, verifica l'equazione. 


rt H=j (35,1) 


che si riduce a rot H = 0 soltante se hor esistono correnti di'condu- 
zione. Però per il calcolo del tensore degli sforzi, in generale, si 
deve porre sempre j = 0. Poiché j è legata alle derivate del campo 
magnetico, allora se tenessimo conto delle correnti nel calcolare gli 
sforzi ciò significherebbe l'introduzione nel tensore degli sforzi 
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G;r di piccole correzioni scomparenti dovute alla 
del campo (cfr. la nota alla pag. 96). | 

In tal modo, tutte le formule ottenute ai $$ 15 e 16 per il tenso- 
re degli sforzi si estendono direttamente al campo magnetico. Così, 
in un mezzo liquido per il legame lineare B = uH abbiamo 


oin= — Polo, DO [H-p(SE) Jon +. (85,2) 


Di qui le forze di volume si calcolano in accordo con f; = 
= 00;3/0xy. Se il mezzo è conduttore e attraversato da una corrente, 
il calcolo differisce da quello al $ 15 per il solo fatto che al posto 
dell'equazione rot H = 0 abbiamo l’equazione (35,1). SI 

Derivando la (35,2) e tenendo conto dell’eguaglianza div B = 
= div (uH) = 0 troviamo 0 


non omogeneità 


1 (2 \]_ u RIT 
i= vita V [2 (4) È VET 3a VE*+ gr (HV) H. 
Ma, in accordo .con una-nota formula dell’analisi vettoriale, 
(Hv)H= 3 grad H? — [H rot H] = 3} grad H?2 + 4 (jH) 


e, infine, 


| 4 ‘è Paro 1 GUN H? | 1. 
f= — vPot az grad [#20 (E) ]--E vu+L i. (85,3) 


Rispetto alla formula analoga (19,12) qui abbiamo associato 
un altro termine (ultimo). Sarebbe erroneo pensare, tuttavia, che 
la comparsa di questo termine significhi la possibilità fisica di sepa- 
rare in f da altri effetti la forza legata alla corrente di conduzione, 
In virtù dell’equazione (35,1) la corrente j è infatti inseparabile 
dalla non omogeneità del campo e le derivate del campo rispetto 
alle coordinate entrano anche negli altri termini dell’espressione 
(39,3). Per una permeabilità magnetica della sostanza sensibilmente 


differente da 1 tutti i termini della (35,3), in generale, sono dello 
stesso ordine di grandezza. n. 


Ma se, come ciò di solito si verifica, u 
presenza della corrente di conduzione ]’ 
(30,3) dà il contributo fondamentale nella forza rispetto al quale 
gli altri termini non sono altro che piccola correzione inessenziale. 


In questo caso, nel calcolare le forze si può porre u =4fesiottiene 
semplicemente 


è vicina a 1, allora in 
ultimo termine della 


t=1 pa) (85,4) 


(qui e più avanti il termine —VP. non presenta interesse e perciò è 
omesso).. Per u = 1 le proprietà della Sostanza: non. incidono. in 
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nessun modo sui fenomeni magnetici e l’espressione (35,4) per la 

forza si riferisce in misura uguale sia ai conduttori liquidi che solidi. 

La forza totale agente sul conduttore con corrente nel campo magneti- 
è data dall’integrale 


1 | [jH] dV. (35,5) 


E ovvio che la formula (35,4) si può ottenere molto semplicemente 
direttamente sulla base di una nota espressione per la forza di Lorentz. 
La forza macroscopica agente nel campo magnetico su un corpo 
immobile non rappresenta altro che la media delle forze di Lorentz 
agenti sulle particelle cariche che costituiscono il corpo da parte 
del campo microscopico h: 


hd 


— [pv-h]. 


14 


e) 


Ma per u = 1 il campo h coincide con il campo medio H e il valore 
medio gv coincide con la densità di corrente di conducibilità. 

Se il conduttore è animato da un moto le forze (35,4) compiono 
su di esso un lavoro meccanico. A primo sguardo potrebbe sembrare 
che ciò contraddica al fatto che le forze di Lorentz non compiono 
nessun lavoro sulle cariche in moto. In realtà non esiste nessuna 
contraddizione poiché nel conduttore animato da un moto il lavoro 
delle forze di Lorentz include in sé non soltanto il lavoro meccanico 
ma anche quello delle forze elettromotrici indotte nel conduttore dal 
suo moto. Questi due lavori sono uguali per grandezza e di segno 
opposto (cfr. la nota alla pag. 321). 

Nell’ espressione (30,4) H è il valore autentico del campo magneti- 
co creato sia da sorgenti estranee che dalle correnti stesse sulle quali 
agisce questa forza. Tuttavia, nel calcolare la forza totale mediante 
la formula (35,5) con H si può intendere soltanto il campo esterno & 
nel quale è collocato il conduttore con la corrente. Il campo proprio 
generato dal conduttore in esame, in virtù della legge di conserva- 
zione dell'impulso, non può dare contributo nella forza totale agente 
su esso stesso. 

Il calcolo delle forze è particolarmente semplice per il conduttore 
lineare. Le proprietà magnetiche della sua sostanza sono in generale 
inessenziali, e se nel mezzo u = 1 la forza totale agente sul condut- 
tore è data dall’integrale lineare 


F=- $ [dg]. (35,6) 


Questà espressione si può rappresentare rella forma ‘di integrale 
esteso alla superficie delimitata dal contorno della corrente. Sosti- 


CAMPO MAGNETICO COSTANTE 195 


tuendo secondò il teorema di Stokes dl con l’operatore {df-V] ot- 
teniamo 


$ [d1-61= | (tdf-v] €). 
In seguito scriviamo | 
[[df-v] &] = —dî div & + V (dî-6&) = —di div & + 
+ [df-rot 61 + (div) £. 


Ma div & = 0, e nello spazio esterno alle correnti anche rot @ = 0. 
. Quindi, 


A | (dîv) 6. (35,7) 


In particolare, in un campo esterno quasi omogeneo si può portare 
fuori dal segno di integrale $ insieme con l’operatore V. Introdu- 
cendo anche il momento magnetico della corrente in accordo con la 
formula (30,18) otteniamo così il risultato naturale seguente: 


Poiché c/f in questa formula è vina grandezza costante, si può scrivere 
F anche nella forma 


F= grad (466) (35,9) 


(ciò che è in accordo con l’espressione (33,17) per l’energia della 
corrente). Quanto al momento delle forze agenti sulla corrente in 
un campo quasi omogeneo, come è facile provare, esso è uguale all’e- 
spressione ordinaria 


K = IMH61. (35,10) 


Problema 


Trovare la forza agente su un filo retto lineare di corrente Y collocato paral- 
lelamente a un cilindro circolare infinito (di permeabilità magnetica u) di rag- 
gio a a distanza d dal suo asse... | o . Li 

Soluzione. In virtù della corrisporideriza indicata alla pag. 167 tra problemi 
piani elettro- e magnetostatici, il campo della corrente è definibile mediante il 
cambiamento delle notazioni nella soluzione del problema 3 al $ 7. Il campo 
nello spazio attorno al cilindro coincide con il campo che sarebbe generato nel 
vuoto dalla corrente J e dalle correnti + J' e —J' passanti per i punti A e 0’, 
rispettivamente (cfr. fig. 12), inoltre 


u—i 
p+i 


Il campo all’interno del cilindro, invece, coincide con quello che sarebbe creato 
dalla corrente | 


Jug 


2 


S=J_-f_ 
HI 
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passante per il punto O. La forza.agente sull’unità di lunghezza del conduttore è 


_ 41 p_ 245 (1 A \_ _ 2Ja2(p—1) 
F=7 1B= (Da 00 370 (+1) e2° 


c? 

Analogamente troviamo (cfr. problema 4 del $ 7) che il conduttore lineare 
passante all’interno del foro cilindrico nel mezzo magnetico è attratto alla 
parte più vicina della superficie del foro con la forza 


2J?b (A—-1) 


"7235 (UA 


$ 36. Fenomeni giromagnetici 


Una rotazione uniforme di:un corpo. (non avente struttura magne- 
tica) ne implica la magnetizzazione linearmente dipendente dalla 
velocità angolare £ (effetto Barnett). Dal punto di vista fenomenolo- 
gico il legame lineare tra il momento magnetico del corpo c/f e il 
vettore £ è possibile in quanto tutti e due cambiano di segno per 
inversione del tempo. Poiché essi sono vettori assiali questa dipen- 
denza è possibile anche in un corpo isotropo (dove essa si riduce 
alla semplice proporzionalità tra J/f e XL). 

Accanto a questo effetto deve esistere anche l'inverso: un corpo 
sospeso liberamente per magnetizzazione comincia a ruotare (effetto 
Einstein-De Haas). Tra ambedue gli effetti esiste un legame termo- 
‘dinamico semplice che si può ottenere nel seguente modo. 

Come è noto (cfr. V $ 26), da potenziale termodinamico rispetto 
alla velocità angolare (con temperatura e volume del corpo assegnati) 


funge l’energia libera F' del corpo in un sistema di coordinate che 
con esso ruota. In questo caso il momento d’impulso del corpo L vale 


0F' 
L=. (36,1) 
I fenomeni giromagnetici si descrivono associando all’energia 
libera un'espressione complementare rappresentante il primo termine 
del suo sviluppo in potenze di £ e della magnetizzazione M in 
ogni punto del corpo contenente contemporaneamente Q e M. Questo 
termine è lineare rispetto a £ e rispetto a M, cioè ha la forma 


Fem= _ {Ann AV = — Ax QMrn (36,2) 


ove À;, è un tensore costante e asimmetrico nel caso generale. 

In accordo con le formule (36,1) e (36,2) il momento d'impulso 
acquistato dal corpo per magnetizzazione è legato con il suo momento 
magnetico totale mediante la relazione 


(Lem): = Ap 
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Si suole usare al posto di À;x il tensore inverso definito così: 
ame 
Nik 


8ih = 


(ec e m sono la carica e la massa dell’ elettrone); le grandezze adimen- 
sionali giz si chiamano coefficienti giromagnetici. Allora 


Ein (Lg.m)a (36,3) 


D'altra parte, l’espressione (36,2) mostra che la rotazione del 
corpo influisce sulle proprietà magnetiche in modo equivalente 
all’influsso del campo esterno di intensità 6; = A; ossia 


Gi gra. (36,4) 


Mi _ Imc 


Con ciò abbiamo la possibilità di principio di calcolare la magnetiz- 
zazione generata dalla rotazione. Quindi, se la suscettività magnetica 
del corpo Y;x è piccola, il momento magnetico acquisito è indi- 
pendente dalla forma del corpo e eo 


Le formule (36,3) e e (36, 4 corrispondono agli effetti Einstein-de 
Haas e Barnett, rispettivamente. Si vede che ambedue gli effetti 
sono definiti dal medesimo tensore g;k. 


me neo: 
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FERROMAGNETISMO E ANTIFERROMAGNETISMO 


$ 37. Simmetria magnetica dei cristalli 


Tra le proprietà elettriche e magnetiche dei cristalli esiste pro- 
fonda differenza legata al comportamento diverso delle cariche e 
delle correnti rispetto al cambiamento del segno del tempo. 

Como è noto, in virtù dell’invarianza delle equazioni del moto 
rispetto al cambiamento del segno del tempo, la sostituzione formale 
di t con —? applicata a uno stato d’equilibrio termodinamico del 
corpo deve condurre a uno stato che è anch'esso uno degli stati 
possibili di equilibrio. Ciò premesso, esistono due possibilità: gli 
stati passanti l’uno nell’altro per la sostituzione di # con —£ ora 
coincidono ora non coincidono. 

In questo paragrafo indicheremo con g (x; y, 2) e con j (2, y, 2) 
la densità autentica (microscopica) di cariche e la densità di correnti 
in ogni punto del cristallo la cui media è considerata soltanto rispetto 
al tempo (e non rispetto ai volumi « fisicamente infinitesimi », come. 
si suole fare nella teoria macroscopica). Queste sono funzioni che 
definiscono le strutture elettrica e magnetica del cristallo, rispetti- 
vamente. 

La sostituzione di # con —t fa cambiare di segno j. Se in seguito 
a questa trasformazione lo stato del corpo non cambia ciò vuol dire 
che j = —ij, cioè che f= 0. Quindi, esiste una ragione per cui 
possono esistere dei corpi con la funzione j (x, y, 2) a rigore nulla. 
Assieme alla densità di corrente in questi corpi si annullano a rigore 
le medie (rispetto al tempo) del campo magnetico e dei momenti 
magnetici in ciascun punto del corpo (è ovvio che si tratta ovunque 
degli stati del corpo in assenza di campo magnetico esterno). Di 
questi corpi si può dire che essi non godono di nessuna struttura 
magnetica. Infatti, a questa categoria si riferisce la maggioranza 
dei corpi. | 

Quanto alla densità di cariche f, in generale, essa non cambia 
per la trasformazione £# > —t. Perciò non esiste nessuna ragione 
per cui questa funzione potrebbe annullarsi identicamente. In altre 
parole, non esistono cristalli che non avrebbero la « struttura elettri- 
ca ». In ciò consiste la differenza summenzionata tra le proprietà 
elettriche e magnetiche dei cristalli. | 

Consideriamo cristalli in cui la sostituzione di # con —t fa cam- 
biare lo stato e perciò j # 0. Di questi corpi si dice che essi godono 
della struttura magnetica. 
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E da natare, prima di tutto, sebbene j non sia nulla, non può 
esistere nessuna corrente totale (nello stato d'equilibrio del corpo), 


vale a dire che l'integrale | i dV calcolato rispetto al volume della 


cellula elementare sempre deve annullarsi !). In caso contrario 
questa corrente creerebbe campo magnetico macroscopico e il cri- 
stallo godrebbe di energia magnetica (per unità di volume) rapida- 
mente crescente con aumento delle dimensioni del solido. Poiché 
questo stato è svantaggioso energeticamente, evidentemente, esso 
non può corrispondere all'equilibrio termodinamico. 

Al tempo stesso le correnti j possono creare momento magnetico 


macroscopico diverso -da zero, vale a dire che l'integrale | [rj] dV 


{calcolato di nuovo rispetto al volume della cellula elementare) 
può essere diverso da zero. Rispettivamente, i corpi in cui j 70 
si possono dividere in due tipi: corpi con momento magnetico macro- 
scopico non nullo e corpi in cui questo momento non esiste. I primi 
si chiamano ferromagneti e i secondi antiferromagneti. | 

Sorge così la questione su tipi (gruppi) possibili di simmetria 
nella distribuzione delle correnti j (x, y, z). Questa simmetria è 
composta, soprattutto, da elementi ordinari, ossia da rotazioni, 
riflessioni e traslazioni; ciò premesso tra gruppi possibili di sim- 
metria di j esistono comunque i 230 gruppi cristallografici spaziali 
ordinari. Ma ciò non esaurisce l’elenco di gruppi cercati. Come è 
stato già detto, la sostituzione di # con —t fa cambiare di segno il 
vettore j. Quindi, compare un nuovo possibile elemento di simmetria, 
ossia la simmetria rispetto alla trasformazione per cui tutte le cor- 
renti cambiano la direzione per quella inversa; indichiamo questa 
trasformazione con il simbolo convenzionale A. Se la distribuzione 
di correnti gode dell'elemento di simmetria AR di per sé, ciò vuol 
dire che j = —j, cioè che j = 0, e il corpo in generale non gode di 
struttura magnetica. La funzione non nulla j (x, y, 2), tuttavia, 
può godere della simmetria rispetto a combinazioni più disparate 
della trasformazione A con altri elementi di simmetria: rotazioni, 
riflessioni e traslazioni. In tal modo, il problema della ricerca di 
tipi possibili di simmetria nella distribuzione di correnti (gruppi 
magnetici spaziali) consiste nella costruzione di tutti i gruppi possi- 
bili composti sia delle trasformazioni esistenti nei gruppi spaziali 
ordinari, sia delle trasformazioni che si ottengono combinando le 
trasformazioni di tipo ordinario con la trasformazione A. 

Se è data la simmetria della distribuzione di correnti con ciò 
sarà definita anche la simmetria cristallografica della disposizione 
di particelle nel cristallo in questione, coincidente con la simmetria 


1) Sottolineiamo che si tratta della cellula elementare vera e propria che 
tiene conto della struttura magnetica del cristallo. Questa « cellula magnetica » 
p è differire da quella cristallografica pura che tiene conto della sola simmetria 
nella distribuzione di cariche nel reticolo (cfr. più avanti $ 38). 
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della funzione g (x, y, z). A determinarla sarà un gruppo spaziale 
che si ottiene dal gruppo di simmetria di j se la trasformazione A è 
supposta formalmente identica (quale essa è in applicazione alla 
funzione gp). | | 

La conoscenza del gruppo totale di simmetria della funzione 
i (x, y, 2), tuttavia, non è necessaria se a presentare interesse sono 
le sole proprietà macroscopiche del corpo. Queste proprietà dipen- 
dono esclusivamente dalla direzione nel cristallo e non hanno a 
‘che vedere con la simmetria di traslazione del reticolo cristallino. Dal 
punto di vista strutturale cristallografico puro la « simmetria delle 
direzioni » nel cristallo è data, come è noto, dalle 32 classi cristal- 
line. Queste sono gruppi di simmetria composti delle sole rotazioni 
e riflessioni pure; essi si ottengono dai gruppi spaziali se in questi 
ultimi supporre tutte le traslazioni come trasformazione identica 
e considerare assi elicoidali e piani di strisciamento come semplici 
assi e piani di simmetria. Dal punto di vista delle proprietà magne- 
tiche, invece, la simmetria macroscopica deve essere classificata 
secondo gruppi che constano di rotazioni, riflessioni e di loro com- 
binazioni con l'elemento AR. Questi gruppi si possono chiamare classi 
cristalline magnetiche. Essi si trovano rispetto ai gruppi spaziali 
magnetici nello stesso rapporto che le classi cristalline ordinarie 
rispetto ai gruppi spaziali ordinari. © - e 

Al loro novero si riferiscono, soprattutto, 32 classi ordinarie 
completate dell'elemento A e le stesse 32 classi ma senza elemento A. 
Le prime classi sono, in particolare, gruppi di simmetria macroscopi- 
ca di tutti i corpi che non godono della struttura magnetica. Ma di 
queste classi di simmetria possono godere anche corpi a struttura 
magnetica. A tale scopo è necessario che nel gruppo spaziale magne- 
tico di simmetria di questi corpi l'elemento stesso ff entri non come 
tale ma in combinazione con le traslazioni. 

Inoltre, esistono 58 classi in quali l'elemento AR entra soltanto 
in combinazione con rotazioni e riflessioni. Ciascuna di esse, se in 
essa l’operazione A è sostituita con trasformazione identica, si 
‘trasforma in una delle classi cristalline ordinarie. 

Si deve notare che la comparsa della struttura magnetica (ferro- 
o antiferromagnetica) sempre è legata a un’interazione relativa- 
mente debole 1). Perciò la struttura cristallografica di un corpo 
magnetico rappresenta una piccola deformazione rispetto alla 
struttura della fase non magnetica dalla quale la fase magnetica di 
solito compare al diminuire della temperatura. Sotto questo aspetto 


1) Di solito l’interazione di scambio tra i momenti magnetici degli atomi 
porta alla saturazione dei legami di valenza e alla formazione delle strutture 
non magnetiche. Soltanto l’interazione di scambio relativamente debole degli 
elettroni d e f profondi degli atomi degli elementi dei gruppi di transizione del 
sistema periodico di Mendeleev porta. alla. formazione di una: struttura mar 
gnetica. n ci 
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i ferromagneti. differiscono, in particolare, da -corpi piroelettrici 
ordinari, ma sono analoghi ai corpi ferroelettrici. 

Con l'assegnazione della classe cristallina magnetica si definisce 
il carattere di tutte le proprietà magnetiche macroscopiche dei corpi. 
La più importante di esse è l’esistenza o meno del momento magneti- 
co macroscopico, cioè della magnetizzazione spontanea (senza campo: 
esterno). Il momento magnetico M è una grandezza vettoriale che 
per rotazioni e riflessioni si comporta come vettore assiale (prodotto 
vettoriale di due vettori polari) e per applicazione dell'operazione & 
cambia di segno. Il cristallo possederà la magnetizzazione sponta- 
nea se in esso esiste almeno una direzione tale che il vettore M in 
essa con le proprietà suindicate resti invariante per tutte le trasfor- 
mazioni della classe cristallina magnetica in esame. 

Sottolineiamo di nuovo la distinzione dalle proprietà elettriche 
(macroscopiche questa volta). Il carattere di quest'ultime è definito 
completamente dalla classe cristallografica ordinaria. In particolare, 
affinché un corpo sia piroelettrico è sufficiente che la sua classe 
cristallina ammetta l’esistenza del vettore polare P (momento elet- 
trico). Al tempo stesso sarebbe assolutamente sbagliato trarre con- 
clusione sull'esistenza o meno del momento magnetico macroscopico 
sulla base del comportamento del vettore assiale M rispetto alle 
trasformazioni della classe cristallina strutturale del corpo consi- 
derato, corrispondente alla simmetria della funzione g (x, y, Z) 
(torneremo a questa questione nel prossimo paragrafo dopo la costru- 
zione di fatto delle classi magnetiche). 

Al posto della simmetria della funzione j (x, y, z) si può parlare 
della simmetria della distribuzione della densità microscopica del 
momento magnetico M (x, y, 2) = Îrj (2, y, 2)]. Quest'ultima, a sua 
volta, si può considerare come simmetria di disposizione e di orien- 
tazione dei momenti magnetici medi (rispetto al tempo) degli atomi. 
(ioni) p nel reticolo cristallino. Questi valori medi sono nulli in un 
corpo senza simmetria magnetica. Nei ferromagneti la somma dei. 
momenti atomici in ciascuna cella elementare è diversa da Zero: 
e negli antiferromagneti essa è nulla. 

L'insieme di atomi nel reticolo cristallino che godono di valori U. 
uguali si chiama sottoreticolo magnetico. Evidentemente, un anti- 
ferromagnete ha almeno due sottoreticoli con valori up mutuamente 
antiparalleli e uguali per grandezza. Se le direzioni dei momenti u. 
di tutti i sottoreticoli sono paralleli o antiparalleli tale antiferro- 
magnete si dice collineare; in caso contrario esso si chiama nor. 
collineare. | 

I ferromagneti anch’essi possono avere più sottoreticoli. Nel 
senso stretto con ferromagneti si intendono corpi in cui tutti i mo- 
menti magnetici atomici medi sono paralleli. Se un cristallo, invece, 
ha due o più sottoreticoli con momenti atomici non coincidenti per 
direzione (o per grandezza) esso si chiama ferrimagnetico; a differenza 
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«degli antiferromagneti, la somma vettoriale M dei momenti magne- 
tici nei sottoreticoli di questi corpi è diversa da zero. Un ferro- 
magnetico può essere sia collineare (se i momenti magnetici di tutti 
i suoi sottoreticoli sono paralleli o antiparalleli) sia non collineare. 


$ 38. Classi magnetiche ‘e gruppi spaziali 


Mostriamo come di fatto sono costruiti i gruppi magnetici di 
simmetria; cominciamo dalle classi magnetiche. 

Come è stato detto al paragrafo precedente, le classi magnetiche 
ssi possono dividere in tre tipi. Al tipo I appartengono 32 classi 
‘cristalline ordinarie non contenenti affatto elemento R. Al tipo II 
appartengono le stesse 32 classi completate dell'elemento AR. Ciascuna 
‘classe contiene tutti gli elementi della classe ordinaria (del gruppo 
puntuale G) e tutti gli stessi elementi moltiplicati per &; indicando 
Ja classe magnetica con il simbolo M si può scrivere 


M=G + RG (38,1) 


(la trasformazione f, ovviamente, è commutativa con tutte le rota- 
zioni spaziali e riflessioni; perciò RG = GR ove G è elemento qual- 
ssiasi del gruppo G). 

Questi due tipi di classi sono in certo senso banali. Al tipo III 
non banale appartengono 58 classi magnetiche nelle quali l'elemento 
-R entra soltanto in combinazioni con rotazioni e riflessioni. Ciascuna 
«di queste classi, se l'operazione A in essa va sostituita con trasfor- 
‘mazione identica, si trasforma in una delle classi cristalline ordi- 
narie G. La costruzione di tutte le classi magnetiche di questo tipo 
ssi realizza sulla base delle considerazioni seguenti. 

Indichiamo con il simbolo H l'insieme di elementi del gruppo G 
«che restano (nella costruzione della classe M) non moltiplicati 
‘per R. Questo insieme, per definizione, contiene l'elemento unitario 
E (in caso contrario, M conterrebbe l'elemento R di per sé, cioè 
apparterrebbe al tipo Il) e il prodotto di ogni coppia di suoi elementi 
«dà elementi dello stesso insieme. In altre parole, H è sottogruppo del 
gruppo G. Tutti gli altri elementi del gruppo G entrano in M molti- 
‘plicati per R; poiché R° = £, tutti i prodotti di coppie di questi 
«elementi del gruppo sono elementi del gruppo H. Ne segue che H 
è sottogruppo del gruppo G (e, quindi, del gruppo M) dell'indice 2 1). 
In altre parole, la struttura della classe magnetica M del tipo III 
‘può essere rappresentata nella forma | 


M=H+ RG,;H, (38,2) 


1) Ciò significa che il sottogruppo H contiene metà di elementi del grup- 
po G. Questa affermazione deriva dal teorema generale sufficientemente evi-. 
dente: il sottogruppo H del gruppo G ha l’indice 2 se e soltanto se il prodotto di 
xlue elementi qualsiasi del gruppo G non appartenenti ad H è un elemento di H. 
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>» G; è un elemento del gruppo G che non entra in H. È evidente 
che il gruppo M e il gruppo G = H + G,H sono isomorfi. 

In tal modo, il problema della costruzione di tutte le classi 
magnetiche si riduce alla ricerca dei sottogruppi dell’indice 2 di 
tutte le classi cristalline. Questo problema, a sua volta, si risolve 
facilmente mediante tabelle dei caratteri delle rappresentazioni irri- 
ducibili dei gruppi puntuali. Ciascuna rappresentazione non unitaria 
unidimensionale del gruppo contiene numero uguale di caratteri 
+41 e —1; gli elementi di carattere 41 costituiscono sottogruppo 
dell'indice 2. Al passare alla classe magnetica questi elementi restano 
invariabili mentre tutti gli altri vanno moltiplicati per A. 

Illustriamo questo procedimento sull’esempio del gruppo puntua- 
le C,,. La tabella di caratteri delle sue rappresentazioni irriducibili 
(cfr. III $ 95) è 


La rappresentazioni unidimensionali.non.unitarie sono: 4, B,, B.. 

Nella rappresentazione A, gli elementi di caratteri +1 formano il 

sottogruppo C,. La classe magnetica corrispondente, che indichiamo 
con il simbolo C,, (Cà) consta di elementi 


| E, È, 2C,, 2Ro», 2R05; 


Nelle rappresentazioni B,, B, gli elementi di caratteri -+-1 formano 
sottogruppi C,, che differiscono soltanto per posizione dei piani 0, 
rispetto a un sistema di coordinate fisso. Questi sottogruppi sono 
indistinguibili cristallograficamente e ad essi corrisponde la medesi- 
ma classe magnetica C,, (C2,) con elementi 


E, Cs, 2RC, 200) 2Ros. 


‘ Considerando in questo modo tutte le 32 classi cristalline otte- 
niamo 58 classi magnetiche del tipo III elencate nella tabella 1. 
Ciascuna classe G (#7) è definita da un gruppo puntuale iniziale G 
e suo sottogruppo H, ossia da un sottogruppo tra parentesi dopo il 
simbolo del gruppo G. Le classi cristalline C,, C 3, 7 non hanno sotto- 
gruppi con l’indice 2 e perciò non esistono classi magnetiche costruite 
sulla loro base. È da notare anche ‘che la rotazione Cs non entra 
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Tabella 1 
Classi magnetiche 


Ci (C1) 
_ | Cs(C1) 
Cr (C1) 
Con (Ci, Ca, Cs) 
2V 8? 2) 
Da (9) | ; C: 
Dan (Do, Cshs C20) (Cer Se, € 


E) 30 
De (Ce, Ds) 
TAO Si Ceno Cer» D3dy Dsn) 


a (T) 
Din (Da, Cahs Donr .Cavr Dada) . On (0, Thi Ta) 
Se (C3) 


mai in una classe magnetica (non banale) moltiplicata per &; la rota- 
zione C3£t dopo triplice ripetizione condurrebbe alla trasformazione R 
che non esiste nelle classi di questo tipo 1). 

È stato detto al paragrafo precedente che sulla base di una classe 
cristallina non si può giudicare sulla possibilità di esistenza del ferro- 
magnetismo. A titolo di illustrazione consideriamo il reticolo tetra- 
gonale degli atomi con momenti magnetici diretti lungo l’asse 
tetragonale *). La sua classe cristallina magnetica è 2D,, (D;) con- 
tenente le trasformazioni 8) 


E, Cy, 20 2U,R, 2U;R, 
I, O hy 2543 20,k, 20h. 


1) Nella teoria della simmetria astratta la simmetria magnetica è trattata 
come antisimmetria. L'idea di antisimmetria è stata proposta indipendente- 
mente da H. Heesch (1929) e A. V. Subnikov (1945). Le classi antisimmetriche 
sono state trovate da Subrikov (1951) come gruppi di simmetria delle figure geo- 
metriche (poligoni) a facce dipinte in due colori: all’elemento & corrisponde 
l'operazione di cambiamento di colore delle facce. Come gruppi di simmetria 
magnetica queste classi sono state ottenute da B. A. Tavger e V. M. Zajzev 
(1956). La loro deduzione qui esposta appartiene a V. L. /ndenbom (1959). 

2) Tale è, per esempio, il reticolo della fase ferromagnetica del ferro. Dal 
punto di vista cristallografico esso rappresenta reticolo cubico debolmente defor- 
mato (lungo uno degli assi del quarto periodo). La deformazione è il risultato 
della magnetostrizione dovuta all’esistenza stessa della struttura magnetica. 

3) Ovunque la notazione degli elementi di simmetria è quella usata nel IIk 
$$ 93, 94. In particolare, V,, Uj sono rotazioni di 180° attorno agli assi orizzon- 
tali perpendicolari all'asse del quarto ordine, c, riflessione nel piano orizzon- 
tale, 0y, 0; riflessioni nei piani verticali passanti per gli assi C, e 7», U3. I sim- 
boli U,R, oR ecc. indicano piani e assi di simmetria che entrano nella classe 
considerata in combinazione con RR. | 
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Tutte queste trasformazioni lasciano invariante il vettore assiale M 
diretto lungo l’asse del quarto ordine. Fra l’altro, la classe cristal- 
lina D,, di per sé non consentirebbe l’esistenza di vettore assiale: 
tutte le sue componenti M.,, M,, M, cambierebbero di segno, ad 
esempio, per rotazione attorno a questo o quello asse del secondo 
ordine. 

‘ Passiamo ora ai gruppi magnetici spaziali. Essi si trovano nella 
stessa relazione con i gruppi cristallini ordinari come le classi magne- 
tiche rispetto a quelle cristalline: le prime si riducono a quest'ultime 
se la trasformazione R va sostituita con quella identica. In tutto 
esistono 1651 gruppi magnetici spaziali; come le classi magnetiche 
essi si dividono in tre tipi. | | 

- Al tipo I appartengono 230 gruppi coincidenti con quelli cristal- 

lografici e non contenenti affatto la trasformazione AR, mentre al 
tipo II appartengono gli stessi 230 gruppi completati con l’elemen- 
to, R. 
i Al tipo III non banale appartengono 1191 gruppi contenenti la 
trasformazione A soltanto in combinazione con qualche rotazione, 
riflessione o traslazione. Essi hanno la struttura (38,2), ove H è 
un sottogruppo con l’indice 2 del gruppo cristallino spaziale G e G, 
elemento di G che non entra in H. Evidentemente, il sottogruppo H 
deve coincidere con il gruppo spaziale iniziale G ora per sua sim- 
metria di traslazione ora per sua classe; nel primo caso esso ha di 
due volte meno elementi « rotativi » (rotazioni e riflessioni) che il 
gruppo G, nel secondo caso di due volte meno traslazioni. Ciò pre- 
messo, il tipo Il si può dividere anche in due sottotipi. 

Al sottotipo IIIa si riferiscono gruppi magnetici spaziali per i 
quali G, dell’espressione (38,2) è una trasformazione «rotativa » 
del gruppo cristallino G = H + G,H, che non entra in H. La sim- 
metria di traslazione (il reticolo di Bravais) del gruppo spaziale M 
di questo tipo coincide con la simmetria di traslazione del gruppo G; 
in altre parole, la cella elementare della struttura magnetica coin- 
cide con la cella elementare puramente cristallografica. Questi 
gruppi magnetici spaziali (ne sono in totale i 074). si riferiscono alle 
classi magnetiche del tipo III. 

Al sottotipo IIIb riferiamo i gruppi spaziali per i quali si può 
considerare al posto di G, nella (38,2) una traslazione vera e propria 
di uno dei periodi fondamentali del gruppo G. La cella elementare 
della struttura magnetica è per volume il doppio della cella ele- 
mentare cristallografica. L'insieme di traslazioni vere e proprie e di 
‘traslazioni moltiplicate per RR forma il reticolo magnetico di Bravais; 
esistono 22 reticoli diversi di questo tipo. I gruppi magnetici spa- 
ziali del sottotipo IIIb (ne sono 517) si riferiscono alle classi magne- 
‘tiche del tipo II 1). 


1) La costruzione di tutti i gruppi magnetici spaziali (come gruppi di 
antisimmetria) è stata realizzata da A. M. Zamorzajev (1953) e da. N. V. Belov, 
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Problema 


Elencare classi magnetiche che consentono il ferromagnetismo. 

Soluzione. Le classi del tipo II non consentono ferromagnetismo. Sottolineia- 
mo che, quindi, non consentono ferromagnetismo tutti i gruppi spaziali det 
tipi II e IIIb contenenti in sé traslazioni moltiplicate per A (queste trasforma- 
zioni a priori fanno cambiare di segno M): in altre parole, affinché esista il ferro- 
magnetismo è necessario in ogni caso che la cella elementare magnetica coinci- 
da con quella cristallografica 1). 

Tra le classi del tipo I (coincidenti con le classi cristallografiche ordinarie) 
sono le seguenti a consentire l’esistenza del vettore assiale M: 

C,, Cf — Min qualsiasi direzione, 

Cs — M nel piano di simmetria, 

Cor Con Car Sar Cano C3, Cor Se, Can Con — M lungo l’asse di simmetria. 

Affinché il ferromagnetismo esista nelle classi del tipo III è necessario in 
ogni caso che esse non contengano l’elemento 7A che fa cambiare di segno il vet- 
tore M in qualsiasi sua direzione. Tra queste classi sono le seguenti a consentire 
l’esistenza del ferromagnetismo:. 


Ca (C1), Con (C;) — M perpendicolare all'asse C,R; 

Cs (C)) — M nel piano cR; n 

Con (Cs) — M nel piano c,f perpendicolarmente all'asse C,R; 

Da (C2), Cav (Ca); Don (Can) — M lungo l’asse Cs; 

Di (Ca), Cav (Ca), Dod (Sa); Dan (Can), Dg (C3); Cav (C3); , | a 
Dsga(S6), Den (Can). Dx (Ce), Cev (Ce) Den (Con) —M lungo I asse Cas Cs o Cg- 


$ 39. Corpo ferromagnetico in prossimità del punto di Curie 


Tra le proprietà magnetiche dei ferromagneti e le proprietà elet- 
triche dei corpi ferroelettrici esiste un'analogia che va lontano. Gli 
uni e gli altri in volumi macroscopici godono della polarizzazione 
spontanea: magnetica ed elettrica. La scomparsa di questa polariz- 
zazione al variare della temperatura in ambedue i casi si effettua 
mediante la transizione di fase di seconda specie (il punto di tran- 
sizione tra fasi ferro- e paramagnetica si chiama punto di Curie). 

Al tempo stesso, tra fenomeni ferromagnetici ed elettrici esisto- 
no distinzioni notevoli legate al carattere differente delle forze 
d’interazione microscopiche che implicano la polarizzazione spon- 
tanea. Nei corpi ferroelettrici l'interazione delle molecole nel reticolo 
cristallino è sostanzialmente anisotropa per cui il vettore della 
polarizzazione spontanea è legato in modo relativamente forte a una 
determinata direzione nel cristallo, 


N. N. Neronova, T. S. Smirnova (1955); per tabelle composte dagli ultimi autori 
si veda il libro: Subnikov A. V., Belov N. V. Coloured symmetry.— Pergamon 
Press, 1964. Per tabelle più complete dei gruppi magnetici spaziali e per loro 


proprietà si veda il libro (edizione russa): Kopzik V. A. Gruppi di Subnikov. 
«Edizione dell’Università di Mosca, 1966. o . 

1) Ricordiamo di nuovo (cfr. la nota alla pag. 204) che si tratta della sim- 
metria di un reticolo già deformato dall'esistenza ‘stessa dèlla struttura magne- 
tica. 
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La comparsa della struttura magnetica, e anche diquella ferro- 
magnetica, è dovuta soprattutto all'interazione di scambio degli. 
atomi, in generale, indipendente dalla direzione del momento magne- 
tico totale rispetto al reticolo !). È vero che accanto all’interazione: 
di scambio esiste anche la diretta interazione magnetica tra i momen- 
ti magnetici atomici. Questa interazione, tuttavia, rappresenta 
l’effetto —v?/c° (v sono le velocità atomiche) poiché i momenti. 
magnetici stessi degli atomi contengono i fattori 1/c. Alla stessa. 
categoria appartiene l'interazione dei momenti magnetici atomici. 
con il campo elettrico del reticolo cristallino. Tutte queste intera- 
zioni (che si possono chiamare re/lativistiche in quanto contengono il. 
fattore 4/c?) sono deboli rispetto all'interazione di scambio e, di 
conseguenza, conducono soltanto a una dipendenza relativamente 
debole dell'energia del cristallo dalla direzione di magnetizzazione. 
Questa relazione tra l’interazione di scambio e relativistiche sarà 
supposta ovunque nel presente capitolo ?). | 

Quindi, la magnetizzazione di un ferromagnete è una grandezza; 
conservativa nella prima approssimazione, cioè rispetto all’intera- 
zione fondamentale (di scambio). Questa circostanza conferisce un: 
significato fisico più profondo alla teoria termodinamica nella 
quale la magnetizzazione M è considerata come variabile indipen- 
dente il cui valore di fatto (quale funzione della temperatura, del. 
campo ecc.) è definito in seguito da condizioni corrispondenti di. 
equilibrio termico 8). 


—PTT _—___ 

1) L'interazione di scambio, come è noto, rappresenta ‘effetto specifica-- 
mente quantistico che compare in seguito a questa o quella simmetria delle 
funzioni d'onda del sistema di particelle rispetto alle loro permutazioni. La 
simmetria permutativa delle funzioni d'onda, e con essa l’interazione di scam- 
bio, dipende unicamente dallo spin totale del sistema, ma non dalla sua dire- 
zione (cfr. III $ 60). Il ruolo dell’interazione di scambio nei ferromagnetici 
è stato rivelato originariamente da J. I. Frenkel, J. G. Dorfman e W. Heisenberg 
(1928). e i Ò 0 cu. 
2) L'ordine di grandezza del rapporto tra interazioni relativistiche e quella. 
di scambio è caratterizzato dal rapporto Uan/NTo, ove Uan è l'energia dell’ani-. 
sotropia magnetica (si veda il paragrafo prossimo), N il numero di atomi in unità 
di volume, 7, la temperatura nel punto di Curie. Per i ferromagneti questo. 
ordine di solito è 10-2-10-?. In alcuni ferromagneti (metalli di terre rare e loro. 
combinazioni) questo rapporto può essere notevolmente più grande e assumere: 
persino valori dell’ordine dell'uno sia a causa dell’energia dell’anisotropia 
« anomalmente » grande sia a causa della debolezza relativa delle interazioni 
di scambio. Le possibilità della teoria macroscopica in applicazione a questi 
magnetici sono, ovviamente, più limitate. Uno studio particolareggiato dei: 
meccanismi microscopici di interazioni più disparate in magneti concreti 
supera i limiti del presente libro. 

3) Per loro simmetria magnetica macroscopica e per loro comportamento 
in campi magnetici non troppo forti i ferrimagnetici collineari non si distin- 
guono dai ferromagnetici nel senso stretto di questa parola (cfr. la fine del $ 37). 
La teoria trattata più avanti si riferisce ad ambedue le categorie dei magnetici. 


208 CAPITOLO V 


Indichiamo con ® (M, H) il potenziale termodinamico dell’unità 
di volume della sostanza, supposto come funzione della variabile 
indipendente M (accanto ad altre variabili termodinamiche). Per il 
momento trascuriamo interazioni relativistiche, tenendo conto cioè 
dell’interazione di scambio fondamentale. Allora D (M, 0) può 
essere funzione soltanto di una grandezza assoluta e non della dire- 
zione del vettore M. 

Per trovare grandezze termodinamiche quando il campo H è non 
mullo, procediamo allo stesso modo che nella deduzione della formula 


(19,3): partiamo dalla relazione 2D/0H = —B/4n e troviamo 
È M, H)=®(M, )0-MA—£. (39,1) 


Di qui per il potenziale ® ricaviamo 


© (M, B>=D+-72 =®(M, 0)+--=®(M, )+ 
+ BdM, (39,2) 


Se l’anisotropia magnetica del ferromagnete va. trascurata le dire- 
zioni dei vettori M e H, ovviamente, coincidono; perciò nelle formule 
(39,1-2) si può scrivere al posto dei vettori i loro valori assoluti. 
In prossimità del punto di Curie la magnetizzazione M è piccola. 
Consideriamo le proprietà del ferromagnete in questo intorno nei 
limiti della teoria generale delle transizioni di fase di seconda specie 
di Landau !). In accordo con questa teoria, sviluppiamo ® (M, 0) 
in serie di potenze del vettore M che funge da parametro d’ordine. 
Lo sviluppo di una funzione isotropa in potenze di una grandezza 
vettoriale non-può contenere che termini di potenze pari: 


d= + AM°+BM'-MH—-{-, (39,3) 

ove D,, A, B sono funzioni delle sole temperatura e pressione ?). 

Il punto di Curie T = 7, (P) è definito dall’annullamento del 

coefficiente A; inoltre, A >0 per T>T,e4<0 per T<7, 

(questa disposizione termica delle fasi ha luogo in tutti i ferro- 

magneti noti sebbene non sia necessaria termodinamicamente). 
In prossimità del punto di Curie abbiamo 


A=a(T-T.), (39,4) 


1) Le proprietà dei ferromagneti nel dominio di fluttuazione in prossi- 
mità del punto di Curie saranno trattate al $ 47.’ o I 

2) Ciò che lo sviluppo contiene termini delle sole potenze pari rispetto alle 
componenti del vettore M ha un'altra ragione, più profonda, non dovuta all’ap- 
prossimazione di scambio: la grandezza M è dispari rispetto all’inversione del 
tempo, mentre il potenziale termodinamico deve essere invariante, ovviamente, 
Tispetto a questa trasformazione. O 
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ove a > 0 è una costante indipendente dalla temperatura. L’espres- 
sioni (39,3-4) differiscono dalla (19,3) per solo significato delle gran- 
dezze: MM e XH al posto P, e £,, rispettivamente. Perciò diamo le 
seguenti conclusioni dalle (39,3-4) senza ripetere tutte le considera- 
zioni del $ 19. 

La magnetizzazione spontanea nella fase ferromagnetica varia 
con i temperatura secondo la legge 


M=V 4 (1,7). (39,5) 


Sopra il punto di Curie la magnetizzazione spontanea non esiste e la 
suscettività magnetica vale 


4 
AT Da TT) (39,6) 


vale a dire che si verifica il paramagnetismo con suscettività inversa- 
mente proporzionale a TY — 7. (legge di Curie-Weiss). Sotto il punto 
di Curie abbiamo 


oM 1 
x (#7) 0 4a (TT) (39,7) 
| 
Ricordiamo, tuttavia, che questa grandezza non rappresenta qui su- 
scettività nel senso usuale della parola (cioè coefficiente di proporzio- 
nalità tra M e H) poiché M #0 anche per H =0. 

Infatti, la suscettività (39,7) può assumere valori dell'ordine di 
1 soltanto in prossimità immediata del punto di Curie. A prescindere 
da questo intorno possiamo supporre che la magnetizzazione M 
cambi assai debolmente sotto influsso del campo magnetico e possa 
essere considerata per una data temperatura come grandezza costan- 
te, ciò che sarà supposto ai paragrafi che seguono. 

Sotto questo aspetto esiste una differenza tra corpi ferromagnetici 
e ferroelettrici nei quali 0P/9E, in generale, non è piccolo anche lon- 
tano dal punto di Curie. La ragione risiede di nuovo nella piccolezza 
dei momenti magnetici atomici rispetto ai momenti di dipolo elettri- 
ci delle molecole. 

È stato notato al $ 19 che l’applicazione del campo elettrico smus- 
sa il punto discreto della transizione di fase di seconda specie nei 
ferroelettrici. Lo stesso si verifica, ovviamente, con i ferromagneti 
nel campo magnetico. Poiché nell’approssimazione di scambio le 
direzioni di M e H coincidono, in questa approssimazione lo smus- 
samento della transizione si verifica qualunque sia la direzione 
cristallografica H. 
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$ 40. Energia: di anisotropia magnetica 


Come è stato già detto, l’anisotropia delle proprietà magnetiche 
di un ferromagnete è legata all'interazione relativistica debole tra 
i suoi atomi. Nella teoria macroscopica questa anisotropia è descrivi- 
bile mediante l’introduzione nel potenziale termodinamico di 
termini corrispondenti, ossia dell'energia di anisotropia magnetica 
dipendente dalla direzione della magnetizzazione. 

Il calcolo dell’energia dell’anisotropia sulla base della teoria 
microscopica chiederebbe che sia applicata la teoria quantomecca- 
nica delle perturbazioni nella quale da energia perturbatrice fungono 
termini nell’operatore di Hamilton del cristallo, che descrivono inte- 
razioni relativistiche. Ma la forma generale delle espressioni cercate 
può essere stabilita senza questi calcoli sulla base di semplici consi- 
derazioni di simmetria. 

L'operatore di Hamilton delle interazioni relativistiche contiene 
termini della prima e seconda potenza rispetto agli operatori dei 
vettori di spin degli elettroni (interazioni spin-orbitale e spin-spin). 
La piccolezza degli uni e degli altri è determinata dal rapporto v?/c?, 
ove v è l’ordine di grandezza delle velocità degli elettroni atomici e c. 
la velocità della luce. La serie della teoria delle perturbazioni per 
l'energia dell’anisotropia è lo sviluppo rispetto a questa piccolezza, 
ma a causa della dipendenza indicata dell'operatore di perturba- 
zione dagli operatori di spin l'energia dell’anisotropia si ottiene 
automaticamente sotto forma di serie di potenze dei coseni direttori 
del vettore di magnetizzazione, cioè delle componenti del vettore m 
nella direzione M. D'altra parte, l’energia di anisotropia Uan, 
così come il potenziale stesso ® (cfr. la nota alla pag. 208), è inva- 
riante rispetto all’inversione del tempo, mentre la magnetizzazione 
M per questa trasformazione cambia di segno. Ne segue che l’energia 
dell’anisotropia deve essere funzione pari delle componenti di m. 

Per i cristalli uni- e biassici lo sviluppo dell'energia di aniso- 
tropia comincia dai termini della seconda potenza rispetto alle 
componenti di m. Rappresentiamo questi termini nella forma 


Uan = Kuammy (40,1) 


ove K;x è tensore simmetrico di secondo ordine le cui componenti 
(così come l'energia stessa Un) hanno dimensione della densità di 
energia. Nei cristalli uni- e biassici questo tensore ha due e tre 
componenti indipendenti, rispettivamente. Però nel caso in questio- 
ne si deve anche tener conto che una combinazione quadratica, ossia 
mx + mî + mîz =1, è indipendente dalla direzione del vettore m 
e perciò va esclusa dall’energia dell’anisotropia. Di conseguenza, 
l’espressione (40,1) per i cristalli uni- e biassici contiene uno o due 
coefficienti indipendenti, rispettivamente. 
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Così, per i cristalli uniassici l’energia dell’anisotropia si può 
scrivere nella forma 


| U,n= K (mz + mî)= K sen? 0 (40,2) 
ossia nella forma equivalente 1) 
Usn= — Kmî= — K cos?0 


ove l'angolo 0 è formato da m e l’asse z coincidente con l’asse prin- 
cipale di simmetria del cristallo. Se il coefficiente K > 0 (funzione 
della temperatura), l'energia dell’anisotropia è minima per magne- 
tizzazione lungo l’asse z; questo asse sarà, come si suole dire, direzione 
di magnetizzazione facile e il ferromagnete si riferisce al tipo « asse fa- 
cile ». Se, invece, K <0, la direzione della magnetizzazione facile 
giace nel piano xy (piano di base del cristallo); questo ferromagnete 
si riferisce al tipo « piano facile ») *). L'espressione (40,2) è isotropa 
nel piano xy. Questa isotropia, tuttavia, è violata nei termini di 
ordine superiore nello sviluppo di U,,, termini che sono a determi- 
nare (per X < 0) la direzione della magnetizzazione facile nel piano 
xy. La forma di questi termini dipende da un sistema cristallino 
concreto cui appartiene il cristallo considerato. 

Per i cristalli tetragonali i termini del quarto ordine contengono 
due invarianti indipendenti: (mz + mj)? e mimi, (gli assi x e y 
coincidono con due assi del secondo ordine nel piano di base). La 
seconda di queste invarianti implica l’anisotropia nel piano di base. 

Nei cristalli esagonali l’energia di anisotropia contiene un 
solo termine del quarto ordine proporzionale a (mi + mi); in questa 
approssimazione l’energia di anisotropia si scrive così: 


O Uan = Ki sen? 0 t K, sen“ 0 (40,3) 


(il coefficiente K della (40,2) è indicato qui con K,). L’anisotropia 
nel piano di base, tuttavia, compare soltanto in termini del sesto 
ordine; l’invariante anisotropa di questo ordine è 


I 1/2 [(m, + im) + (m, — im,)f] = sen' 0 cos 6g (40,4) 


(l’asse x coincide con uno degli assi del secondo ordine nel piano di 
base; a partire da esso si calcola l’angolo azimutale @). 


1) Queste due espressioni differiscono l’una dall’altra per grandezza X 
indipendente dalla direzione. Il passaggio dall'una all’altra significa inclusione 
di questa grandezza nella parte isotropa di ©; in particolare, cambia il coeffi- 
ciente A nello sviluppo (39,3). 

?) Di esempio di ferromagnete uniassico serve il cobalto esagonale nel 
quale X cambia di segno a temperatura -530 K, fra l’altro, X > 0e XK <0 sono 
sotto e sopra questa temperatura, rispettivamente. Il valore di X estrapolato 
verso 0 è X = 0,8 -10? erg/cm8. Il valore N7, — 24010 erg/em?. 
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Infine, la simmetria romboedrica ammette due termini del 
quarto ordine di invarianti 


(mz + mi)? = sen* 0, (40,5) 
1/2m,{(m, + im)? + (m., — im))}] = cos 0 sen? 8 cos 3 (40,6) 


(l’asse y è diretto lungo uno degli assi del secondo ordine e l’angolo g 
si calcola a partire dall'asse x). Il fattore m, nella seconda grandezza 
invariante fa sì che la direzione della magnetizzazione facile esca 
dal piano di base verso un piccolo angolo; essendo m, esiguo, la 
determinazione della direzione della magnetizzazione facile chiede- 
rebbe di tener conto contemporaneamente dei termini sia del quarto 
che del sesto ordine (tra i quali c’è un termine con la grandezza inva- 
riante (40,4). 

Passiamo ai cristalli ferromagnetici del sistema cubico. Le loro 
proprietà differiscono notevolmente dalle proprietà dei cristalli 
uniassici (e biassici). Infatti, l’unica combinazione del secondo 
ordine, invariante rispetto alle trasformazioni della simmetria 
cubica, che si potrebbe comporre delle componenti del vettore m 
è il quadrato m? = 4. Perciò il primo termine non scomparente nello 
sviluppo dell’energia dell’anisotropia nel cristallo cubico è un ter- 
mine non del secondo ma del quarto ordine. Ciò premesso, gli effetti 
di anisotropia magnetica nei cristalli cubici, in generale, sono più 
deboli che nei cristalli uniassici e biassici. 

La simmetria cubica ammette una sola grandezza invariante 
del quarto ordine dipendente dalla direzione m. L’energia dell’ani- 
sotropia del ferromagnete cubico può essere rappresentata nella 
forma 


Uan = K (m&mj + mimi + mimi) (40,7) 


ossia e 
Un = —4/2K (mi + mj, + mi); 


l'equivalenza di entrambe le espressioni è evidente dal fatto che la 
loro differenza è una grandezza X/2 indipendente dalla direzione. 
Per K >0 (nel ferro, ad esempio) l'energia dell’anisotropia 
raggiunge minimi uguali di grandezza per tre disposizioni del vettore 
m, ossia parallelamente ai tre spigoli del cubo (gli assi z, y, 2; le 
direzioni cristallografiche sono [100], [010], [001]). In tal modo, 
in questo caso il cristallo ha tre assi di magnetizzazione facile 
equivalenti. | 
«Se, invece, K <0 (nel nichel, ad esempio), l'energia dell’aniso- 
tropia è minima per mi = m} = mî = 1/3, cioè quando il vettore m 
è diretto lungo una delle quattro diagonali spaziali del cubo (le 
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direzioni cristallografiche [111], [114] ecc.), che sono in questo caso 
direzioni di magnetizzazione facile 1). | 

Ad un’approssimazione successiva dopo la (40,7) nell’energia 
dell’anisotropia del cristallo cubico corrispondono termini del sesto 
ordine. Escludendo dal loro numero l’invariante (m?)* indipendente 
dalla direzione e un’espressione che differisce dalla (40,7) per il 
solo fattore m? avremo una sola grandezza invariante con la quale 
si può intendere m}m?m?. Allora 


Uon = Ki (mimi + mimi + mimi) + K,mimimî. (40,8) 
| È da notare che un cristallo ferromagnetico cubico magnetizzato 
spontaneamente lungo uno dei suoi assi di magnetizzazione facile 
perde, a rigore, la simmetria cubica (per cui si verifica anche sposta- 
mento corrispondente degli atomi, cioè la deformazione del reticolo 
cristallino). Un cristallo magnetizzato lungo uno spigolo del cubo 
diventa debolmente tetragonale, e per magnetizzazione lungo la 
diagonale spaziale del cubo diventa romboedrico. Sotto questo aspetto 
i cristalli cubici differiscono dai cristalli uniassici con la direzione 
di magnetizzazione leggera lungo asse principale di simmetria; 
evidentemente, la magnetizzazione in questa direzione non cambia 
la simmetria del cristallo. 

Sottolineiamo di nuovo che considerato in questo paragrafo lo 
sviluppo dell’energia dell’anisotropia di un ferromagnete in potenze 
delle componenti del vettore unitario m non rappresenta sviluppo 
rispetto alla magnetizzazione stessa M (la quale lontano dal punto 
di Curie non è per niente piccola), e la convergenza della serie otte- 
nuta è dovuta unicamente alla debolezza delle interazioni relati- 
vistiche. Ma in prossimità del punto di Curie ove la grandezza M è 
piccola, esso diventa sviluppo rispetto a M. Nei limiti della teoria 
di Landau da questa circostanza seguirebbe che in un cristallo uni- 
assico il rapporto K/M? (K dalla formula (40,2)) deve tendere a un 
valore non nullo finito per T + 7T.. Per precisare questa proposi- 
zione, consideriamo a titolo di esempio la transizione dalla fase 
paramagnetica a quella ferromagnetica del tipo asse facile. Secondo 
le formule (39,3) e (40,2) i termini quadratici nello sviluppo del 
potenziale termodinamico in potenze delle componenti del vettore M 
hanno la forma 


AM? + (A + K/M?) (M3 + M3). 


Il punto di transizione è definito dall’annullamento del coefficiente 
di Mî, mentre il coefficiente di MZ + Mj resta finito. | 


I 1) A titolo di esempio notiamo che per il ferro e il nichel il valore 1/3 K 
(la differenza di U,n per direzioni di magnetizzazione più facile e più diffi. 
cile) estrapolato verso 0 K costituisce all’incirca 2-10 erg/cmî. 
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Analogamente in un ferromagnetico cubico dovrebbe tendere 
a un valore finito il rapporto K/M* (K della formula (40,7)). 

Nel dominio di fluttuazione, però, il comportamento suindicato 
dei coefficienti dell’anisotropia in generale va violato. 


$ 41. Curva di magnetizzazione dei corpi ferromagnetici 


Consideriamo la relazione tra la magnetizzazione di un ferro- 
magnete uniassico e il campo magnetico in esso; per fissare le idee, 
supponiamo che il ferromagnete appartenga al tipo «asse facile ». 
In questo caso, è più comodo riscrivere l'energia di anisotropia 
nella forma 


2 
Uan=-20— sen2@ (41,4) 
introducendo il coefficiente adimensionale f >.0 (secondo la rela- 
zione XK = f.M?/2) 1). 

Ricordiamo che il valore assoluto della magnetizzazione M rite- 
niamo indipendente da H, cosicché si tratta soltanto delle rotazioni 
di questo vettore ?). Dalle considerazioni di simmetria è evidente 
che il vettore M giace nel piano passante per l’asse z e la direzione H 
(in quanto nell’energia di anisotropia sono trascurati termini di 
ordine superiore, anisotropi nel piano xy); intendiamo con questo 
piano il piano zz. Il potenziale termodinamico tenendo conto del- 
l'energia di anisotropia vale 8) 


d=0 (M) + È m-HM--L= 


pu 
2 


= (M) +5 sen20— M (4, sen 0-44, cos 9) —-{-. (41,2) 


La dipendenza di M da H è determinata dalla condizione di equi- 
librio 90/08 = 0 da cui 
BM sen 0 così = H, così — H7,sen0. (41,3) 


1) Le considerazioni successive sono basate sull’espressione (41,1) per 
l'energia dell'anisotropia. Si deve notare, tuttavia, che lo sviluppo, il cui primo 
termine è questa espressione, in casi reali gode di solito di convergenza suffi- 
cientemente cattiva. Perciò una descrizione quantitativa soddisfacente dei 
fenomeni chiede che sia tenuto conto di un altro termine del prossimo (quarto) 
ordine. 

2) Accanto al processo di rotazione del vettore M qui considerato nei 
ferriti in campi molto forti è possibile un altro processo: i momenti magnetici 
antiparalleli ruotano l’uno incontro all’altro diventando così paralleli. Ciò 
ha luogo, però, soltanto in campi «di scambio» H — Tc/u; per ferrite FeO - Fe3Os 
(7 = 580 K, u-— up) questi campi H — 10° Oe. 


®) Includendo Uan nel potenziale termodinamico ® con ciò supponiamo che 
le costanti anisotrope siano definite per sforzi elastici dati. 
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Rispetto all’incognita È = sen? questa espressione è equazione 
algebrica di quarto grado 


(BME — H,)? (1 — È) = H2E* n 


con coefficienti non nulli delle potenze dispari di È. Questa equazione 
ha ora due ora quattro radici reali (e tutte esse < 1). Poiché tutte 


queste radici corrispondono ad estremi di una funzione © (0), è 
chiaro che nel primo caso questa funzione ha un minimo e un massi- 
mo, e nel secondo caso due minimi e due massimi. In altre parole, 
nel primo caso a un valore del campo H corrisponde una direzione 
di magnetizzazione. Nel secondo caso, invece, per H assegnato sono 
possibili due direzioni di M delle quali una (corrispondente al più 


piccolo dei minimi di D) è termodinamicamente completamente 
stabile, mentre la seconda (corrispondente al più grande dei minimi 


di ®) resta termodinamicamente metastabile. 

I} primo e il secondo caso si verificano a seconda dei valori H, 
e H,. Per una variazione graduale di questi parametri un caso si 
trasforma nell’altro all’istante in cui uno dei massimi si fonde con 


uno dei minimi. In questo caso la curva È (0) ha al posto di estremo 
il punto di flesso, vale a dire che con 9D/90 si annulla anche la 
derivata seconda 0*D/00?. Riscrivendo l’equazione (41,3) nella forma 


Hx Hi, n 
| sen9 così = BM 


e derivandola ancora una volta rispetto a 0, otteniamo 


Hx — 2L_ H, 
sen? 0 cos 0) * 


Escludendo 0 da queste due equazioni abbiamo 
H5° + Hî° = pMm)?!?, (41,4) 


Kai diagramma H,, H, l'equazione (41,4) definisce la curva 
chiusa (astroide) rappresentata nella fig. 24. Essa divide il piano 
H,H,in due parti delle quali in una è possibile e nell’altra impos- 
sibile l’esistenza di stati metastabili. Senza analisi complementare 
è evidente che il dominio in cui sono impossibili stati metastabili è 
quello esterno alla curva. Ciò è chiaro anche dal fatto che per 7 + 00 
può essere l’unica direzione M lungo il campo H. 

L'esistenza degli stati metastabili rende possibile l’isteresi, 
ossia un cambiamento irreversibile della magnetizzazione passante 
per questi stati al variare del campo magnetico esterno. Perciò la 
curva rappresentata nella fig. 21 rappresenta la frontiera assoluta 


216 CAPITOLO V 


dell’isteresi; per valori del campo all’esterno di questa curva l’istere- 
si comunque è impossibile 1). 

Uno studio particolare chiedono gli stati in cui l’intensità H è 
perpendicolare all’asse di magnetizzazione facile (7, = 7, H, = 


= 0). Il potenziale termodinamico è 
d=®— +52 sen20— HM sen0, (41,5) 


Se H > BM, allora © ha un solo minimo per 8 = 1/2, vale a dire 
che la magnetizzazione è diretta lungo il campo. Se, invece, H < 


< BM, allora È ha un minimo per 
M,=Msen0= 4/6, (44,6) 


cui corrispondono due posizioni possibili del vettore M (sotto gli 
angoli 0e a —@), simmetriche rispetto all'asse x. Quindi, in questo 


Fig. 21 


caso. esistono. due stati d’equilibrio, fra l’altro, con valori uguali 


di D e perciò in misura uguale stabili. 

Questa circostanza è di estrema importanza in quanto conduce 
alla possibilità dell’esistenza di due fasi in contatto in cui l’intensità 
H è uguale ma la magnetizzazione M (e perciò l’induzione B) diversa. 
Come risultato compare una possibilità nuova di diminuzione del 
potenziale termodinamico totale del corpo: il suo volume si può 
dividere in serie di domini separati in ciascuno dei quali la magnetiz- 


1) In tutta l’esposizione del materiale nel presente capitolo siamo limitati 
alla considerazione dei soli stati termodinamicamente d’equilibrio dei ferro- 
magnetici e, quindi, dei processi riversibili in essi. In particolare, non trattiamo 
per niente il meccanismo di fenomeni d’isteresi che possono essere legati a difetti 
del cristallo, sforzi interni nel campione, policristallizzazione e altre cause. 
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zazione ha una delle sue due direzioni possibili; questi domini si 
chiamano domini di magnetizzazione spontanea. In effetti la definizione 
di struttura d’equilibrio termodinamico dei ferromagneti richiede 
di studiare il solido nel suo insieme tenendo conto della sua concreta 
forma e dimensione; torneremo a questa questione al $ 44. 

Consideriamo un tratto di un corpo piccolo rispetto al suo volume 
totale ma grande rispetto alle dimensioni dei domini di magnetizza- 
zione spontanea. L'intensità H, si può supporre costante lungo tutto 
questo tratto; indichiamo con M e B le medie di M e B rispetto al 
suo volume. Assieme a H, è costante anche la componente trasversale 
M | = H,/B della magnetizzazione. La componente longitudinale M, 
in diversi domini differisce per segnc, cosicché la sua media in ogni 
caso non è superiore a | M, |. Tenendo conto che ovunque H,= 0 
troviamo la media dell’induzione 


| B,=Hz(1 +F) B,<4% V Me Te . (41,7) 


Queste formule determinano la regione dei valori dell’induzione me- 
dia corrispondente alla struttura a domini dei ferromagneti unias- 
sici. 

Lo studio della dipendenza di M da H per un cristallo cubico può 
essere condotto in linea di massima analogamente alle considera- 
zioni precedenti per i cristalli uniassici. Tuttavia, a causa di grande 
complicazione di equazioni corrispondenti la deduzione di formule 
analitiche esplicite è qui impossibile e non ci soffermiamo più su 


questa questione. 


P.roblemii 


‘4. Uncristallo ferromagnetico uniassico ha la forma dell’ellissoide di rota- 
zione (in cui l’asse di magnetizzazione facile coincide con l’asse di rotazione) 
e si trova in un campo magnetico esterno $. Determinare la regione di valori 
di © per quali il corpo godrà della struttura a domini. 

Soluzione. Secondo Se proprietà generali dei corpi ellissoidali nel campo 
esterno omogeneo ($ 8), le medie dell’induzione B e dell’intensità H := H rispet» 
to alla struttura a domini sono legate con © mediante le relazioni 


O nB,+-(1—n) Hy= ©, sin Bxt ana Hx=9x> 


ove| n è il coefficiente di smagnetizzazione lungo l’asse principale dell’ellissoide 
(asse z). Ponendo H, = 0 e usando le formule (41,7) otteniamo 


i. Dax D_ La VO PU H5, 
| Ha= 1+2n (1—-n)/p * B,= n <4n M Bz ° 
Escludendo di qui H, troviamo la disuguaglianza cercata 
097 + Di 
(Ann)? * [B+2(1-+n)}]}? 


che] determina la regione dell’esistenza della struttura a domini, 


<M?, 
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2. Per un corpo policristallino in un campo magnetico forte (H > 41M) 
determinare la media magnetizzazione rispetto a cristalliti a simmetria unias- 
sica. 

Soluzione. Supponiamo che nei limiti di un cristallito 09 e y siano due angoli 
tra la direzione di magnetizzazione facile e i vettori M e H, rispettivamente. 
E evidente a priori che in un campo forte la direzione M sarà vicina alla dire- 
zione H, vale a dire che l’angolo è = 8 — + è piccolo. Scrivendo MH = MA x 


Xx cos (0 — w) nella (41,2) ed uguagliando a zero 90/00 otteniamo 
BM 


è = sen db= — sen © così. 


La magnetizzazione media è' diretta, evidentemente, lungo H e vale 
M= mM c058=M (1-9) =M[1-E 
2 2H® 


ove il trattino orizzontale significa la media rispetto ai cristalliti. Supponendo 
equiprobabili tutte le direzioni dell'asse di magnetizzazione leggera dei cristal- 


liti otteniamo 
"7A B2M? 
M=M (1 15H3 }° 


sen? 8 cos? 6 | , 


In tal modo, la magnetizzazione media si avvicina alla saturazione secondo la 
legge M — M © H?. 
3. Risolvere il problema 2 per i cristalliti a simmetria cubica. 
Soluzione. Le condizioni di minimo dell’espressione 
— È (Mi+M34+-M9)— EM + HyMy4+-H,M3) 


(nella formula (40,7) abbiamo posto XK = 8M?/2) sotto la condizione comple- 
mentare Mi + M$ + M?= costante sono 


BM2-+-Hx=Mx, BM3+Hy=MMy, BM3+H,=1M,, 
ove À è un fattore di Lagrange indefinito. Di qui ricaviamo per # grande 


E: 
Mad H+ H8+-. 


e sommando i quadrati di queste uguaglianze troviamo che M? & #?/2%, cioè 
i & H/M. L’angolo ® tra M e H troviamo come 


[MH]? pame 


V H2H3 (H3—H3)?, 


ove la sommatoria è estesa alle permutazioni cicliche degli indici x, y, 2. Il 
calcolo della media di questa espressione rispetto alle orientazioni dei cristalliti 
è equivalente alla media rispetto alle direzioni del vettore H. Quest'ultimo cal- 
colo si effettua integrando rispetto agli angoli sferici che determinano la direzio- 
ne H e come risultato si ottiene 

M=M (1-3 d)—.M (1 


__2p*M6 
10559 ) 
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$ 42. Magnetostrizione dei ferromagneti 


La variazione della magnetizzazione dei ferromagneti nel campo 
magnetico conduce alla loro deformazione (magnetostrizione). Questo 
fenomeno può essere legato sia all’interazione di scambio sia alle 
interazioni relativistiche nel corpo. Poiché l’energia di scambio 
dipende esclusivamente dal valore assoluto della magnetizzazione, 
quindi, anche la sua variazione può essere causata soltanto da cam- 
biamento della grandezza M nel campo magnetico. Benché quest’ul- 
timo, in generale, sia relativamente piccolo, ma l’energia di scambio 
stessa è grande rispetto a quella dell’anisotropia. Perciò gli effetti 
di magnetostrizione dovuti ai due tipi dell'interazione possono 
essere comparabili. 

Questa situazione si verifica nei cristalli uniassici. Deformazioni 
sensibili al variare della direzione M hanno luogo nei campi H — 
= BM, mentre il cambiamento della grandezza M diventa notevole 
nei campi 7H — 4nM. Se queste zone praticamente coincidono, 
allora nel considerare la magnetostrizione dei ferromagneti unias- 
sici è necessario, in generale, tener conto di ambedue gli effetti 
insieme. Non ci soffermiamo qui sulla deduzione di formule corri- 
spondenti molto complicate. | 

Nei cristalli cubici la situazione è diversa per relativa piccolezza 
dell'energia dell’anisotropia (quale grandezza del quarto ordine). 
Una magnetostrizione sensibile dovuta alla variazione della dire- 
zione M si verifica già in campi relativamente deboli in cui si può 
trascurare il cambiamento della grandezza assoluta JM. Consideriamo 
questi effetti. 

La variazione dell’energia delle interazioni relativistiche in un 
corpo deformato si descrive mediante l’introduzione nel potenziale 


termodinamico © di termini addizionali magnetoelastici dipendenti 
dalle componenti del tensore degli sforzi elastici 0; e dalla direzione 
del vettore M (N. S. Akulov, 1928). I primi termini non scomparenti 
di questo genere sono lineari rispetto a 0;, e quadratici rispetto ai 
coseni direttori del vettore M (quest’ultimo fatto è dovuto di nuovo 
alla simmetria rispetto all’inversione del tempo). Nel caso generale 
otteniamo così la seguente espressione per l’energia magnetoelastica: 


Ume => —QihimOthM Mmy (42,4) 
OVe airim è tensore adimensionale del quarto ordine, simmetrico 
rispetto alle coppie di indici ik e Im (ma non rispetto alla permuta- 
zione della coppia ik con la coppia lm). In prossimità del punto di 
Curie, ove lo sviluppo in potenze dei coseni direttori del vettore M 
è equivalente allo sviluppo in potenze delle sue componenti, le 
grandezze a;rim/M? tendono a limiti costanti. 
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Nel calcolare il numero di componenti indipendenti del tensore 
a;xim SI deve tener conto di nuovo che i termini nella (42,4) con- 
tenenti le componenti di m nella combinazione mi + mîj + m? 
sono indipendenti dalla direzione del vettore m e perciò possono 
essere esclusi dall’energia magnetoelastica !). Ciò premesso, tro- 
viamo che l’energia magnetoelastica dei cristalli cubici ha due 
coefficienti indipendenti e scriviamola nella forma 


Ume = 4 (LE + O, y7M) + 0,,1Mî3) — 
—203 (0xygM,My + Ox MM, + Gym yM 3). (42,2) 


Il tensore di deformazione si ottiene derivando ® rispetto alle 
componenti corrispondenti del tensore 0;p,: 


Uip= — 00/00, 


ove in © bisogna includere (con segno opposto; cfr. la nota alla 
pag. 109) anche l'energia elastica ordinaria. Quest'ultima nei cristal- 
li cubici contiene tre coefficienti elastici indipendenti e può essere 
rappresentata, ad esempio, nella forma 


U, = sn (0%x + 0)y + 07,) + 
+ > (0x% + yy + 0,,)? + Bs (Oxy + 0% + 072) ? (42,9) 


Ove U;, Mo, Ps sono grandezze positive. Otteniamo la seguente espres- 
sione per il tensore di deformazione ?): 


Uxa (i t a) Cxx + Mo (0),y + 022) + ama, 
Uxy = M30xy + dgMyMy (42,4) 


e analogamente per le altre componenti. 

Queste formule contengono in sé tutti gli effetti di magneto- 
strizione (nella regione dei campi considerata). In particolare, se 
non esistono sforzi interni le formule 


o. ,d _. ‘Im 
Uxx tune AqMax, Uxy = AMIN yy e è. * (42,5) 


definiscono il cambiamento della deformazione al variare della 
direzione della magnetizzazione. Ricordiamo che il valore assoluto 
della deformazione è convenzionale in un certo senso in quanto è 
convenzionale la direzione m nella quale la deformazione è supposta 
non esistente. 

1) Qui esiste un arbitrio nella considerazione di a;;;m che non esprime altro 


che la direzione m è convenzionale (se non sono applicate forze meccaniche 
dall'esterno) in quanto il cristallo è supposto non deformato. 


2) Nella derivazione di © si deve tener conto della nota alla pag. 442. 
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Il tensore degli sforzi definito in seguito alla soluzione di un 
problema concreto (per un cristallo serrato, ad esempio) è per ordine 
di grandezza o » a/u, ove a e pu sono gli ordini di grandezza dei 
coefficienti di a;zim € dei coefficienti elastici, rispettivamente. In 
questo senso l’energia magnetoelastica (per unità di volume, come 
sempre) è una grandezza dell'ordine di a?/u. I coefficienti a sono 
grandezze del primo ordine nell'interazione: relativistica spin-spin, 
cosicché l’energia magnetoelastica in essa è una grandezza del secondo 
ordine. In un cristallo uniassico l’energia dell’anisotropia è una 
grandezza del primo ordine rispetto all’interazione relativistica e 
perciò, come regola, grande rispetto all’energia magnetoelastica. 
Nei cristalli cubici, invece, l'energia dell’anisotropia è del secondo 
‘ordine rispetto all’interazione indicata e in questo senso, in generale, 
commensurabile con l’energia magnetoelastica 1). Quindi, può com- 
parire la necessità di tener conto contemporaneamente delle due 
forme dell’energia (nello studio della curva di magnetizzazione, ad 
esempio), ciò che rende più complicato il problema. 

Consideriamo ora la magnetostrizione di un magnetico in campi 
forti (7 > 41M) tali per i quali è inessenziale l’energia dell’aniso- 
tropia e la struttura a domini non esiste più, cosicché si può supporre 
la direzione M coincidente con la direzione H. 

In quanto trascuriamo l’energia di anisotropia in questo caso, 
la simmetria concreta del cristallo è inessenziale in modo che le 
formule che diamo più avanti sono applicabili in misura uguale a 
ogni ferromagnete. 

Supponiamo che il corpo considerato si trovi in un campo magne- 
tico omogeneo esterno $. Il suo potenziale termodinamico totale 


% 2) è dato dalla formula I 
D=- NM = —MV$, (42,6) 


ove ck = MV è il momento magnetico totale del corpo magnetizza- 
to omogeneamente nella direzione coincidente con quella del campo; 
abbiamo omesso qui il termine %, non legato con il campo magne- 
tico. La media del tensore di deformazione rispetto al volume del 
corpo è data dalla formula 


| — 1 0$ 
| Un=T7 ca ’ 
di qui se 
i —_ 6 è(VM 
=D SUIT (42,7) 


1) Ma anche nei cristalli cubici l'energia magnetoelastica può essere piccola 
rispetto a quella dell’anisotropia. Così, per il ferro (a temperatura ambiente) 
il loro rapporto —10-. 

2) Qui intendiamo la definizione di © data al $ 12. Ma essa è inapplicabile 
a corpi deformati notevolmente in modo non omogeneo. 
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In tal modo, la deformazione è definita dalla dipendenza della magne- 
tizzazione dagli sforzi interni. 

Nei cristalli a simmetria cubica ogni tensore simmetrico del se- 
condo ordine che ne caratterizza le proprietà si riduce a uno scalare 
dal quale si ottiene moltiplicato per é;,. Ciò si riferisce anche al 
tensore d (VM)/00;x, cosicché la deformazione dovuta alla magneto- 
strizione si riduce, in questo caso, a onnilaterale compressione 
o estensione. | 

Nel caso in cui presenta interesse la sola variazione èV del volume 
totale la si può ottenere semplicemente derivando & rispetto alla 
pressione, e cioè | 


_ 9$ _ 9 (MV) 
v= gl, (42,8) 


ove con P si deve intendere una pressione onnilaterale applicata 
uniformemente al corpo. 


Problemi 


4. Trovare una estensione relativa di un cristallo ferromagnetico cubico 
a seconda della direzione della magnetizzazione m e della direzione di misura n. 

Soluzione. La estensione relativa nella direzione del vettore unitario n si 
esprime in funzione del tensore di deformazione mediante la formula 


$Ul = u;ghiny. 
Sostituendovi u;x (se non esistono sforzi interni) dalla formula (42,5) otteniamo 
61/1=a1 (mini +min? +min3) +-.as (mamynxny + mxmzngnz +mymznynz). 


Ricordiamo che il significato incondizionato ha non questa grandezza stessa, 
ma le sole differenze di suoi valori per direzioni distinte m e n. Così, se m è di- 
retto lungo l’asse x, la differenza di valori è//l lungo gli assi x e y vale a;. Se la 
direzione m coincide con una delle diagonali spaziali la differenza di valori 
62/1 in questa direzione e lungo le tre altre diagonali spaziali vale 4a,/9. 

2. Trovare la variazione del volume per magnetostrizione di un ellissoide 
ferromagnetco nel campo esterno @- 4M parallelo a uno dei suoi assi; il 
corpo ferromagnetico è supposto cubico 1). | | 

Soluzione. Se ‘trascuriamo l’energia dell’anisotropia, la regione dell’esi- 
stenza della struttura a domini è data dalla disuguaglianza B<4nM per H = 0 
(il trattino sopra B significa la media rispetto al volume del corpo; cfr. $ 44). 
Nell’ellissoide abbiamo nB + (1— n)H = $ e, ponendo H =0, troviamo 
che la struttura a domini esiste per 


5 < 4anM. 
In questo caso, nB = 4nnM.= $, vale a dire che la magnetizzazione media è 


1) In un corpo ferromagnetico uniassiale per $ = 4nM si dovrebbe tener 
conto dell'energia dell’anisotropia il che non si fa in un cristallo cubico. 
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Di qui il potenziale termodinamico vale 


9 
B=_v |Mab=-r. () 
0 


Se, Invece S > 4nnM, l’ellissoide è magnetizzato completamente lungo 
il campo: M = M. In questo caso 


D= — M$V+2nM?Vn (2) 


(per © = 4nMn le espressioni (1) e (2) coincidono). 
La variazione del volume cercata si ottiene derivando $ rispetto alla 
pressione: 
2 


oV 
OV=—-= 5P per $<4nnM, 


9 Mm) 9 (M27) 


60V= — © ——- —ap_ +27 n per ©> 4nnM. 


Per @ > 4nnM riotteniamo la formula (42,8) data nel testo. 


$ 43. Tensione superficiale della parete di dominio 


Come è stato notato al $ 41, esiste una larga gamma di stati in 
cui i ferromagneti devono avere la struttura a domini, cioè scindere 
in tratti con direzioni di magnetizzazione distinte. Ciò si riferisce, 
in particolare, a un corpo ferromagnetico che non si trova nel campo 
magnetico esterno. 

Dal punto di vista termodinamico i domini a contatto rappre- 
sentano diverse fasi ferromagnetiche che differiscono per direzione 
della loro magnetizzazione spontanea. Consideriamo prima di tutto 
le proprietà delle frontiere tra fasi (0, come si suole dire, delle pareti 
di dominio) e definiamone la tensione superficiale (L. D. Landau, 
E. M. Lifsits, 1939). Ò 

In effetti le frontiere tra fasi rappresentano strati transitori 
relativamente sottili in cui la direzione della magnetizzazione varia 
con continuità da una direzione all’altra in un dominio. La 
«larghezza » di questo strato e l’andamento di variazione di M in 
esso sono definiti dalle condizioni dell’equilibrio termodinamico. 
In questo caso si deve tener conto di un’energia complementare cau- 
sata dalla magnetizzazione non omogenea. Il contributo più grande 
in questa energia di disuniformità è dato dall’interazione di scambio. 
Dal punto di vista macroscopico la si può esprimere in funzione delle 
derivate di M rispetto alle coordinate. Ciò si può realizzare nella 
forma generale supponendo relativamente piccolo il gradiente della 
direzione M; questa condizione significa che un cambiamento note- 
vole della direzione dei momenti magnetici si verifica esclusiva- 
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mente a distanze grandi rispetto alle distanze interatomiche. Nel 
caso considerato questa condizione, evidentemente, è soddisfatta 
poiché una distinzione notevole tra le direzioni dei momenti magne- 
tici atomici vicini condurrebbe ad aumento molto grande dell’energia 
di scambio, ciò che è termodinamicamente svantaggioso. 

Indichiamo la densità di energia di disuniformità con Ugisun- 
Nel suo sviluppo non possono esistere termini lineari rispetto alle 
derivate prime della forma a; (M) 0M;/dxx; ciò è impossibile già 
in virtù della condizione di simmetria rispetto all’inversione del 
tempo (per questa operazione il vettore M cambia di segno, mentre 
l'energia deve restare invariata). La simmetria del cristallo potrebbe 
consentire l’esistenza di termini contenenti prodotti delle derivate 
0M;/0x, per le componenti del vettore stesso M. Qui presenta in- 
teresse l'energia di scambio di disuniformità; i termini corrispon- 
denti in Ukgisun devono essere invarianti rispetto alla contempora- 
nea uguale rotazione dei vettori M in tutto lo spazio (per sistema di 
coordinate invariabile) *). Allora i termini con i prodotti suindicati 
possono avere la sola forma 


a (M) M DEL = La (M) vM? 


dx; n 

Tuttavia, questi termini non possono avere senso reale di energia di 
disuniformità anche se è supposto che lungo il cristallo cambi non 
soltanto la direzione ma persino la grandezza del vettore M. Il fatto 
è che un significato termodinamico reale ha non la grandezza stessa 
U isun bensì il suo solo integrale esteso al volume del corpo; ma 
per questa integrazione i termini nella forma scritta precedentemente 
si ridurrebbero ad espressioni dipendenti esclusivamente da valori 
della magnetizzazione sulla superficie del corpo e non dall’anda- 
mento di sua variazione nel volume 2). 

Per la stessa ragione si possono non scrivere tra i termini infini- 
tesimi dell’ordine successivo in Utisaon Quelli lineari rispetto alle 
derivate seconde di M rispetto alle coordinate: nell’integrazione 
rispetto al volume essi si trasformano in espressioni quadratiche 
rispetto alle derivate prime. Sono le espressioni quadratiche a 
rappresentare termini principali non scomparenti nello sviluppo 
dell'energia di scambio di disuniformità. 

La forma più generale di questi termini è 


1 oMi: 98Mi 
Uaisin = 3 ik Gr; "dar? (43,1) 


1) Ciò vuol dire che l’espressione scalare di Udgisun deve essere costruita 
in modo tale che la convoluzione avvenga soltanto tra gli indici vettoriali 
« magnetici » e « di coordinate », ma non tra l’uno e l’altro. o 

3) La simmetria del cristallo, tuttavia, può consentire l’esistenza di ter- 
mini della forma a;x;M;9My/9x; della natura non di scambio. Ciò implicherebbe 
cambiamento del carattere di ordine ferromagnetico nel cristallo; cîr. $ 52. 
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ove xi è un tensore simmetrico; perché l’ordine ferromagnetico 
sia stabile questa espressione deve essere essenzialmente positiva, 
vale a dire che i termini principali del tensore a;, devono essere 
positivi. Nei cristalli cubici il tensore &;, si riduce a uno scalare 
(c;, = a6;4, a => 0) in modo che 1) | 


| 
| a èM 9dM 


| U sisun = 3 “dr; dai © (43,2) 
Nei cristalli uniassici il tensore a;x ha due componenti indipendenti 


e l’energia di disuniformità ha la forma 


 Vama=[(G0)°+(0)°]+(20)°. 00 


Sottolineiamo che lontano dal punto di Curie le espressioni 
(43,1-3) vanno considerate come primi termini dello sviluppo in 
potenze delle derivate del vettore unitario m = M/M e non della 
magnetizzazione stessa M. Soltanto in prossimità di questo punto 
l’ultima espressione diventa sviluppo in potenze delle derivate del 
vettore stesso M. Ciò premesso, nei limiti della teoria di Landau i 
‘ coefficienti a;, in queste espressioni dovrebbero tendere per 7 + T, 
a valori finiti non nulli (sul ruolo delle fluttuazioni in questo caso 
si veda $ 47). Ò 

A titolo di esempio consideriamo la frontiera di separazione 
tra fasi in un cristallo uniassico del tipo « asse facile » supponendo 
in questo caso che il vettore M sia parallelo (o antiparallelo) all'asse 
di magnetizzazione facile (asse 2). 

La struttura dello strato transitorio è definita dalla condizione 
di minimo della sua energia libera totale 2). In questo caso l’energia 
di scambio agisce nella direzione di crescita dello spessore dello stra- 
to (cioè di variazione meno brusca della direzione M in esso). Nella 
direzione opposta agisce l’energia dell’anisotropia poiché qualsiasi 
deviazione di M dalla direzione di magnetizzazione leggera la fa 
aumentare. È | 

Consideriamo l’asse x nella direzione perpendicolare al piano 
dello strato; la distribuzione di M non dipende che da questa coor- 
dinata. Una rotazione del vettore M lungo lo spessore dello strato 


1) Per ordine di grandezza (per il ferro, ad esempio) a — 10-12 em. 00 
2) Se è trascurata la magnetostrizione, non è necessario fare distinzione tra 


energia libera # e potenziale termodinamico 4. Se si tiene. conto delle energie 
elastica e magnetoelastica della deformazione non omogenea (ciò che può essere 
indispensabile in alcuni casi; si veda il problema 2), si deve trattare anche l’ener- 
gia libera totale. Ricordiamo in proposito che le equazioni di equilibrio de! 
mezzo si ottengono facendone variare l’energia libera totale rispetto alle com: 
ponenti del vettore di deformazione u (cfr. la deduzione data alla fine del $ 1î 
per il liquido: l’equazione di equilibrio f = 0 si ottiene uguagliandg a zero le 
variazione 87). Ò 
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deve effettuarsi nel piano yz, cioè ovunque M, = 0. Ciò è chiaro 
dalle considerazioni semplici seguenti. Le energie di disuniformità € 
di anisotropia nei cristalli uniassici, in generale, non dipendono dai 
piani in cui si effettua la rotazione della magnetizzazione. Ma 
l’esistenza della componente M, non nulla condurrebbe inevitabil- 
mente alla comparsa di un campo magnetico, ciò che è termodinami- 
camente svantaggioso a priori a causa dell’energia magnetica com- 
plementare legata a questo campo. Infatti, dall’equazione div B = 
= dB./dx = 0 segue che lungo lo strato transitorio B, = costante, 
e poiché in profondità dei domini di magnetizzazione spontanea 
M,=)0 e H,=0, allora ovunque B, = 0. Perciò assieme alla 
componente M, # 0 deve comparire anche il campo H, = —4n1M.. 


Rispettivamente nell’energia libera F compare il termine !) 


H% Ta 
-M,H,-32= a > 0 


‘ Sia 0.l’angolo tra Me l'asse z. Allora le componenti di M sono 
M,=0, My, = M sen 0, M,= M così. 


La somma delle energie di disuniformità (43,3) e di anisotropia 
(41,1) è data dall’integrale 


Il [e (M}+M2) +È Mî | dx=-7 j (0,024 p sen? 0) dr (43,4) 


(l'apice significa la derivazione rispetto a x). Gli altri termini 
nell’energia libera sono indipendenti dalla struttura dello strato 
e perciò possono essere omessi. 

Per la definizione della funzione 6 (x) che minimizza questo 
integrale, scriviamo l’equazione di Eulero corrispondente 


010” — f.sen0cos0 =0 


Supponendo lo spessore dello strato transitorio piccolo rispetto alla 
larghezza dei domini stessi, si possono scrivere condizioni di fron- 
tiera per questa equazione nella forma ee 


0 (+00) = 0,0 (—0c0) =, 0 (+0) =0. (43,5) 


1) Più precisamente, nel caso in esame si deve considerare il potenziale 
termodinamico #'; cfr. la fine del $ 44. Per un valore B, = B, questo poten- 


ziale deve avere minimo rispetto :a M, 0-H;. Ma per B,..=.0.i potenziali F e F' 
coincidono. 
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Esse esprimono il fatto che i domini vicini sono magnetizzati in 
direzioni mutuamente opposte. Il primo integrale dell’equazione di 
Eulero, soddisfacente a queste condizioni, è 1) | 


| 92- È sen20=0, | (43,6) 
Xi Ò 

Integrando ancora una volta troviamo 

cos9= th (V/ 8/0, 2), (43,7) 


ciò che determina l'andamento di variazione della magnetizzazione 
nellp strato transitorio. La sua larghezza è 


$-Va,/f. 


Tenendo conto dell’eguaglianza (43,6) l’integrale (43,4) vale 


( 
co IC . 
| Ma, { 0 dx= MV} | send d0=2M2Vaf. 
| -— 00 0 : 


Se la frontiera di separazione tra domini è considerata come piano 

geometrico, questa grandezza rappresenta tensione superficiale da 

ascrivere alla frontiera per tener conto dell’energia indispensabile 

che quest’ultima formasse. Indichiamo la tensione superficiale della 

parete di dominio con M?A, ove A ha la dimensione di lunghezza. 

Allora 
! 


A=2Va,f. (43,8) 


| Problemi 

1. Trovare la tensione superficiale della parete di dominio per un ferro- 
magnete cubico con assi di magnetizzazione facile diretti lungo gli spigoli 
del cubo (assi x, y, 2). I domini sono magnetizzati parallelamente e antiparallela- 
mente all’asse z, mentre la parete di dominio è disposta a) parallelamente al 
piano (100); b) parallelamente al piano (140) (E. M. Lifsits, 1944; L. Néel, 1944). 

Soluzione. a) La parete di dominio è parallela al piano yz e tutte le grandez- 
ze in essa dipendono dalla sola coordinata x; la rotazione del vettore M si effet- 
tua nel piano yz (all’argomentazione data nel testo del presente paragrafo per 
i cristalli uniassici si deve aggiungere anche il fatto che la deviazione di M dal 
piano yz condurrebbe nel caso considerato ad aumento dell’energia dell’anisotro» 
pia). Trascurando l’energia di magnetostrizione e usando la formula (43,2): pet 


1) Questa espressione, ovviamente, si potrebbe scrivere immediatamente 
(senza scrivere l'equazione di Eulero) se si tiene conto che l’integrale nella (43,4) 
ha la forma dell’integrale d’azione per il moto unidimensionale della particella 
In un campo di energia potenziale —f sen? 0 (ove 0 funge da coordinata e x 
da tempo). Allora la formula (43,6) esprime la « conservazione dell’energia della 
particella ». So | 


| l'ASI ASI IR TTT | 


Vai 
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l’energia di disuniformità e la formula! (40,7) per l’energia di anisotropia 
(ponendo in essa X = f.M?/2), troviamo l’energia libera della parete nella forma 


Mr 
2 | (0’24-B sen? @ cos? 6) dr 


— 00 
(0 è l’angolo tra M e l’asse 2). Il primo integrale dell'equazione di Eulero per il 
problema della minimizzazione di questo funzionale, soddisfacente alle con- 
dizioni di frontiera (43,5), è 

a0'2 — B sen20 cost 0 = 0, 
ossia 

0'= V B/a sen0 |cos 0] 


(scrivendo | cos 8 | garantiamo così.una variazione monotona dell’angolo 08 nello 
strato transitorio). Questa equazione non ha soluzione che potrebbe descrivere 
la struttura a domini di spessore finito (a tale scopo è necessario tener conto 
dell'energia di magnetostrizione: si veda il problema 2), ma essa è sufficiente 
per il calcolo della tensione superficiale che diventa finita già trascurando 
’energia di magnetostrizione: 


11/2 
A(100) = V 2B-2 sen 0 cos 0 dd= V af. 
0 
b) La parete di dominio passa per l’asse z sotto l’angolo di 45° verso gli 
assi x e y. Affinché non compaia campo magnetico notevole è sempre necessario 
che il vettore M resti nel piano della parete. Ma l’anisotropia magnetica in 
questo caso fa spostare un po’ il vettore M dal piano indicato. Cionondimeno, in 
quanto l’energia di anisotropia nel cristallo cubico è supposta piccola, questa 
deviazione sarà esigue che la si può trascurare con buona approssimazione. 
Allora se 
| 


IM} 
VE 


(0 è sempre l'angolo tra M e l’asse z) e l'energia dell’anisotropia è 


My=My= sen0, ;M,=M così 


2 c. 
Da sen? 0:(3 cos? 0-41). 
veriviamo immediatamente il primo integrale dell’equazione di Fulero del pro 
ema variazionale: 


Uan = 


[0/2 = A sen?0 (cos? 8 + B),j (1) 


ove A = 38/4a, B = 1/3 e l’apice significa derivazione rispetto alla coordinata 
del piano normale della parete (indichiamola con È). Di qui, sempre tenendo conto 
delle condizioni (43,5), troviamo!) l’equazione descrivente la struttura della 
parete 


ev aTrn=y +5 


cotg 0 (2) 


Cioò. : | 
sh VBlat= 2 cotg0. 
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Per la tensione superficiale otteniamo | 
A=a VA{VIFB+BArsh 77) , (3) 


ssi per i valori indicati di A e B: 


A (110) = 1,38 V af. 


2. Trovare la struttura della parete di dominio nel piano (100) la cui 
tensione superficiale è stata calcolata nel problema 1a (E.M. Liftits, 1944), 
Soluzione. Come è stato detto, un valore finito della larghezza della pa- 
rete in questione si ottiene soltanto se si tiene conto dell’energia di magneto- 
strizione. La strutura della parete è definita dalla condizione di minimo dell’e- 


nergia libera & la cui densità 7 deve essere espressa in funzione di u;x (cfr. la 
nota alla pag. 225). Le espressioni corrispondenti per le energie magnetcelastica 
ed elastica hanno la forma analoga alle espressioni (42,2-3) (con altri coefficienti); 


Um. etas.== di (UygMi, t Uzz1m2) + 2bguyzmymz, 


Ue=p (Use ty t ut.) +5 (Una tUyntuzz)’ + As (uzy TUE tu: 
(qui è già posto m, = 0). 

Nello strato transitorio può dipendere unicamente da x non soltanto la 
distribuzione di magnetizzazione, ma anche la deformazione. Ne segue che le 
componenti y e z del vettore spostamento u devono avere la forma u, = cost -y, 
u, = cost-z: se al posto di costante figurassero le funzioni di x, allora uxy, Uxz 
sarebbero dipendenti da y o z. In tal modo, Uyyy> Uzzo Uyz SONO costanti. In segui- 
to, dalle equazioni di equilibrio elastico ‘00;7/0x7 = 0 segue che 0;, = 0; 
poiché per x = + co, ove non esiste deformazione, deve essere 0;p == 0, allora 
OVUNQUE 0,, = Gxy = 0xz = 0. Calcolando queste componenti del tensore degli 


. . > e . ; . r seni 
sforzi come derivate 0, = 4f/du;p, troviamo che uxy = Uxz = 0 e Lara 
= costante. In tal modo, tutte le u;, sono effettivamente costanti. Perciò è suffi- 
ciente calcolarne i valori all’infinito ove tutte le 0; = 0, mentre my = 0 


e my= + 1. Dalle uguaglianze 0,,=.0 e 0,, — 0jg = 0 ricaviamo 
I ! 


Omettendo in Um:elas ® Uelas termini costanti, troviamo che la somma 
Uaisun + Uan si deve associare il termine 

0 b2 
Um. elas= => sen? 0. 


da 


Come risultato la definizione della dipendenza 0 (x) si riduce alla soluzione di 
un'equazione della forma (1) nella quale ora 


25% 
My PM? ° n. 
La costante B che caratterizza il rapporto tra energie di magnetosttizione e di 
anisotropia è piccola !). Ponendo nella formula (3) B = 0, otteniamo già noto 
dal problema fa il valore di A(10o0). Dalla formula (2) ricaviamo la distribuzione 
di magnetizzazione nella ‘parete 


Bc A, BM? 
sh V È T.= 26 cotg 0. 


Aa=d, B—-- 
 @ 


1) Così, per il ferro a temperatura ambiente B 2 -10-8. 
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La larghezza di questa distribuzione è 
a/ 1 bar 
6-p p In pi 


dipende essenzialmente dalla costante di magnetostrizione 1). 

3. Nel cristallo del problema 1 trovare la tensione superficiale della parete 
che separa domini magnetizzati nelle direzioni [001] e [010] (assi z e y) nei casi 
seguenti: a) la parete è parallela al piano (100), b) la parete è parallela al piano 
(011) (S.V. Vonsovskij, 1944; L. Néel, 1944) 2). 

Soluzione. In ambedue i casi si può trascurare l’energia magnetoelastica. 

: a) In questo caso il vettore M ruota restando 
nel piano della parete, ossia nel piano yz. La 
differenza dal problema 1 consiste nelle sole con- 
dizioni di frontiera: 


0 (—00)=0, 0(+0)=, 0 (4+-00)=0. 


La struttura della parete è descritta dalla soluzione 


tg 9= exp (Via) , 


mentre la tensione superficiale costituisce 


cioè la metà del valore per la parete di 180°. i | 

b) Accanto agli assì cristallografici x, y, z intrcduciamo gli assi 7, n; È 
come si vede nella fig. 22 (l’asse x è perpendicolare al piano della figura; le 
frecce indicano le direzioni M nei domini separati dal piano n= 0). Nello 
strato transitorio il vettore M ruota descrivendo la metà del conocircolare con 


asse diretto lungo l’asse n; in questo caso M, = costante = 1/V 2 in modo che 
div M= M7=0, come deve essere (l’apice significa derivazione rispetto 
a n). Indichiamo con @ l’angolo compreso tra la proiezione di M sul piano x& 
e l’asse $ (gp assume valori da 0 a x). Allora 


4 cos P sen Q 
3°) m = -_ LI 
urge:  y2 


4— cos @ © - 1-4 cos 
my= ; La m,= ue P 


Le energie di disuniformità e di anisotropia sono 


M°=.. co M2?° . 3 
Ugisun= ®'?,. Uan= PI (sent9-- sento) 


1) Per b;+ 0 la parete considerata di 180° (secondo l’angolo di rotazione 
del vettore M in essa) come se dividesse in due pareti di 90° separate da una zona 
tendente all’infinito con 0 = 1/2. 

2) Nei cristalli cubici (a differenza di quelli uniassici, si veda più avanti 
la nota alla pag. 233) la parete di 90° è una vera e propria frontiera tra fasi 
poiché ambedue i domini rappresentano fasi stabili ciascuna delle quali è ma- 
gnetizzata in una delle direzioni leggere. 
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i 
Per la tensione superficiale troviamo 


VB ;( 3 cine 6]! 

90° . [94 ia di: . 

st= 72 send | 1—-3- sen? 6 | . dd= i 
0 


_ Vo [1+ VA Arsh VÌ]= 18 vob . 


4. Trovare la tensione superficiale della parete di dominio in un cristallo 
uniassico se la transizione tra domini si realizza per cambiamento della grandez- 
za del vettore M senza sua rotazione: la direzione M cambia in opposta al pas- 
saggio di M attraverso lo zero. La dipendenza dell’energia libera da M (per H = 
= 0) si considera nella forma dello sviluppo (39,3) corrispondente alla prossimità 
al punto di Curie (V.A. Zirnov, 1958). 

Soluzione. In tutto lo strato transitorio M, è uguale a M e varia lungo 
l’asse x perpendicolare al piano della parete. La densità di energia libera, tenen- 
do conto dell’energia di disuniformità, è 


F=Fy—|A| M?+BM44+-5L M°2. (4) 


Indichiamo qui il valore d’equilibrio della magnetizzazione. in rofondità dei 
domini con M, : M2 = | A |/2B (cfr. la (39,5)). Introducendo il vettore m = 
= M/M, (m #£ 1), scriviamo l’energia libera della parete nella forma 


31 


3 14M} { [Am + m'3 | de 


(la costante additiva in F è considerata in modo tale che F si annulli in rofon- 
dità dei domini). La minimizzazione di questo integrale deve essere realizzata 
sotto le condizioni di frontiera © ©’ I î | 


m(+00)=1,, m(—0)=—1, m' (+00)=0. 


Il primo integrale dell’equazione di Eulerò di questo problema cezionale è 


031 
Al 


m'*=(1—-m?)?. 
Di qui troviamo 


AI 
ki 


m (2)= th V 


Tr, 


€ il [calcolo dell’integrale dà per la tensione superficiale M3A il valore 
A=4/3 Va; |A]. (2) 


La Struttura considerata della parete può avere luogo in linea di massima in 
prossimità sufficiente del punto di Curie (se il rapporto B/| A | tende all'infinito 
per 7 + 7.) ove la variazione della grandezza di M diventa energeticamente più 
vantaggiosa che la deviazione di questo vettore dalla direzione di magnetizza- 
zione leggera. SEFITE 1) a 
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$ 44. Struttura a domini dei corpi ferromagnetici 


Vediamo infatti quali sono forma e dimensioni dei domini 1), 

Alcune conclusioni circa la forma delle superficie di separazione 
tra domini si possono trarre immediatamente dalle condizioni di 
frontiera per il campo magnetico. Poiché l’intensità H nei domini 
vicini è uguale, la condizione di continuità della componente nor- 
male dell’induzione B, si riduce alla condizione di continuità di M,. 
Nei cristalli uniassici la magnetizzazione di domini distinti diffe- 
risce per segno di M, con M,, M, uguali. In queste condizioni la 
continuità di M, significa che la superficie di separazione deve essere 
parallela all’asse z, cioè all'asse di magnetizzazione facile. 

La forma e le dimensioni dei domini in equilibrio termodinamico 
sono definite dalla condizione di minimo dell’energia libera totale. 
Esse dipendono notevolmente da forma e dimensioni concrete del 
corpo. Nel caso elementare di un ferromagnete in forma della 
lamina pianoparallela i domini possono avere, in principio, la 
forma di strati paralleli passanti attraverso il corpo da una sua 
superficie all'altra. Nel seguito tratteremo proprio questa struttura. 

La comparsa di ogni nuova frontiera tra domini implica aumento 
dell'energia totale della tensione superficiale. Questo fatto, quindi, 
agisce nella direzione di diminuzione del numero di domini, cioè 
di crescita del loro spessore. 

Nella direzione opposta agisce l'energia d’accesso che compare 
in prossimità della superficie esterna del corpo sulla quale fanno 
comparizione domini. In profondità del corpo il campo magnetico 
H = 0; l’energia dell’anisotropia è anch'essa nulla poiché il vettore 
M giace nelle direzioni di magnetizzazione facile. Ma in prossimità 
della superficie la situazione cambia. 

Il carattere della comparsa dei domini sulla superficie del corpo 
è diverso nei casi limite dell’anisotropia magnetica grande e pic- 
cola. La misura naturale di questa grandezza, quindi è non il coef- 
ficiente stesso f nell’espressione (41,1) ma f/4n. Ciò si vede già dal- 
l’espressione della permeabilità magnetica trasversale di un ferro- 
magnete uniassico px, = 1 + 4n/f (si veda la (41,7)). 

Per grande anisotropia magnetica gli strati devono uscire alla 
superficie del corpo con direzione invariabile M (fig. 25, a; per 
semplicità, supponiamo che la superficie della lamina sia perpen- 
dicolare alla direzione di magnetizzazione facile). Ma in questo 
caso in prossimità della superficie compare il campo magnetico che 
penetra nello spazio circostante e in profondità del corpo a distanze 
dell’ordine di grandezza dello spessore degli strati a. 


1) La nozione di domini è stata introdotta originariamente da P. Weiss 
(1907). La teoria termodinamica dei domini appartiene a LZ. D. Landau e 
E. M. Lifsits (1935). 
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Nel caso inverso di anisotropia debole più vantaggiosa è [la distri- 
buzione di magnetizzazione tale da escludere la comparsa di campo 
magnetico a prezzo di deviazione di M dalla direzione di magnetiz- 
zazione facile. Per H = 0 deve essere ovunque div B = 4n div M = 
= 0 e M, deve essere continua su tutte le frontiere dei domini e sulla 
superficie libera del corpo. Ciò si ottiene grazie alla comparsa dei 
domini di chiusura di sezione triangolare (fig. 23, 6) in cui la magne- 
tizzazione è parallela alla superficie del corpo. Il volume totale di 
queste zone e con esso l’energia 
di anisotropia in esse sono pro- 
porzionali allo stesso spessore a 
degli strati 1). 

Quindi, in tutti i casi la com- 
parsa dei domini sulla superficie 
del corpo è dovuta alla formazio- 
ne di energia d’eccesso, tanto più 
grande quanto più larghi sono i 
domini. Con ciò l’effetto si verifica 
nella direzione di « dimagrimento » 
dei domini. 

La larghezza dei domini che 
sì stabilisce è determinata dal 
gioco di queste due tendenze op- 
poste, ossia dall'energia superficiale Fio. 23 
delle pareti di domini e dall’energia 5. 

di emersione dei domini alla super- I 

ficie del corpo. Il numero di domini (di strati pianoparalleli) nella 
lamina è proporzionale a 1/a, mentre l’energia della tensione super- 
ficiale è proporzionale all’area totale delle frontiere di separazione, 
cioè a Z/a, ove l è lo spessore della lamina. L'energia di emersione è 
proporzionale ad a. La somma di queste due energie qualé funzione 
di|a è minima per un determinato valore di a, proporzionale a V|. 

‘Così, nel caso di anisotropia debole (fig. 23, a) l'energia di 
emersione (riferita ad unità d'area della lamina da ambedue i suoi 


1) Si deve sottolineare che la frontiera tra i domini fondamentale e di chiu- 
sura, che separa le zone con la direzione M ruotata di 90°, non è nel caso con- 
siderato (cioè nei cristalli uniassici) frontiera tra fasi nel senso letterale della 
parola. Ciò si vede già con chiarezza dal fatto che lo stato di magnetizzazione 
perpendicolare all’asse facile (per H =0) di per sé è instabile e non rappre- 
senta fase possibile della sostanza. A rigore, il quadro della distribuzione di 
magnetizzazione rappresentato nella fig. 23, d si riferisce soltanto al limite 
B-0. Già nella prima approssimazione rispetto alla piccola grandezza 8/4x 
sì verificano deviazioni da questo quadro e la transizione tra domini fonda- 
mentale e di chiusura si realizza a distanze piccole rispetto alla larghezza @ 
dei domini soltanto a causa della piccolezza di B/4n; in questo caso compaiono 
dei campi BM (ciò che non incide, però, sulla stima dell’energia di emersione 
dei domini alla superficie del campione). Ù 
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lati) —aBM?; l’energia superficiale vale M?:Al/a (lo spessore 1. della 
lamina è supposto, .ovviamente, grande rispetto alla: larghezza dei 
domini). Di qui 


a-VIAMB-V IS. (44,1) 


In tal modo, lo spessore dei domini cresce all’aumentare delle 
dimensioni del corpo. Ma la legge quantitativa a co //? di questa 
crescita, legata all’ipotesi della costanza dello spessore dei domini, 

non può verificarsi a priori per qualsiasi /. 
Infatti, lo spessore dei domini che emergono 
alla superficie del corpo non può superare un 
determinato valore limite a, dipendente dalle 
proprietà dei ferromagneti stessi e non 
dalla forma e delle dimensioni del corpo 
come un tutt'uno. Esso è determinato dal mo- 
mento in cui a misura di aumento di a divie- 
ne termodinamicamente vantaggiosa la scis- 
sione del dominio in prossimità della superfi- 
cie del corpo a profondità — a. Questo momen- 
to è inevitabile poiché l’energia di uscita di 
un dominio cresce come a’, mentre l’energia 
«: .—. in eccesso della tensione superficiale che com- 
Fig. 24 pare per scissione del dominio aumenta sem- 

a plicemente come a. ” 

Possiamo concludere quindi che all'aumentare delle dimensioni 
del corpo e, al tempo stesso, dello spessore dei domini deve verificarsi 
una ramificazione progressiva dei domini per loro uscita alla super- 
ficie del corpo (E.M. Lifsits, 1944)!). In linea di massima, per 
aumento sufficiente delle dimensioni la ramificazione continua 
finché lo spessore dei rami formatisi in prossimità della superficie 
stessa del corpo non sarà comparabile con lo spessore della parete 
di dominio 6. ci | 

Determiniamo la dipendenza a (/) per questo caso limite. Per 
fissare le idee, nei calcoli supporremo debole l’anisotropia. 

Nella fig. 24 è rappresentato lo schema di ramificazione di un 
‘dominio. L’energia di emersione dei domini è composta in questo caso 
dell’energia superficiale complementare dei domini « cuneiformi » 
e dell’energia dell’anisotropia dovuta alla deviazione del vettore M 
dall’asse z in seguito alla ramificazione; non esistono più domini 
triangolari di chiusura. Supponendo rapida la convergenza della 
somma estesa alle ramificazioni successive, è sufficiente considerare 


1) Il valore critico della lunghezza / per cui comincia la ramificazione di- 
pende dal carattere dell’anisotropia magnetica e dalla posizione della superficie 
del campione rispetto ai suoi assi cristallografici. Per studio degli stadi iniziali 
di ramificazione dei domini cfr. Lifsits E. M. — JETF, 41945, v. 15, p. 97; 
J. of Physics USSR, 1944, v. 8, p. 337. 
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il primo cuneo; indichiamone‘la lunghezza con A. Dalle considera- 
zioni di utilità energetica si vede facilmente che la lunghezza 4 
del cuneo è grande rispetto al suo spessore (o, che è lo stesso, per 
ordine di grandezza, rispetto ad a), vale a dire che l’angolo di incli- 
nazione della sua frontiera verso l’asse z è &- a/fh <1. Infatti, 
l’energia superficiale del cuneo — AM?A e legata con esso l’energia 
dell’anisotropia —haBM?8? — a*pfM"/h; la somma di queste due 
energie (energia d'emersione) è minima per 4° — a*f/A, cioè 


alh = V AaB — V Sla <1 (44,2) 


(è supposto, ovviamente, che a ‘> è). Quindi, l’energia di'emersione 
(riferita a unità di superficie della lamina) —a8f2M? V BA/a. L’ener- 
gia superficiale delle frontiere fondamentali tra domini: --M? Al/a. 
Minimizzando la somma di entrambe le espressioni troviamo la 
dipendenza cercata: | 


a 12/8 (A/p)I3 = sa (44,3) 


I. 4. Privorotskij, 1970) 1). i 

Per concludere, consideriamo la questione sulle. condizioni di 
equilibrio delle fasi ferromagnetiche da un punto di vista che diffe- 
renzia di quello usato nell’esposizione precedente, ossia non suppo- 
niamo ora uguaglianza di tutte le componenti del vettore H in 
ambedue le fasi (questa impostazione può essere utile, ad esempio, 
per lo studio delle frontiere incurvate dei domini). 

Prima di tutto, devono essere soddisfatte le condizioni | magneto- 
statiche generali (29, 15): 


Bn = Bas H,, = Hi, (44,4) 


che sono conseguenza delle equazioni di Maxwell stesse div B = 0 
e rot H = 0. Ma accanto a queste uguaglianze deve essere verificata 
anche una condizione termodinamica esprimente equilibrio rispetto 
a una traslazione della superficie di separazione (nella sua direzione 
normale), cioè rispetto alla transizione della sostanza da una fase 
all'altra. Questa condizione è espressa dall’uguaglianza in ambedue 
le fasi delle grandezze che sono potenziali termodinamici rispetto 
alle variabili B, e H; 2). Per trovare queste grandezze è sufficiente 


nell’espressione del differenziale. df (34, 6), trascurando) di nuovo. 


I 1) L’idea di ramificazione dei domini e la deduzione della legge limite 


a © 12/3 appartengono a L. D. Landauche le applicò per la prim volta allo 
stato intermedio dei superconduttori ($ 57). | 

2) L’argomentazione di questa proposizione è analoga alla deduzione della 
condizione ordinaria di equilibrio di fasi, ossia di uguaglianza dei potenziali 
chimici nelle due fasi in cui da variabili indipendenti fungono la temperatura 
e la pressione, uguali in ambedue le fasi (cfr. V $ 81). 
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magnetostrizione, riscrivere il prodotto —B dH nella forma 
—B dH = —B; dH, — B, dd, = —d (B,H,) — B; dh; + H, dB,. 


Ne segue con chiarezza che il potenziale termodinamico cercato 


(indichiamolo con F') è 
’_7 1 
F=F+- Bim (44,5) 


e la condizione di frontiera cercata. 
(Z.A. Privorotskij, M.J. Azbel, 1969). 


Problema 

Trovare l’energia del campo magnetico in prossimità della superficie ferro- 
magnetica alla quale emergono perpendicolarmente al suo piano domini piano- 
paralleli senza cambiare la direzione della loro magnetizzazione (fig. 23, a). 

Soluzione. Il problema della determinazione del campo magnetico in pros- 
simità della siffatta superficie è equivalente al problema del campo generato da 
un piano le cui bande alternantisi sono cariche positivamente e negativamente 
con densità superficiale o = +M. 

Supponiamo che la superficie considerata coincida con il piano z = 0 e 
l’asse x sia diretto perpendicolarmente al piano dei domini. La « densità super- 
ficiale di cariche » 0 (x) è una funzione periodica di periodo 2a (a è la larghezza. 
del dominio) che vale in uno dei periodi 


= —M per [1 1<x<0,0= +M per 0<xr <a. 


Il suo sviluppo in serie di Fourier è 


c 2n 4A 4M 
o (2)=— VI cn sen ORTI, nZ anti) 


n=0 
Il potenziale del campo verifica l'equazione di Laplace 
dp, 0° 


- . 


dx? 022. 


Cerchiamolo nella forma della serie 


00 
DI br sen (@NtT4) NE Fen+1)a2/0 
e a 


n=0 


q (€, 2)= 


(due segni nell’esponente corrispondono ai semispazi z > 0 e z< 0). I coeffi- 
cienti b,, sono definiti dalla condizione di frontiera 


dq dp 1 
na 0z z=+0 dz Mi ni, 
dalla quale 
2a 
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L'energia cercata del campo si può calcolare come integrale 3 \ og df 
esteso a « superficie carica ». Riferendo l’energia a 1 cmm* della superficie abbiamo 


14 | ce Vlz=o de= + Di ento = > ano tel 1) 


| a n=0 n=0 
Per Î valore della funzione & &% (3) = 41,202 otteniamo | 


0,852.M?a, | 
La larghezza dei domini nella lamina si ottierie minimizzando la somma 
4,7M?2a + M? Al/a 


nella quale il primo termine corrisponde all'energia di emersione dei domini verso 


i due lati della lamina, e il secondo all’energia superficiale. Di qui a = 0,8Y Ai 
(Ch. Kittel, 1946). 


$ 45. Particelle a un dominio o 

'A misura che le dimensioni del corpo vanno diminuendo la for- 
mazione dei domini in fin dei conti diventa inopportuna termodina- 
micamente, cosicché particelle ferromagnetiche sufficientemente 
piccole rappresentano formazioni magnetizzate omogeneamente « a 
un dominio ». Un criterio per le loro dimensioni . si ottiene confron- 
tando l’energia magnetica di una particella magnetizzata uniforme- 
mente con l'energia di disuniformità che comparirebbe per disuni- 
formità sostanziale nella distribuzione di magnetizzazione nel volume 
della particella. La prima energia è dell'ordine di grandezza M?V 
e la seconda —aM?V/I?. Perciò le dimensioni delle particelle a un 
dominio sono !) 


I I<Va (45,1) 
Per determinare il comportamento della particella magnetizzata 
uniformemente in un campo magnetico esterno bisogna considerarne 


l'energia libera totale sostituendo nella formula (32,7) per 7 la somma 
dell espressione (39,1) e dell'energia dell’anisotropia °) | 


F=VUn=-5- |IH+6)dr, (45,2) 


ove si integra esclusivamente rispetto al volume del corpo; la costante 
inessenziale VF, è omessa. Supponiamo che la particella abbia la 


1) Talvolta l'insieme di ; proprietà di queste particelle si chian a. microma- 
gnetismo. 

?) Trascurando la magnetostrizione non facciamo distinzione tra potenziale 
termodinamico e energia libera considerando quest'ultima per un dato volume V 
del corpo. 
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forma di un ellissoide. Allora il campo H al suo interno è definito 
dall’uguaglianza (29,14) oppure 


= 6, — 4nn;;Ma; (45,3) 


qui il secondo termine rappresenta il « campo di smagnetizzazione » 
creato dal corpo. In tal modo troviamo 


F=2nngM;M,V-—VM&+VU,n. (45,4) 


Il primo termine si chiama energia magnetostatica propria della 
particella magnetizzata e il secondo ne rappresenta l’energia nel 
campo esterno. | 

La direzione di magnetizzazione della particella nel campo esterno 


£ è determinata dalla condizione di minimo di # come funzione 
della direzione M. Per un cristallo cubico si può trascurare nella 
formula (45,4) l’energia dell’anisotropia. Per i cristalli uniassici, 
scrivendo l’energia dell’anisotropia nella forma f;x7 ;4/2, abbiamo 


F= > (Agur2;, + Bia) MM, — V&M (45,0) 


Il problema così posto coincide sotto aspetto matematico con 
quello studiato nel $ 41 inerente alla dipendenza della direzione 
locale M dal campo locale H con sola differenza che al posto di H 
si scrive @ e al posto di f;x qui abbiamo 4nr;z 0 4rn;x + Pia. 

Deduciamo infine un'equazione cui deve soddisfare la distribu- 
zione di magnetizzazione nel campione a un dominio nelle condi- 
zioni in cui questa distribuzione non si può ancora ritenere uniforma. 
A tale scopo si deve chiedere che l’energia libera totale del Corpo 
sia minima; scriviamola nella forma dell’ integrale 


F=| F dv = \ {Fr (M) + U gisun + Uan= MH — 7} dY, (49,6) 


esteso a tutto lo spazio. Facciamo variare rispetto a M (che è ora 
funzione delle coordinate) per un dato valore H in ogni punto; il 
valore assoluto M è supposto assegnato in modo che è soggetta alla 
variazione la sola direzione M. Omettendo nell’espressione inte- 
granda termini dipendenti unicamente da M e da H, facciamo va- 


riare l'integrale 


| {7 an M? di Sa +Uan— MmH} dV, 
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che ora è esteso soltanto al volume del corpo (ove M + 0). Integria- 
mo per parti (dopo variazione) il primo termine e otteniamo 


n 82m Uan | 
 0m | 
+$ din M® rr òm-df; (45,7) 


| 
il secondo integrale si calcola rispetto alla superficie del corpo. 
Poiché m? = 1, allora m ém = 0, vale a dire che la variazione ha 
la forma èm = [6©-m] con 6@ una funzione (piccola) di coprdinate 


qualsiasi. Dalla condizione 8# = 0 ricaviamo, uguagliando a zero 
il fattore di é@ nell’espressione integranda dell’integrale di volu- 
me, l'equazione cercata 1) 


2 
[m (cn 0°m Uan 


da _—_ 
dx; 0rk om 


+MH)| =0. (45,8) 


Dall’annullamento dell’integrale di superficie ricaviamo la con- 
dizione di frontiera per questa equazione; così, per a;z = @d;k 
questa condizione assume la forma | 


[m a |=0, | (45,9) 


dove n è la direzione della normale alla superficie del corpo. 
Accanto all’equazione (45,8) in tutto lo spazio devonp essere 
soddisfatte, ovviamente, le equazioni di Maxwell | 


div (H + 4nMm) = 0, rot H = 0 (40,10) 


con le condizioni di frontiera ordinarie per esse sulla superficie del 
corpo e con la condizione H+ @ all'infinito 2). 

Per un corpo magnetizzato in modo omogeneo (ellissoide) il primo 
termine tra parentesi tonde nella formula (45,8) scompare. L'equa- 
zione restante (con H dalla (45,3)) coincide con la condizione di 
minimo dell’energia libera (45,0). Ò 


1) Essa coincide naturalmente con l'equazione del moto (precessione) del 
momento magnetico nei ferromagnetici se -in essa poniamo nulla la velocità 
0M/at (cfr. IX $ 69). 0 a sa 

2) Può sorgere un dubbio sulla legittimità di variazione dell’integrale 
(45,6) rispetto a m per H costante sebbene queste grandezze siano legate mutua- 
mente mediante la prima delle equazioni (45,10). Cionondimeno il fatto è che 
ponendo H = — vg (in virtù della seconda equazione) e calcolando la variazione 
dell’integrale rispetto a @, quest'ultima si annulla in virtù della prima equazio- 


ne, cosicché la variazione rispetto a H non dà contributo in ò7. ; 
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$ 46. Transizioni di orientazione 


x 


La costante di anisotropia dei ferromagneti è funzione della 
temperatura e come tale può cambiare di segno in un punto. In 
questo caso cambia la direzione di magnetizzazione spontanea e, 
quindi, la simmetria della struttura magnetica. Le transizioni che si 
realizzano così tra diverse fasi di un corpo magnetico si chiamano 
transizioni di orientazione. Vediamo come esse si svolgono in un 
cristallo ferromagnetico esagonale uniassico (H. Horner, C.M. Var- 
ma, 1968). | 

Poiché ci proponiamo di considerare l’intorno del punto in cui 
la costante di anisotropia XK, si annulla, è necessario anche tener 
conto del termine successivo nello sviluppo dell’energia di aniso- 
tropia; per un ferromagnete esagonale questa espressione di U,n 
è data dalla formula (40,3). 

Supponiamo dapprima che X, >Q0. Allora a seconda dei valori 
K, 0 K, al minimo di U,n corrispondono le seguenti fasi: 


I) 6=0, x per K,>ÒÙ, 
II) sen0=+V —X,/2K, per —2K,<K,<0 (46,1) 
III) 0=7n/2 per K,<-2K, 


Le fasi I e III sono dei tipi « asse facile » e « piano facile », rispetti- 
vamente. Nella fase II il vettore di magnetizzazione non ha orienta- 
zione fissa (come nelle fasi I e III), e al variare della temperatura 
la sua direzione cambia con continuità tra i valori dell’angolo 
9 =0(009 = n)e0= n/2; la simmetria di questa fase (talvolta detta 
angolare) è inferiore alla simmetria sia della fase I sia della fase 
III. Le transizioni tra le fasi I e II e tra le fasi II e III si realizzano 
come transizioni di fase di seconda specie a temperature 7, e 7, 
determinate dalle condizioni 


K,(T))=0, Kx(T2) + 2K,(7,)=0. (46,2) 


Più avanti supporremo, per fissare le idee, che K, > 0.per 7 > T,. 
Allora T,< 7, (se è supposto che X, > 0). 
Se osiste un campo magnetico il potenziale termodinamico è 


D=K, sen? 0 4+- Xx sent 06 — HM; (46,9) 


qui sono scritti i soli termini dipendenti dalla direzione M. In prossi- 
mità del punto di transizione tra le fasi I e II da parametro d’ordine 
funge una piccola grandezza sen0 n 0=n. In questa zona il poten- 
ziale termodinamico in campo magnetico. trasversale debole H = Hy 

assume la forma 


= Em Kf MA 05 
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ove K, = cost-(7 — T,). Di qui troviamo in modo ordinario 
(cfr. $ 39) che nel punto di transizione la suscettività trasversale 


diventa infinita (secondo una legge analoga a quella Sopreste dalle 


formule (39,6-7)): 
Mx \ 
XL (7° 


09 
O0Hx ta, +0 = M (77 0Hx dla, +0 


Analogamente, in prossimità del punto di transizione tra Io fasi Il 
e III da parametro d'ordine funge un piccolo angolo n = n/2 — 0... 
Nel campo longitudinale H = 4, il potenziale termodinamico con- 
tiene un termine —MH mn e nel punto di transizione diventa infinita 
la suscettività longitudinale yy. 

Tutte le considerazioni precedenti non superano i limiti della 
teoria delle transizioni di fase di Landau. Notiamo che per le transi- 
zioni di orientazioni questa teoria è praticamente valida senza 
eccezioni. La vicinanza ammissibile della teoria di Landau al punto 
di transizione è determinata da un criterio (si veda più avanti la 
(47,1)) nel cui denominatore figura il cubo del coefficiente « nel 
termine (43,1) del potenziale termodinamico, legato alla distribu- 
zione non omogenea del parametro d'ordine. Nel caso in esame questo 
termine è legato all'interazione di scambio nei corpi ferromagnetici, 
mentre i termini di sviluppo rispetto al parametro stesso n sono 
legati alle interazioni relativistiche. É questa circostanza a rendere 
estremamente stretto l'intervallo di temperatura attorno al punto 
di transizione ove la teoria di Landau risulta inapplicabile. 

Supponiamo ora che K,«< 0. Allora: la fase angolare Il è in 
generale instabile (U,, ha un massimo e non minimo), cosicché la. 
fase I di asse facile deve passare immediatamente alla fase III 
di piano facile. È chiaro a priori che questa transizione non può: 
essere di seconda specie: nessuno dei gruppi di simmetria della fase I 
o Ill non è sottogruppo del gruppo di simmetria dell’altra fase, 
La transizione si realizza come quella di prima specie nel punto 
T=T, definito dalla condizione di uguaglianza dei potenziali 
termodinamici di ambedue le fasi (che si riduce: all’uguaglianza dei 
valori di U,n): | | 

Ky (To) + Ka(To) = 0. (46,4) 
Il punto 7, giace tra i punti 7, e 7, definiti dalle equazioni (46,2) 
(ove ora 7, > 71). In questo caso le temperature 7, e 7, determina- 
no le frontiere di metastabilità delle fasi I .e II, rispettivamente 
(all’esterno di queste frontiere U,n ha per08 =000 = x/2 massimo 
e non minimo). | 

Le transizioni di orientazione possono aver luogo non al solo 
variare della temperatura (in questi casi si parla di transizioni spon- 
tanee), ma anche al variare del campo magnetico applicato al corpo 
(transizioni indotte dal campo). I punti di queste transizioni descri- 
vono linee nei diagrammi di fase nelle coordinate H, T (per data 
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orientazione cristallografica del vettore H). A titolo di esempio 
consideriamo i diagrammi di fase dello stesso ferromagnete unias- 
sico nel campo 7, parallelo all’asse esagonale. 

Il campo longitudinale non cambia la simmetria della fase di 
asse facile (FAF nella fig. 25). Ma la fase di piano facile si tra- 
sforma in angolare (FA) poiché il campo fa uscire la magnetizzazione 
M dal piano di base. 

Consideriamo dapprima il caso in cui X, > 0. Le zone di ambe- 
due le fasi sono separate da linee di transizioni di fase di seconda 
specie uscenti dal punto 7, sull’asse delle ascisse (linee tratteggiate 


°H _ 


dr 


Fig. 25 


nella fig. 25, a). Le parti superiore e inferiore del diagramma corri- 
spondono a due direzioni reciprocamente opposte del piano longitudi- 
nale e, rispettivamente, a due segni diversi della componente longi- 
tudinale /M,. In prossimità della curva A7, l'angolo 8 è piccolo 
(in prossimità della curva A'T, è piccolo l'angolo x -- 8). A meno 
dei termini del quarto ordine rispetto a 8 ricaviamo dalla (46,3) 


d = (K, + 1/2M H}) 0° + (K, — 1/3K, — 1/24MH,) 0*. (46,5) 


L'equazione della eurva 47, è data dall’uguaglianza a zero de? 


coefficiente di 0°: 
K,{T) + 12MH,= 0 (46,6) 


(ricordiamo che K1<0 per T< 7); la curva A'7, è definita, 
evidentemente, dalla stessa equazione con altro segno nel secondo 
termine e simmetrica rispetto alla curva 47,. 

Il segmento 7,7, sull’asse delle ascisse è la linea delle transi- 
zioni di fase di prima specie ove sono in equilibrio reciproco due 
fasi con diverso segno di M,. La transizione di fase di seconda specie, 
realizzabile in assenza di campo nel punto 7,, scompare se esiste il 
campo; il punto 7, è un punto critico nel diagramma di fase 7, 7, 
ossia punto in cui termina la linea di transizioni di prima specie. 
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per H.,= 0 scompare la magnetizzazione). 

Nel caso in cui X,< 0 (fig. 25, db) il tratto iniziale della fron- 
tiera ABT, che separa le zone di ambedue le fasi nel diagramma 47, T 
(e analogamente per la frontiera A'B'7,) è la linea di transizioni di 
fase di prima specie (curva continua B7;); da un suo lato e dall’altro 
si trovano zone di metastabilità delle due fasi delimitate dalle curve 
tratteggiate B7, e BT, !). Nel punto B (punto tricritico) la linea 
di transizioni di prima specie si trasforma in quella di transizioni 
di seconda specie (curva tratteggiata BA; la sua equazione è la 
(46,6)). Le coordinate di questo punto sono determinate dall’annul- 
lamento contemporaneo dei coefficienti di 0° e 04 nel potenziale 
termodinamico (46,5), cioè dalle uguaglianze 2) 


MH,=2|K,(T)| K(T)=4K2(T). | (67 


. | o) ‘i 4. ee . 
Infine, it segmento Ty7, è la linea di transizioni di prima specie 
tra le fasi con magnetizzazioni dirette in modo opposto M,|= +M. 
$ 47, Fluttuazioni in un corpo ferromagnetico 

La teoria delle transizioni di fase di Landau, sulla quale è basata 
l'esposizione del materiale nel $ 39, non tiene conto delle fluttua- 
zioni del parametro d'ordine, ragione per cui essa risulta inapplica- 
bile in prossimità sufficiente al punto di Curie. La regione di applica- 
zione di questa teoria è definita dal criterio 


Un altro punto termine di questa linea è il punto di Curie Î (in cui 


tl TB? 
TT. > IT 9: (47,1) 


ovet = T — T.,ae B sono coefficienti che figurano nello Sviluppo 
(39,3-4) e a è l'ordine di grandezza del tensore a;, nella formula 
(43,1). Al tempo stesso, deve essere, ovviamente, |t#] «7, come 
condizione di vicinanza al punto di Curie ?). | | 

Per segno opposto della disuguaglianza (47,1) nella zona di fluttua- 
zione a giocare ruolo decisivo sono le fluttuazioni del parametro 
d'ordine. Una teoria statistica rigorosa per il punto di Curie di un: 
ferromagnete in questa zona dovrebbe essere basata sull’hamilto- 
niano efficace | | | 


a èM 6M n 
 Ren= | {atM?+ B (MP +5 a — HM} dv. | (47,2) 


1) E supposto clie-la superficie di separazione tra le fasi coesisteriti sia pa- 
rallela al campo magnetico in modo che H, su questa frontiera è continua. 

2) Al punto tricritico nel diagramma di fase H, 7 si riferisce tutto quanto. 
ottenuto in V $ 150 (nei limiti della teoria di Landau) per il punto) tricritico 
nel piano P, 7. 

3) Qui e più avanti nel presente paragrafo si usano risultati ottenuti in 
V $$ 146-149 che dovrebbero essere noti al lettore e in parte si ricordano di nuovo : 
per dare maggiore coerenza all’esposizione. Faremo a meno di. rimandi corri» 
spondenti. È n 
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La funzione M (r) è supposta variante lentamente in questo caso, 
cioè nel senso che nel suo sviluppo di Fourier entrano i soli vettori 
d’onda piccoli rispetto alla distanza atomica caratteristica inversa. 
I coefficienti a, B, a coincidono con i coefficienti di sviluppo nella 
teoria di Landau, essendo cioè costanti indipendenti dalla tempera- 
tura (il termine con derivate è scritto qui per semplicità sotto l’ipote- 
si che il cristallo sia a simmetria cubica; il coefficiente in esso è 
denotato con a a differenza del coefficiente vero e proprio a, si veda 
più avanti). L’hamiltoniano efficace (47,2) corrisponde all’approssi- 
mazione di scambio e in esso è trascurata l’energia dell’anisotropia; 
in questa approssimazione si devono trascurare le fluttuazioni del 
campo magnetico dovute alle fluttuazioni della magnetizzazione 
(cioè dell’energia magnetostatica di fluttuazioni; cfr. IX $ 70). Per 
l'approssimazione di scambio è caratteristica la « degenerazione » 
del problema: il parametro d'ordine M ha tre componenti ma l’ha- 
miltoniano efficace è invariante rispetto alle rotazioni di questo 
vettore di un medesimo angolo in tutto lo spazio. 

Per la descrizione del comportamento delle grandezze termo- 
dinamiche in prossimità del punto di transizione di fase di seconda 
specie introduciamo indici critici secondo definizioni che ripetiamo 
qui in applicazione al punto di Curie dei ferromagneti. L'indice a 
determina la dipendenza di temperatura del calore specifico Cp 
dai due lati. del punto di Curie in assenza di campo magnetico 1) 


Cico |tK - per H=0. (47,9) 

L'indice f determina la dipendenza della-magnetizzazione spontanea 
dalla temperatura sotto il punto di Curie: 

Mo (1). per t<0, H=0. (47,4) 


L’indice y determina la dipendenza da t della suscettività magnetica 
della fase paramagnetica: 
y ot? per t>0, H=0 (47,5) 
(sul suo comportamento per t < 0 si veda più avanti). La dipendenza 
della magnetizzazione dal campo nel punto di Curie stesso si scrive 
nella forma 
M co H!8, t=0. (47,6) 


La dipendenza dalla temperatura del raggio di correlazione delle 
fluttuazioni della magnetizzazione è determinata dall’indice v: 


reo |t | per H=0. | (47,7) 
1) Si tratta della parte « singolare » del calore specifico. Ciò vuol dire che 
per a<0 il calorespecifico si comporta come Cn, = Co + cost -| È pel, Non 


confondere l’indice a con il coefficiente « nelle formule (47,1), (47,2) e più 
avanti] ". 
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Nel punto di Curie stesso la funzione di correlazione decresce con la 
distanza secondo la legge di potenza 1) 


Gli indici critici sono legati mutuamente da relazioni alcune 
delle quali sono conseguenza dell’ipotesi dell’invarianza di scala. 
Queste relazioni sono di carattere universale e non dipendono, in 
particolare, dal numero di componenti del parametro d'ordine; 
esse consentono di esprimere tutti gli indici suindicati in funzione 
di ciascuna coppia di essi. 

Nella tabella 2 sono dati valori degli indici critici’ per ina tran- 


Tabella 2 


0,325 
—0,007 0,346 1, 945. 0,669 0,48 
0,364 | 


sizione ferromagnetica. A titolo di confronto sono dati valori per 
altre degenerazioni multiple di n (n. è il numero di componenti del 
parametro d'ordine M in un operatore di Hamilton efficace della 
forma (47,2)); a un ferromagnetico tridimensionale nell’ ap prossima- 
zione di scambio corrisponde .n = 3 2).. VIETRI 

Nella fase paramagnetica la funzione di correlazione a distanze 
r>r; decresce secondo una legge esponenziale. Nella fase ferroma- 
gnetica, invece, si devono distinguere fluttuazioni con e senza cam- 
biamento del valore assoluto del vettore M. Qui proprio si rivela la 
degenerazione del problema del punto di Curie: nell’approssimazione 
di scambio. 

‘Questa distinzione non. esiste: se la variazione del vettore M e 
della sua direzione si verifica a distanze piccole: r « r.; la funzione 
di correlazione di tutte le fluttuazioni segue in questo caso la stessa 
legge (47,8). A distanze r> r, (i vettori d'onda kr, <1) la fluttua- 
zione della direzione M aumenta «anomalmente» a causa di diminu- 
zione delle spese di energia per questa deviazione dall’equilibrio 
(per una rotazione uniforme della magnetizzazione lungo tutto il 
cristallo, X + 0, in generale non esistono spese energetiche). A queste 
distanze la funzione di correlazione delle fluttuazioni della, direzione 
Msi può trovare in via termodinamica. 


) Ovunque studiamo corpi tridimensionali ordinari. 
È I valori dei piccoli indici & e È sono presi da calcoli numerici (Le Guillou 
J. Zinn-Justin J. — Phys. Rev., 1980, v. B 21, p. 3976). Gli altri indici 
sono calcolati in seguito sulla base di questi due. 
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La lentezza di variazione di M consente di individuare nel po- 
tenziale termodinamico termini legati a questa variazione scrivendo 


N’ òM 60M 
= Po (T, M)+ + | dai dai dV, (47,9) 


ove È, si riferisce a un corpo magnetizzato in modo uniforme 1) 
Sottolineiamo che qui si tratta del potenziale termodinamico vero 
e proprio; inoltre, il coefficiente a (funzione della temperatura) non 
coincide con il coefficiente a nell’operatore efficace di Hamilton. 

Per una piccola rotazione del vettore M (senza cambiamento 
della sua grandezza) il termine Py (7, M) non cambia. Se una de- 
terminata direzione M considerare come l’asse z, una piccola devia- 
zione da questa direzione si può descrivere mediante un piccolo vet- 
tore bidimensionale èM, = M, nel piano xy. La variazione corri- 
spondente del potenziale termodinamico. è 2) 


sp | SOM, 90M, 
=5 | 0%; dx; 


Rappresentando il vettore 6M, nella forma della serie di Fourier 
SM, = dI) 6M, yeikr, 6M,y=6M% _k; 
k 


dV. (47,40) 


otteniamo 
$D =jVa Dj k2|$M gl? 
k 
e in seguito per il quadrato medio della fluttuazione abbiamo 
(SM ox SM px) = lil 7 Sap (47,41) 


ove «, f sono due indici vettoriali nel piano xy. La funzione di 
correlazione delle coordinate corrispondente si serive .così *): 


T 
Gas (= ar das (47,12) 


1) A rigore, qui si dovrebbe parlare non di & ma del potenziale termo- 
dinamico Q (cfr. V $ 146). Tuttavia, poiché in virtù del teorema delle piccole 
aggiunte il termine con derivate, che presenta qui interesse, ha la forma uguale 
in ambedue i potenziali, scriveremo il potenziale $@ 

®) I calcoli successivi sono completamente analoghi a quelli in V $ 146. 

3) La formula (47,12) può essere dedotta anche nei limiti della teoria micro- 
scopica spin-ondulatoria. Essa si verifica indipendentemente dalla vicinanza 
al punto di Curie; lontano da quest’ultimo occorre soltanto che r sia grande ri- 
spetto a dimensioni atomiche (cfr. IX $ 71, problema 4; nelle ultime due formule 
della risoluzione del problema è stato commesso un errore: le espressioni di @;y 
devono essere raddoppiate). Al tempo stesso, trascurando l’energia dell’aniso- 
tropia magnetica limitiamo con ciò la zona di applicabilità della formula (47,12) 
superiormente. Per un cristallo uniassico con energia dell’anisotropia (41,1) 
deve essere r < V f/a. a 
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In tal modo, la funzione di correlazione delle fluttuazioni della 
direzione M nella fase ferromagnetica decresce a distanze r®> r, 
secondo una legge di potenza lenta come 1/r (mentre la correlazione 
delle fluttuazioni della grandezza M decresce più rapidamente). 

Ricorrendo all'ipotesi dell’invarianza di scala si può ora deter- 
minare una dipendenza dalla temperatura della grandezza termodi- 
namica a, esprimendo questa dipendenza mediante gli indici critici 
già introdotti. Come è stato detto, per r& r, le funzioni di correla- 
zione di tutte le fluttuazioni della magnetizzazione, compresa la 
sua direzione, seguono la medesima legge (47,8). Uno degli aspetti 
dell’invarianza di scala consiste esattamente nel fatto che la distanza 
caratteristica che separa le due leggi limite coincide con r.. In altre 
parole, per r — r, ambedue le leggi devono dare un medesimo ordine 
di grandezza della funzione G. Per r — r. la sua dipendenza dalla tem- 
peratura, determinata secondo le formule (47,7-8), è 


Gor, 01419 n (—t)Y1+9), 
Ma in accordo con la formula (47,12) abbiamo 
Gola. toa (tt). 


Confrontando entrambe le espressioni troviamo | 
def) | (47,48) 


(PiC. Hohenberg, P.C. Martin, 1965). Quindi, per 7 T., la 
grandezza a tende lentamente (per piccolezza dell’indice ©) all’in- 
finito. Ricordiamo che nella teoria di Landau a tende a una grandez- 
za finita non nulla 1). | 


Per H 0 al potenziale termodinamico (47,9) va asfociato un 
termine — HM ,dV (se esiste il campo, la direzione media M, 
l’asse z, coincide ovviamente con la direzione H). Per fluttuazione 
della direzione M dalla condizione M? = costante ricayiamo 


2M6M,+ $M3 =0. 


Perciò alla formula (47,10) esprimente il cambiamento! di ® : per 
fluttuazione si aggiunge un termine 


— \'H8M, av=— ir \ OM ar. 


i 1) Sottolineiamo che la possibilità di determinazione della dipendenza 
a (t) è legata alla degenerazione del problema. Per la stessa ragione è possibile 
la determinazione della dipendenza dalla temperatura della densità superfluida 
gs dell’elio liquido in prossimità del suo 7-punto; in questo caso la degenera- 
zione multipla del problema è n = 2 (efr. IX $ 28). In questi casi tuolo analogo 
giocano aM? e 0;, rispettivamente. o i 
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Evidentemente, ciò implicherà la sostituzione di ak? nella formula 
(47,11) con ak? + H/M in modo che 


(5M, 5M) = (47,14) 


TTI Sag 
Queste formule consentono di trovare la suscettività della fase ferro- 
magnetica, cioè la derivata 


Sostituendovi {($ M 13 dalla (47,14) e passando dalla sommatoria 
rispetto a k all'integrazione, troviamo 


__T | 1 Vda8k 


e dopo il calcolo dell’integrale otteniamo infine 1) 


T 
1% 8a (aM)?/ HH? , (47,16) 
Vediamo così che nell’approssimazione ‘di scambio le fluttuazioni 
della direzione M privano la suscettività x nella fase ferromagnetica 
del suo senso letterale, ossia essa cresce indefinitamente per H + 0. 
‘La formula (47,16) È applicabile non soltanto in prossimità del punto 
di Curie 2). 

Al denominatore della formula (47,16) con' M si ‘deve intendere 
il suo valore per 7 = 0. Nella zona di fluttuazione (in prossimità 
del punto di Curie), se consideriamo le dipendenze dalla temperatura 
di M e a date dalle formule (47, 4) e (47,13), troviamo che nella fase 
‘ferromagnetica 


co (—t)738-v0/2 gr1/2, 420, (47,47) 


Nella regione (delle temperature) di applicabilità della teoria 
di Landau esiste una zona di valori di # in cui prevale un termine 
ordinario nella suscettività (39,7). Sostituendo infatti M — (—at/B)}/2 
nella formula (47,16), otteniamo la condizione di questa prevalenza 
nella forma 


V HS TB (a ||) a-8/2, 


1) L’integrale è definito dalla regione dei valori 4° = H/Ma, ciò che per H 
sufficientemente piccoli è compatibile con la. ‘condizione di applicabilità della 
formula (47,14): kr <1. 

2) Essa può essere dedotta anche mediante la teoria spin-ondulatoria 
(cfr. IX $ 71, problema 2). Se trascuriamo l’anisotropia magnetica e l’energia 
magnetostatica delle fluttuazioni, ciò ne limita l' applicabilità dalla condizione 
(per cristalli uniassici) H > BM oH>4nM. 
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D' altra parte, nella teoria di Landau il ‘campo H si può supporre 
debole se MH « AM?, cioè 


H<(a|t])? B-42, 


«La condizione di compatibilità di ambedue le. disuguaglianze 
scritte coincide con la condizione (47, 1) di applicabilità della teoria 
‘di Landau. Î 
L'approssimazione di scambio risulta inapplicabile in prossimità. 
sufficiente del punto di Curie quando (per diminuzione dell'energia 
di scambio) diventa notevole l’energia di anisotropia. In questo 
caso cambia il numero di componenti del parametro d’ordine; così, 
esso diventa a una componente in un ferromagnete uniassico del tipo 
asse facile (MM, al posto di M; cfr. la fine del $ 40). Nei limiti della 
teoria di Landau questa circostanza non incide sulle leggi della di- 
pendenza dalla temperatura della magnetizzazione spontanea e 
della suscettività magnetica. Ma essa si sente notevolmente nella 
regione di fluttuazione: crescono indefinitamente le fluttuazioni della 
sola componente M,, mentre le fluttuazioni di M, e M, restano» 
finite. Ciò implica un cambiamento dei valori degli indici critici 
e la comparsa della dipendenza dalla temperatura dei coefficienti 
di anisotropia. Il problema si rende più complicato per il fatto che 
può essere necessario tener conto anche dell'energia magnetostatica 
di fluttuazioni del campo magnetico; non ci soffermiamo qui. su. 
questa situazione molto complicata. 


| 


$ 48, Corpo antiferromagnetico in prossimità del punto di Curie 


Alla pari del ferromagnetismo la struttura’ antiferromagnetica 
va creata essenzialmente dall’interazione di scambio isotropa tra 
elettroni, mentre le interazioni relativistiche più deboli stabiliscono 
l’orientazione cristallografica delle magnetizzazioni dei sottoreti- 
coli 1). Alcuni antiferromagneti già noti attualmente sono estre- 
mamente differenti per loro struttura e, quindi, anche per loro pro- 
‘prietà magnetiche concrete. | | 

A titolo di illustrazione ci limitiamo a un caso elementare carat-- 
teristico (ma al tempo stesso importante) di un antiferromagnete: 
uniassiale con due sottoreticoli magnetici antiparalleli. Gli atomi 
di questi sottoreticoli occupano nodi equivalenti del reticolo cristal-- 
lino (vale a dire che tra elementi di simmetria del gruppo a pnetioo 


1) L’idea che l’interazione di scambio possa condurre a stato con sotto-- 
reticoli e momenti magnetici antiparalleli è stata espressa originariamente- 
.da L. Néel (1932). Indipendentemente da lui la stessa idea è stata avanzata da’ 
.L. D. Landau (1933); fra l’altro, egli ha formulato la rappresentazione dello» 
stato antiferromagnetico come fase termodinamica diversa dalla fase parama— 
“gnetica, e della necessità di esistenza di un punto di transizione tra queste fasi. 


Noi tratteremo questo punto come punto antiferromagnetico di Curie, 
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spaziale esistono rotazioni o riflessioni che fanno permutazioni 
tra atomi dei sottoreticoli distinti); in caso contrario la simmetria 
non chiederebbe un’uguaglianza rigorosa dei valori assoluti dei 
momenti magnetici dei sottoreticoli e il cristallo sarebbe ferromagne- 
Tico. 

Indichiamo con M, e M, i momenti magnetici riferiti ad unità 
«di volume dei due sottoreticoli. Come parametro d'ordine nullo nella 
‘fase paramagnetica e diverso da zero nella fase antiferromagnetica 
«consideriamo la differenza 


L= M_- M, (48,1) 


«che si chiama vettore antiferromagnetico. Quante alla anagnetizzazione 
nulla in assenza di campo magnetico, essa è rappresentata dalla 
somma M = M, + M.. 

Tutte le trasformazioni rispetto al vettore L si dividono in due 
«categorie: le une permutano soltanto gli atomi all’interno del «loro» 
sottoreticolo, le altre permutano gli atomi di diversi sottoreticoli. Nel 
primo caso L si trasforma semplicemente come vettore assiale e nel 
ssecondo caso, inoltre, cambia di segno. 

In prossimità del punto di Curie il vettore L è piccolo. Nei limiti 


“della teoria di Landau il potenziale termodinamico © in questa 
‘regione è sviluppabile in potenze di L e M (per la prima volta questo 
“sviluppo è stato studiato da Landau, 1933). Tuttavia, poiché_la 
“magnetizzazione compare in presenza del campo H è più opportuno 
“eseguire lo sviluppo in potenze di L e H. Per un cristallo uniassico 
“esso ha la forma 


$=® + AL*+ BL*4 D (BL) + D'A°L°- i y,H? + 


2 
+8 (154 L9) 3 v (i+ n) {e (48,2) 
I primi cinque termini (dopo D,) sono indipendenti dall’orientazione 
«cristallografica dei vettori H e L; questi termini sono della natura 
«di scambio. I due termini successivi sono legati alle interazioni 
.relativistiche; l’asse z, come si suole, è considerato coincidente con 
l’asse principale di simmetria del cristallo. Un termine lineare ri- 
:spetto a H della forma HL è interdetto dalla condizione di invarianza 
rispetto alle trasformazioni che fanno cambiare L di segno. 
Se p >Q0, il vettore antiferromagnetico L è diretto lungo l’asse 
.z (antiferromagnete del tipo asse facile). Se f 0, L giace nel 
piano di base (antiferromagnete del tipo piano facile). Nel primo 
«caso la comparsa dell’antiferromagnetismo è determinata dall’annul- 
.lamento della funzione A (7) che è coefficiente di L?, nel secondo 
«caso dall’annullamento della somma A + {/2, coefficiente di £% + 
+ Li 
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Nel seguito considereremo un antiferromagnete del tipo asse 
facile (B > 0). In prossimità del punto di Curie poniamo, come si 
suole, A = a (Y — T;) e supponiamo il coefficiente B uguale al 
suo valore per 7 = T.; in questo caso B > 0 è come condizione di 
stabilità dello stato con L = 0 per T = T., Nella fase paramagne- 
tica A >0eLl=0. - i 

Nella fase antiferromagnetica A <0 e la minimizzazione del 


potenziale ® per #7 = 0 fornisce la seguente dipendenza di L dalla 
temperatura, caratteristica per la teoria di Landau: 


L=V 5 (T.=T). (48,3) 
Derivando il potenziale (48,2) tenendo conto della formula 
9 B H 
sai a M 


troviamo per £ = 0, cioè nella fase paramagnetica !): 
Mx = (kp +) Ho My=(X0+W)Hy M.= pH. (48,4) 
La costante y implica anisotropia della suscettività magnetica in 
questa fase. A causa della sua origine relativistica |y |< xy. Tra- 
scuriamo più avanti questa costante in modo che Yy, sarà la suscetti- 
vità isotropa per T > 7 2). | | 
Nella fase antiferromagnetica, invece, per 7 +0 (trascurando 
cioè la dipendenza del valore d’equilibrio di L dal campo) abbiamo 


M = y,H — 2DL (LH) — 2D'/*H. (48,5) 
Se il c mpo è diretto perpendicolarmente a L, allora 
M=xiH xi=xp—2D'L°=xp—-G- (TT). (48,6) 
Nel campo longitudinale, invece, abbiamo 
M=yiH, xi =%1—2DL°= xp SETT). (487) 


Badiamo al fatto che l’anisotropia della suscettività resta anche 
trascurando le interazioni relativistiche, cioè ha un'origine di scam- 
bio. 

Sottolineiamo anche che la suscettività resta finita e continua 
nel punto di Curie stesso e che le sue derivate prime fanno un balzo. 
In ciò consiste una differenza notevole dai ferromagneti la suscet- 


1) Il termine —M?/8x nell'espressione (48,2) è separato allo scopo che ia 
derivazione degli altri termini rispetto a H dia direttamente M. | 

2) Infatti, in tutti i casi noti nel punto di Curie antiferromagnetico la so- 
stanza diventa paramagnetica, cioè x, > 0. Però il segno di xp non può essere 
argomentato dalle sole considerazioni termodinamiche. 
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tività dei quali diventa infinita nel punto di transizione. Questa 


distinzione tra punti di Curie ferro- e antiferromagnetici è dovuta al 
carattere diverso di loro variazione sotto influsso del campo magnetico. 
Nei ferromagneti un campo debole a piacere già smussa la transizione 
poiché, magnetizzando la fase paramagnetica, esso elimina la dif- 
ferenza di simmetria di ambedue le fasi. Ma il campo magnetico non 
può creare assestamento antiferromagnetico; la differenza in simme- 
tria tra le due fasi si conserva e la transizione avviene bruscamente. 
Con approssimazione ammissibile dallo sviluppo (48,2) i coeffi- 
cienti D e D' nelle formule (48,6-7) si devono supporre uguali ai 
loro valori nel punto T = T.. Perciò i balzi delle derivate della 

suscettività sono 1) 
dXp Ù% | aD' ÙXp dx | a(D+D') (48,8) 


TIT BT TTT BO 
Torniamo all’espressione (48,2) per ®. Dalla direzione del vettore 
L dipendono i termini con i coefficienti D e f. Supporremo che 
D > 0 (cioè Y, > Yi) e, come precedentemente, p > 0 sia un anti- 
ferromagnete del tipo asse facile. Se il campo magnetico è perpen- 
dicolare all'asse z, dalla forma di questi termini risulta con chiarezza 


che al minimo di D corrispondono i valori L, = Ly = 0, vale a dire 
che il vettore L sempre è diretto lungo l’asse z. Se, invece, il campo 
è diretto lungo l’asse z, si vede allora, quando l'energia magnetica 
nel campo (il primo dei termini suindicati) diventa uguale per gran- 
dezza all'energia dell’anisotropia, deve avvenire un cambiamento 
della direzione L, ossia il vettore deve ruotare verso il piano di base. 
Questa rotazione (capovolgimento dei sottoreticoli 2)) si produce a 
balzo per un determinato valore del campo H = MH, (L. Néel, 1936). 

; . Infatti;--i_termini indicati nella (48,2) si possono scrivere nella 
orma 


H:DL®+L°(—DH?+È) senz0 
ove 0 è.l’angolo compreso tra L e-l’asse z. Evidentemente, al minimo 
di ® corrisponde il valore 8 = 0 se H,<-H; ove 


Se il campo H, > H,, all’equilibrio corrisponde il valore 0 = n/2, 
ossia il vettore L è perpendicolare all’asse z. La stessa situazione si 


1) Le considerazioni puramente termodinamiche non consentono di trarre 
conclusioni generali sui segni di D e D'. Infatti, il balzo della derivata dy,,/07 
sempre è negativo: ciò vuol dire che D + D'’ > 0. Di solito, è negativo anche 
il balzo di dy ,/07 e in prossimità, del punto” «di Curie x, > Yi ciò significa 
che D> 0, D'>0. è 

2) Spin flop — in inglese. 
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conserva lontano dal punto di Curie. ;Il campo di capovolgimento 
H; dipende dalla temperatura, e dalle considerazioni precedenti 
risulta che la linea H = H; (7) nel piano 7, H è la linea di transi- 
zioni di fase di prima specie 1). ! 

Nei campi magnetici sufficientemente forti la struttura antifer- 
romagnetica non può essere termodinamicamente stabile a priori; 
energeticamente utile risulta l’orientazione parallela dei momenti 
magnetici di entrambi i sottoreticoli lungo il campo. La distruzione 
della struttura antiferromagnetica è dovuta al cambiamento della 
simmetria e si verifica mediante una transizione di fase di seconda 
specie. Quindi, nel piano 7, :H la regione di esistenza della fase 
antiferromagnetica è limitata da una curva H = H, (7). La distru- 
zione dell’antiferromagnetismo deve cominciare quando l’energia 
magnetica diventa uguale all'energia di scambio. Lontano dal punto 
di Curie l'ordine di grandezza del campo critico è dato dalla stima 
guH, > Te(u è Il momento magnetico atomico). All’avvicinarsi 
al punto di Curie 7, decresce e: si annulla in questo punto stesso. 
La dipendenza H, (T) è facile trovare in questa regione mediante 
la stessa espressione (48,2) per il potenziale termodinamico. 

È stato mostrato precedentemente che se il campo H è perpendi- 
colare all’asse z il vettore L sempre è parallelo allo stesso asse. I 
termini del potenziale termodinamico dipendenti da Z sono 


AL? + BI4 + D'E?I?, (48,40) 


Ne segue che l’esistenza di un campo magnetico implica la 'sostitu- 
zione del coefficiente A con la somma A + D'H? la cui uguaglianza 
a zero determina un nuovo punto di transizione. Da questa condizione 
ricaviamo il campo critico 


a _£_ LT (48,14) 


Se il campo H è parallelo all'asse z,-allora per.H < H; il vettore 
L è diretto, come prima, lungo l’asse z, ma i termini nella (48,2) 
dipendenti da L differiscono da quelli nella (48,10) per sostituzione 
di D' con D + D’. Quindi, in questo caso’ abbiamo 


H3 = DI MT —T). (48,12) 


1) Come è stato sottolineato più volte, lontano dal punto di transizione 
termini anisotropi nelle espressioni della forma (48,2) conservano senso a pre- 
scindere dalla piccolezza di L come termini di sviluppo delle interazioni relati- 
vistiche in potenze delle componenti del vettore unitario I = L/L. Perciò la 
formula (48,9) ha senso anche lontano dal punto di transizione se in essa si 
intende con BL? proprio il coefficiente nel termine con (12 + /$)/2 nel potenziale 
termodinamico. . 
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Infine, se H > H;il vettore L è perpendicolare all’asse 4; in questo 

caso per il campo critico otteniamo analogamente la seguente espres- 
sione 1): 

a i 

H:=-5-(7,-T — +). (48,18) 

Nella fig. 26 è rappresentato il diagramma di fase nelle coordinate 

T, H® di un antiferromagnete in prossimità del punto di Curie per 

le due girezioni del campo studiate precedentemente. Le linee trat- 


T,T 
a) HLz by) Hllz 
Fig. 26 


teggiate sono le transizioni di seconda specie, la linea continua le 
transizioni di prima specie; P è la fase paramagnetica, FA e FA, 
sono le fasi antiferromagnetiche con il vettore L parallelo o perpen- 
dicolare, rispettivamente, all'asse z. Nei limiti della teoria di Lan- 
dau (nei quali è svolta tutta la discussione) tutte le linee del diagram- 
ma sono rette. Nel caso del campo longitudinale nel diagramma esi- 
ste un punto bicritico (il punto è nella fig. 26, b) in cui la linea di 
transizioni di fase di prima specie termina sulla linea di transizioni 
di seconda specie. Questo punto è analogo al punto bicritico nel 
piano P, 7 (cfr. fig. 67 in V $ 150). Le sue coordinate sono 


T,=T,-BDP+D o _B_ (48,14) 


(B, D, D' sono valori dei coeffieienti per 7 = 77). 


$ 49. Punto bicritico di um corpo antiferromagnetico 


La teoria di Landau considerata nel paragrafo precedente risulta, 
di solito, inapplicabile in sufficiente prossimità della linea di punti 
di transizione di seconda specie nella regione di fluttuazione. Stu- 
diamo questa regione in prossimità del punto bicritico nel diagram- 


1) La deduzione delle formule (48,11-13) nei limiti della teoria di Landau 
appartiene a A.S. Borovik-Romanov (1959). 
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ma di fase di un antiferromagnete uniassico (del tipo asse facile) 
nel campo magnetico longitudinale. 
L’hamiltoniano efficace di questo problema ha la forma 


RHen= | {al®[1-T,-2£2 (H}- mlt + 
2 OL dl 
+ BL*+DL*(H}— H?) sen20+-5- a De (49,1) 


L'espressione integranda è composta dei teimini ri dello sviluppo 
(48,2) dipendenti da L nei quali è posto A = (7 — 7.) a, sono in- 
trodotte le notazioni 7 e H; dalle formule (48,9) e (48,14) e aggiunto 
un gradiente. Questo operatore di Hamilton coincide per forma con. 
l’hamiltoniano efficace di un ferromagnete uniassico (che non si 
trova in campo magnetico) differendo da esso per le sole notazioni: 
Lal posto di M, l’espressione tra parentesi quadre al posto diT — TL 
e la grandezza 


u=2D(H3— H?) (49,2) 


al posto della costante di anisotropia f dei ferromagneti. Per 
H,= H; questa costante si annulla e l’espressione (49,1) si riduce 
all’integrale 


Hen= | fal® (T_T) +BI+-4- SL OL ay, (49,3) 


coincidente formalmente con l'hamiltoniano efficace di un ferro- 
magnete nell’approssimazione di scambio (47,2). Queste analogie 
consentono di chiarire alcune proprietà dell’antiferromagnete in 
questione in prossimità del punto bicritico usando già noti risultati. 
per i ferromagneti (M.£. Fisher, D.R. Nelson, 1974). 
L’uguaglianza H,= H; corrisponde alla linea di transizioni 
di fase di prima specie (capovolgimento dei sottoreticoli, ossia spin: 
flop). L’analogia suindicata permette di concludere che le proprietà 
termodinamiche dell’antiferromagnete su questa linea in prossi- 
mità del punto bicritico coincidono (con appropriato cambiamento 
del significato delle grandezze) con le proprietà di un ferromagnete 
di scambio vero e proprio in prossimità del suo punto di Curie. In 
particolare, all'avvicinarsi al punto bicritico lungo questa linea 
la grandezza del vettore antiferromagnetico tende a zero secondo la 


legge 


Lo —- T)B (49,4) 
ove fi coincide con l'esponente f nella formula (47,4) 1) . 
1) L’indice y in questo caso non ha significato fisico diretto in quanto 


è legato al campo h realmente inesistente per un antiferromagnete, campo che 
figurerebbe nell’hamiltoniano efficace nella forma del. termine — hl. 
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. Nell’intorno del punto ‘bicritico,.ma non sulla linea di transizioni 
di prima specie, il parametro u è piccolo ma non nullo. Qualunque 
piccolo sia questo parametro il suo ruolo aumenta all’avvicinarsi 
alla linea di transizioni di seconda specie (cfr. l'osservazione alla 
fine del $ 47): il parametro d’ordine diviene a una componente 
(L, nella fase FA,) o bicomponente (L,, Ly nella fase FA,). Più 
piccolo è il valore del parametro 
u tanto più piccole sono le di- 
mensioni dell’intorno in cui il 
suo ruolo è essenziale. Il passag- 
gio dall'andamento con n = 3 
aquello con n=/10n= — 2 si 
realizza attraverso una regione 
intermedia. Sembra verosimile 
l'ipotesi dell’invarianza di sca- 
la in questa regione:. all’avvici- 
narsi al punto bicritico cambia 
la sola scala di misurazione di 
| u. In relazione a ciò compare 
Fig. 27 un nuovo indice critico interme- 
dio 1) @: per il cambiamento della 
scala della variabile t=T7 — 7; la scala della variabile u cambia 
come |t |?. L’esponente deve essere positivo in quanto un valore 
u già piccolo a piacere cambia il carattere della transizione. 
Accettando questa ipotesi bisogna supporre che la linea delle 
transizioni di fase in prossimità del punto bicritico sia definita da 
valori costanti del rapporto x = u/|t |9. Alla linea delle transizioni 
di prima specie corrisponde il valore x = 0, alla linea delle transi- 
zioni di seconda specie tra le fasi P e FA un determinato valore 
x, > 0, alla linea delle transizioni tra le fasi P e FA, undeterminato 
valore x, < 0. Nella definizione (49,2) si deve ora intendere con 
H;, ovviamente, una funzione vera e propria H;(7) che sarebbe 
definita da una soluzione precisa del problema statistico con l’ha- 
miltoniano efficace (49,1). Sviluppandola in potenze di £ e omettendo 
in u il fattore costante 2H7,, definiamo la variabile u nell’intorno 
del punto bicritico come 


u=H,-Hy,+e(T— Ty) (49,5) 


con c costante. L'equazione della linea delle transizioni di prima 
specie è 


H, — Hy=e(f-T1) 
e di due linee dello transizioni di seconda specie: 
H,- Hy=c(T-T,)tcya(T- Ty), (49,6) 


1) Crossover secondo ‘la terminologia inglese. 
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ove:c,, €, sono costanti positive. Per p > 1 (calcoli numerici danno: 
= 1,25) queste linee nella regione di fluttuazione sono come nella 
fig. 27; nel punto d tutte esse hanno la tangente comune. 

L'ipotesi dell’invarianza di scala nell’intorno del punto bicri- 
tico consente anche di trarre qualche conclusione sulle leggi di va- 
riazione del vettore antiferromagnetico L all'avvicinarsi a questo 
punto seguente diverse direzioni nel piano D, H,; ma su questi 
aspetti non ci soffermiamo !). 


$ 50. Ferromagnetismo debole 


= . 


Esistono cristalli in cui l’interazione di scambio stabilisce la 
struttura antiferromagnetica, ma relativamente deboli interazioni 
relativistiche implicano deformazione di questa struttura per cui 
compare come risultato la magnetizzazione M «anomalmente » piccola, 
in virtù della piccolezza delle interazioni ‘relativistiche rispetto 
all'interazione di scambio. Questo fenomeno porta il nome di ferro- 
magnetismo debole *). 

L'interazione di scambio di per se stessa consente orientazione 
arbitraria del vettore antiferromagnetico L nel cristallo. Una sua 
orientazione cristallografica determinata va stabilita soltanto da 
interazioni relativistiche descritte da termini anisotropi rispetto a 
L nello sviluppo del potenziale termodinamico. Può succedere che 
la simmetria della struttura così comparsa di per sé consenta anche 
l’esistenza del momento ferromagnetico M *). Questi sono i casi in 
cui compare un debole ferromagnetismo: tra termini relativistici 
dello sviluppo del potenziale termodinamico figurano tali da impli- 
care la deformazione richiesta della struttura antiferromagnetica 4). 
Mostriamo ciò su un esempio caratteristico. 

Consideriamo cristalli romboedrici appartenenti al gruppo spa- 
ziale D$g. Ricordiamo (cfr. III $ 93) che la classe cristallina Dgg 
contiene gli elementi di simmetria seguenti: l’asse di simmetria 
C3 del terzo ordine (asse trigonale), tre assi del secondo ordine che 
gli sono perpendicolari (indichiamoli con i simboli U,) e il centro 
d’inversione /; come conseguenza compaiono tre piani di simmetria 
0; ciascuno dei quali passa per l’asse C3 ed è perpendicolare a uno 
degli assi U, (dimezzando così l’angolo tra due altri assi U,). Nel 
gruppo spaziale D$; i piani og diventano piani di strisciamento con 
traslazione di 1/2 periodo lungo l’asse trigonale. Ciò conduce alla 


1) Cfr. Fisher M.E., Nelson D.R. — Phys. Rev. Lett., 1974, v. 32, p. 1350, 

2) In accordo con la terminologia data Srila fine del $ 37 sarebbe più cor- 
retto parlare di ferrimagnetismo debole. 

3) Ricordiamo che a tale scopo è necessario comunque che la cellula ma- 
gnetica elementare coincida con quella cristallografica, cfr. la pag. 205. 


4) La teoria del ferromagnetismo debole appartiene a I.E. Dzjalosinskij 
(1957). 
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disposizione degli assi e del centro d’inversione in ciascuna cella 
elementare come nella fig. 28. Il segmento verticale rappresentato 
è un periodo lungo l’asse trigonale (diagonale spaziale della cella 
romboedrica); la sua lunghezza è supposta convenzionalmente uguale 
a 1. Gli assi del secondo periodo passano per i punti 1/4 e 3/4. Il 
centro di inversione si trova nei punti 0 e 1/2 (crocette nella figura). 
I piani verticali 0g qui non sono rappresentati. 

Negli antiferromagneti FeC0O, e MnCO, ciascuna cella ele: 
mentare contiene due ioni magnetici (Fe** o Mn++) che occupano la 


<] zI 
DS 1 
I 7 
1 1 -=-X 
hi | 


| 

Ì 

Ì 

I 
4 1 10 
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posizione nei punti equivalenti 0 e 1/2 sull'asse trigonale. L'’intera- 
zione di scambio stabilisce la struttura magnetica nella quale i mo- 
menti di questi due ioni sono antiparalleli. Inoltre, in FeCO; i mo- 
menti degli ioni Fe** sono disposti lungo l’asse trigonale (fig. 29). 
Si vede facilmente che questa struttura è invariante rispetto a tutte 
le trasformazioni della classe Dj e perciò non ammette ferromagneti- 
smo (l’esistenza del vettore M lungo l’asse trigonale va esclusa dalla 
presenza degli assi V,, e del vettore M nel piano di base dalla pre- 
senza dell’asse C3,). î 

Nell’antiferromagnete MnC0,, invece, i momenti magnetici 
degli ioni giacciono nel piano di base (il piano xy) perpendicolare 
all'asse trigonale (l’asse z) come è rappresentato nella fig. 30. Se 
inoltre i momenti giacciono in uno dei piani cy (che consideriamo 
in questo caso come il piano zz), la struttura magnetica ha come ele- 
menti di simmetria (oltre a quello unitario) 


UP, I, cd” 


cioè si riferisce a una classe magnetica coincidente con la classe ordi- 
naria C,,; essa ammette l’esistenza del vettore M nella direzione 
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dell’asse y. Se, invece, i momenti sono disposti su uno degli assi 
U, (consideriamolo allora come l’asse x), la struttura magnetica ha 
come elementi di simmetria si 


USR, I, o°R, 


cioè si riferisce alla classe magnetica C,, (C;); essa anche ammette 
l’esistenza del vettore M nella direzione dell’asse y. In entrambi i 
casi la comparsa del vettore M si realizza mediante una rotazione 
dei momenti dei due ioni in ciascuna cella elementare nel piano 
xy quando uno va incontro all’altro, come ciò è rappresentato nella 
fig. 31. 

Passando alla teoria quantitativa, introduciamo di nuovo i vet- 
tori M = M, + Me L= M, — M, ove gli indici 1 e 2. si rife- 
riscono a due sottoreticoli magnetici. | | si 


Indichiamo con l il vettore unitario DI 

nella direzione L. 1 
Consideriamo lo sviluppo del poten- 

ziale termodinamico ® (per H = 0) in x jim, 

potenze di M e 1. Lo sviluppo in poten-  TUUTUUTT'TI E”: 

ze di Mè possibile già in virtù di picco- se 

lezza stessa di questa grandezza in un Fig. 31 


ferromagnetico debole, mentre lo svilup- 
po dell’energia dell’anisotropia in potenze di l è basato, come 
sempre, su piccolezza relativa delle interazioni relativistiche. Quindi, 
qui non è supposta affatto la vicinanza al punto di transizione di 
fase di seconda specie (piccolezza di ZL) e perciò la teoria qui espo- 
sta non è soggetta a restrizioni proprie alla teoria di Landau. 

I termini dello sviluppo devono essere invarianti rispetto a 
tutte le trasformazioni del gruppo D$a. 1 primi termini di questo 
sviluppo sono 


®= ©, (L)+BM2+D ame-È Mi + SL (Ml My), 
(50,1) 


ove D, (L) è una funzione isotropa rispetto a L. I primi due termini 
(dopo D,) sono di origine di scambio; in questo caso B > 0 (in caso 
contrario esisterebbe magnetizzazione spontanea non connessa con 
antiferromagnetismo, cioè il corpo sarebbe un ferromagnete di 
scambio ordinario). I tre termini successivi dello sviluppo sono del 
primo ordine (—v°/c°) rispetto alle interazioni relativistiche !). 


1) I fattori I? e L nelle definizioni degli ultimi due termini sono introdotti 
all'unico scopo che tutti i coefficienti nella (50,1) siano adimensionali e non 
significano uno sviluppo in potenze della grandezza L. 
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L'ultimo di essi può essere rappresentato nella forma L (G [MI]]), 
ove & è un vettore diretto lungo l’asse z 1). 

L’invarianza di tutti i termini nella (50,4), tranne l’ultimo, è 
immediata. Per provare l’invarianza dell'ultimo termine è suffi- 
ciente farlo rispetto all'asse C., uno degli assi UV, e il centro d’in- 
versione /. L’invarianza rispetto alle rotazioni attorno all’asse 
trigonale (asse z) è evidente dalla scrittura, nella forma della com- 
ponente z del vettore [ MI] (in questo caso è importante che le rota- 
zioni non permutino mutuamente gli atomi dei sottoreticoli distinti, 
e perciò Melsi trasformano allo stesso modo). L’invarianza rispetto 
all’inversione deriva dall’invarianza di ciascuno dei vettori M e l: 
per M ciò segue già dalla stessa assialità del vettore, mentre per 1 
si deve tener conto che nella struttura in esame l'inversione non 
fa altro che permutare gli atomi di un medesimo sottoreticolo. La 
trasformazione U(* permuta gli atomi a momenti magnetici diretti 
in modo opposto; perciò con questa rotazione M.,, M, >M,, —Mye 
la, ly > — Ly, ly da cui è evidente l’invarianza della differenza 
My, -Mylz I 

.. Supponiamo -che la costante y < 0; allora il vettore I resta nel 
piano di base (/, = 0). Considerando come xz il piano in cui giace 
le minimizzando © rispetto a M per L assegnato, troviamo per il mo- 
mento ferromagnetico 


M,=0, My=- Ly, M,=0. (50,2) 


Poiché | $ [|< 5, allora M è effettivamente piccolo. Si vede che la 
comparsa del ferromagnetismo debole è connessa con l’ultimo termine 
nella (50,1) che è bilineare rispetto a M e 1. Per il ferromagnetismo 
debole è caratteristica una stretta connessione tra la direzione M e 
la struttura antiferromagnetica; nel caso considerato M giace nello 
stesso piano di base ed è perpendicolare al vettore L ?). | 

Se esiste un campo la dipendenza della magnetizzazione da H 
si ottiene dalle condizioni di minimo del potenziale termodinamico 


d = ® — MH — #H?/8n. La minimizzazione va realizzata secondo 
l’orientazione della struttura nel piano di base e rispetto alle com- 


1) L'origine microscopica di un termine di questa forma è legata all’inte- 
razione antisimmetrica rispetto agli spin che si verifica come effetto del secondo 
ordine della teoria delle perturbazioni, ossia dei termini misti bilineari ri- 
spetto alle interazioni di scambio e relativistica spin-orbitale. Cfr. T. Moriya. 
Magnetism, Vol. I/Ed. G. T. Rado and H. Suhl — N.Y.: Academic Press, 1963. 

2) Nell’approssimazione corrispondente al potenziale termodinamico (50,4) 
l’anisotropia magnetica nel piano di base non esiste e la direzione L in esso 
resta arbitraria. L’anisotropia (e con essa un’orientazione determinata di L) 
nel piano di base compare unicamente se si è tenuto conto di termini d’ordine 
superiore (fino al sesto). In questo caso compaiono anche termini misti rispetto 
a componenti z, x, y dei vettori per cui i momenti magnetici deviano di piccolo 
angolo dal piano di base. 
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ponenti del vettore M. Evidentemente, se trascuriamo l’anisotropia 
magnetica nel piano di base la magnetizzazione ruota in modo tale 
che la sua componente M, in questo piano coincida con la direzione 
del campo H, e il vettore Lsia perpendicolare rispettivamente a H,”. 


Dopo questa trasformazione la minimizzazione di ® rispetto a M,j 
e MM, conduce al seguente risultato: si 


Mi = Xi, Mi = XL (Hp t Hi), (90,3) 
ove per la suscettività abbiamo 


1 1 N 
Xi "35 X133E (90,4) 


di ì 


ed è introdotta la notazione 
Hp=|3}L (90,9) 


per il «campo efficace » che determina la magnetizzazione spontanea 
del ferromagnete debole (detto campo di Dzjalosinskij). Poiché 
IP I<3b, allora yj® xi. | Sn | 

Ricordiamo ancora una proprietà delle sostanze considerate che 
si rivela per applicazione del campo H e in prossimità del punto di 
transizione nella fase paramagnetica. Nei limiti della teoria di 
Landau sviluppiamo in questa regione la funzione ©, (L) in serie 
di potenze di L: 


®, (L) = ® (0) + AL? + CIA 


Supponiamo che il vettore L sia diretto nella direzione positiva dell’as- 
se x. Per fissare le idee, accettiamo che è > 0 2; allora il vettore M 
è diretto nella direzione positiva dell’asse y; supponiamo che il campo 
H sia diretto allo stesso modo. Il potenziale termodinamico è 


È =, (0) + AL°+CL*+BM?—{LM-HM— 2; (50,6) 


in prossimità del punto di Curie lo sviluppo dell’energia dell’ani- 
sotropia in potenze del vettore unitario l diventa lo sviluppo in po- 


1) È supposto che D > 0; per D<00 l’esistenza del termine —| D | (IM)? 
con grande coefficiente | D | può violare la perpendicolarità reciproca di | e H).. 

Se si trascura l’anisotropia nel piano di base ciò significa che i campi con- 
siderati sono soggetti a determinate restrizioni dal basso. .._.... 

2) È da notare che il segno del coefficiente % è convenzionale nel senso che 
dipende dalla definizione del vettore L= M, — M,, ossia dagli atomi magne- 
tici nel cristallo considerati come sottoreticoli 7 e 2. Ma dopo questa definizione 
nel cristallo in questione il segno del coefficiente è acquisisce un determinato 
significato: da esso dipende la direzione M rispetto alla direzione L e agli assi 
cristallografici. 
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tenze del vettore stesso L. In assenza di campo M = &L/2B e lo 
sviluppo (50,6) assume la forma 


=D +(A--) [24 CI. 


Il: punto di Curie è definito dall’annullamento. del coefficiente di 
L*, in modo che in sua prossimità abbiamo 


A-S=a(l-1) 


(a > 0); gli altri coefficienti poniamo uguali ai loro valori per 
T=T, (in questo caso C=0). 


Se il campo esiste, le equazioni 40/8L = 0 e 0D/6M = 0 dopo 
l'eliminazione di AM danno la seguente equazione esprimente L: 
n ta 
Di qui si vede già che in un ferromagnete debole (così come in quel- 
lo ordinario) il campo magnetico smussa la transizione di fase ”. 
Inoltre, risulta non nullo da ambedue i lati del punto T = T, 
anche il vettore antiferromagnetico; il campo magnetico implica nel- 
la fase paramagnetica un assestamento antiferromagnetico eliminando 
con ciò la differenza di simmetria di ambedue le fasi (4.S. Borovik- 
Romanov, V.I. OZogin, 1960). Per T > T. a una certa distanza da 
questo punto L decresce secondo la legge si 
pa CH 
L= 4aB(T—T.) * 


$ 51. Piezomagnetismo ed effetto magnetoelettrico 


Con la simmetria magnetica sono strettamente legati il piezo- 
magnetismo e l’effetto magnetoelettrico negli antiferromagneti. 

Il primo consiste nella comparsa della magnetizzazione per 
applicazione al cristallo di sforzi elastici, analogamente alla piezo- 
elettricità. Questo fenomeno è descritto dalla comparsa nel poten- 
ziale termodinamico del cristallo di un termine lineare sia rispetto 
al campo che rispetto al tensore degli sforzi elastici: 


Dm = — Milioni (54,4) 
Ove À;, 1 è un tensore simmetrico rispetto agli indici &/.(cfr. la (17,7). 
Questo termine fa sì che nell’induzione B; = _ 4n0D/0H ; compaia 


i 1) L’equazione (50,7) coincide formalmente con l’equazione (19,4) per un 
ferroelettrico nel campo elettrico o con un'equazione analoga per un ferroma- 
gnete ordinario nel campo magnetico. 
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il termine 43À;, 5:0x:. In altre parole, per H = 0 compare la magne- 
tizzazione lineare rispetto alla deformazione: 

Mi = hi,n10kt (51,2) 


La stessa proprietà si manifesta sotto un altro aspetto, ossia 
nella forma della magnetostrizione lineare quando compare deforma- 
zione lineare rispetto al campo applicato al cristallo: 


ddp i 
Uni= ra =, mi. ‘(91,3) 


L'inversione del tempo fa cambiare di segno il campo H (e la 
magnetizzazione M) lasciando invariabile il tensore 0};; è ovvio che 
deve restare invariabile anche il potenziale termodinamico. Perciò 
il tensore piezoelettrico À;,7, cambia di segno per inversione del tem- 
po. Ne segue, a sua volta, che il piezomagnetismo può verificarsi 
esclusivamente nei corpi a struttura magnetica; se quest’ultima non 
esiste, le proprietà del corpo sono invarianti rispetto alla trasforma- 
zione R e perciò sarebbe :AÀ;.p; = — Ag#j = 0. Il piezomagnetismo 
è possibile in antiferromagneti appartenenti a determinate classi 
di simmetria magnetica che contengono la trasformazione R sol- 
tanto in combinazioni con rotazioni o riflessioni, oppure non conten- 
gono A per niente (B.A. Tavger, V.M. Zajtsev, 1956). 

L'effetto magnetoelettrico consiste nella relazione lineare tra 
campi magnetico e elettrico nella sostanza, la quale conduce, ad 
esempio, alla comparsa nel campo elettrico della magnetizzazione 
che gli è proporzionale (L.D. Landau, E.M. Lif$its, 1956). Questo 
effetto è descritto da un termine nel potenziale termodinamico, li- 
neare sia rispetto al campo elettrico sia rispetto a quello magnetico: 


Imcd 


Dre = — infili (941,4) 


con x;, un tensore antisimmetrico. Per H = 0 il’ campo elettrico 
crea nella sostanza la magnetizzazione 


My = Gip; (91,9) 
e per E= 0 il campo magnetico crea la polarizzazione elettrica 
Pj = a;xHy. (54,6) 


Come il' piezomagnetismo, l’effetto magnetoelettrico è consentito 
soltanto da determinate classi di simmetria magnetica; il tensore 
magnetoelettrico a;, è dispari rispetto all’inversione del tempo e si 
annulla nei corpi senza struttura magnetica. Siccome E è un vettore 
polare e H assiale, il tensore x; si annulla in ogni caso se la simmetria 
del cristallo contiene l'inversione /; per l’esistenza dell’effetto ma- 
gnetoelettrico l'inversione è ammissibile nella sola combinazione /R. 
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1. Trovare le componenti non nulle del tensore piezomagnetico nella 
sostanza antiferromagnetica FeCO, (la struttura è rappresentata nella fig. 29). 

Soluzione. Come è stato detto nel $ 50, la classe magnetica di questa struttu- 
ra coincide con la classe cristallografica Da e non contiene elemento A affatto. 
Le trasformazioni di questa classe lasciano invariante l'espres- 
sione 


Dom = — Mi {(Oxx — 049) Hx — 
mn 20xyHy] — do (0x2Hy:— 0yzHx)» 


ove l’asse z è diretto lungo l’asse di simmetria del terzo ordine, 
l’asse x lungo uno degli assi orizzontali del secondo ordine (que- 
sta espressione per la classe D3 nel caso piezoelettrico è stata tro- 
vata nel problema 1 del $ 17; nel caso piezomagnetico essa resta 
valida anche per la classe Dsa = Dg X C; poiché l'inversione 
spaziale / lascia invariabile il tensore di rango due 0; e anche 
il vettore assiale H). Di qui ricaviamo la magnetizzazione 


Mx= ha (xx Oyyg) — d 30727 My.= —2M0xy + de0x,. 
2. Risolvere il problema 1 per un cristallo’ ‘appartenente alla 


Soluzione. D) classe indicata contiene come. elementi di sim- 
CA metria (oltre a quello unitario) n 


Fig. 32. Co, 2C4R, 2Us, 2UsR, I, On, 200; 205R 


(la notazione degli elementi di simmetria ovunque come it II 
$ 90). Queste trasformazioni. lasciano. invariante l'espressione 


Dom = = dEN (0x:H, + 0yzHx) — - AooxyH, 


(l’asse z'è diretto lungo l’asse di simmetria del quarto ordine, gli assi x, y lungo 
due assi orizzontali del’ secondo . «ordine). Di qui per la magnetizzazione tro- 
viamo 


Mx = h0;z3 My = M0g,, My: Ao0xy: 


3. Trovare le componenti non nulle del tensore magnetoelettrico per l’an- 
tiferromagnetico Cr,0g. Questo cristallo appartiene al gruppo cristallografico 
spaziale D$; (cfr. $ 50) e contiene in ciascuna cella elementare 4 atomi di cro- 
mo che occupano i punti equivalenti u, 1/2 — u, 122+tu,i1T-u(u< 1/4) 
sull'asse trigonale; i loro momenti magnetici sono disposti lungo questo stesso 
asse come è mostrato nella fig. 32. 

. Soluzione. Questo antiferromagnetico appartiene. alla ‘classe magnética 
D3z4 (D3) avente come elementi di simmetria 


203, 3U,, IR, 254R, B0aR. 


I) Esempi ‘clie segùorio ‘sono ‘indicati’ da J.E. DzjalbSinskij (1957, 1959). 
2). Tali. sonoyle: sostanze. antiferromagnetiche: MnF;,; CoF.. 
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‘Queste trasformazioni lasciano invariabile l’espressione 
Pre = — EH, — (EH + E Ha) 


È l asse z è è diretto o lungo ii asse trigonale), vale a dire che sono non nulle le com- 


$ 52: Struttura magnetica. elicoidale 


Una categoria a parte costituiscono strutture magnetiche in 
cui i periodi del «reticolo magnetico » sono incommensurabili con 
i periodi del reticolo cristallografico fondamentale. Sono possibili 
meccanismi più disparati di creazione di tali strutture; ne conside- 
riamo uno (indicato da /.E. DzjaloSinskij, 1964) che consente una 
semplice formulazione in termini macroscopici. Studiamo questo 
fatto su un esempio concreto di cristallo appartenente alla classe 
cubica T e in modo tale che l’interazione di scambio per se stessa 
stabilisca un assestamento puramente ferromagnetico dei momenti 
magnetici (P. Bak, M.H. Jensen, 1980) 3). 

Affinché una struttura possa esistere di: fatto essa deve essere. 
stabile rispetto a piccole perturbazioni che violano l’omogeneità 
spaziale macroscopica del cristallo. Precedentemente ovunque questa 
condizione è stata supposta tacitamente soddisfatta. L’« energia di 
disuniformità » complementare è stata data dall'espressione (43, 1) la 
cui positività essenziale significa la stabilità necessaria. 

L'espressione (43,2) è stata dedotta nel $ 43 come il primo ter- 
mine non scomparente nello sviluppo dell’energia di disuniformità 
nel cristallo cubico in potenze delle derivate della magnetizzazione 
M. Tuttavia in questo caso a presentare interesse era l’energia di 
origine di scambio. Nel $ 43 è stato notato che la simmetria del 
cristallo può ammettere l’esistenza di: termini di natura non di 
scambio (ma relativistica) contenenti i prodotti delle derivate 
OM ;/0x, per le componenti M;; a tale scopo la simmetria comunque 
non deve avere centro d’inversione. Tale è la classe cristallina T 
che consente l’esistenza di un termine invariante rispetto alle sue 
operazioni di simmetria della forma M rot M. In tal modo, l’energia 
di disuniformità assume la forma 


U aisun = YM rot M + S- [(VM 2)? + (VM)? +(VM;)?]. (52,1) 


La condizione a > 0 non garantisce ora: stabilità dello stato uni- 
forme. 


1) Tali sono i:cristalli Mosi. e-FeGe con gli ioni magnetici Mn e Fe apparte- 
nenti al gruppo spaziale 74 con reticolo-cubico -semplice di Bravais. 
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Teniamo conto però del fatto che il termine del primo ordine 
rispetto alle derivate nella formula (52,1) contiene rispetto al se- 
condo termine un’infinitesimo complementare (-v?/c?) a causa della 
sua origine relativistica !): ciò vuol dire che il coefficiente y < a/a 
con a costante del reticolo. Questa circostanza consente di trovare 
un nuovo stato stabile restando nei limiti di applicabilità dello 
sviluppo (52,1), ossia la struttura ferromagnetica semplice si defor- 
ma in modo non omogeneo, ma soltanto a distanze grandi rispetto 
ad a in modo che le derivate restano piccole. 

La grandezza M è stabilita da interazioni di scambio fondamen- 
tali (non legate alla disuniformità). Una struttura su «grande scala » 
è determinata dalla minimizzazione dell’energia (52,1). Per M dato 
questa struttura consiste in lenta variazione della direzione del vet- 
tore M?). 

Cercheremo M (r) nella forma della funzione periodica 


M(r)= Dai (meikr + m*e= ik) (52,2) 


ove per la costanza del quadrato M? = M? il quadrato del vettore 
m unitario complesso (mm* = 41) deve essere nullo: m? = 0. 


Questo vettore si può presentare nella forma m = (m; + imy)/V 2 


con m, e m, due vettori unitari reali reciprocamente perpendicolari. 
Allora | | 


M (r) = M (m, cos kr — my sen kr). (52,3) 


1) Il primo termine nella (52,1) non è invariante rispetto alla rotazione 
uguale contemporanea dei vettori M in tutti i punti dello spazio, vale a dire 
che per esso non è stata soddisfatta la condizione formulata nella nota alla 
pag. 224. Di SE . 

I:termini relativistici possono figurare anche tra quelli quadratici. Così 
la simmetria cubica ammette ‘ùn termine della. forma 


FIN). 


2) A scanso di complicazioni non di principio supponiamo che Ugisun 
sia piccola rispetto all’energia Uscamb (cosicché la grandezza M sia definita 
soltanto da quest’ultima) ma al tempo stesso grande rispetto all'energia rela- 
tivistica dell’anisotropia Uan (in modo che si possa trascurare quest’ultima per 
la determinazione dell’andamento di variazione della direzione M). Queste con- 
dizioni possono essere soddisfatte nell’intorno del punto di Curie, ma non troppo 
vicino ad esso (perché si verifichi la prima disuguaglianza) e non troppo lontano 
da esso (perché si verifichi la seconda disuguaglianza). Non. scriviamo criteri 
espliciti che definiscono questo intorno. : 
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Sostituendo la (52,2) nella (52,1) otteniamo 
Ugisan = iM*yk [mm*] + 2/,0M%k® = M?yk [m,mp] + 
+ 1/, aM°k® 


Come funzione di k questa espressione è minima se i vettori k e 
[m,m,] sono collineari (paralleli per ) < 0 e antiparalleli per ) > 0) 
e per grandezza 


k = Va <Al/a. (52,4) 


Quindi, l’esistenza di un piccolo termine lineare rispetto alle 
derivate in Ugisun implica la comparsa della sovrastruttura magne- 
tica elicoidale sovrapposta alla struttura ferromagnetica fonda- 
mentale: i momenti magnetici degli atomi giacciono nei piani per- 
pendicolari alla direzione k; inoltre, le direzioni dei momenti negli 
strati atomici conseguenti ruotano lentamente l’uno rispetto all’al- 
tro; gli estremi dei vettori (dei momenti atomici) disposti lungo una 
retta parallela alla direzione k descrivono una linea elicoidale. Il 
passo di questa linea, uguale a 21/k, è il periodo della sovrastruttura; 
èsso.è grande rispetto ai periodi cristallografici e, in generale, 
incommensurabili con questi ultimi 1). Le fasi con sovrastrutture di 
questo tipo si chiamano in generale incommensurabili.: 

Nei limiti dell’approssimazione considerata la direzione k ri- 
spetto agli assi cristallografici resta indefinita. Essa è definibile 
mediante minimizzazione della somma dell’energia di anisotropia 
(40,7) e della parte relativistica dell’energia di disuniformità. Non 
ci soffermiamo su questo fatto. 


1) La situazione studiata è analoga a quella che si verifica in cristalli 
liquidi colesterici (cfr. V $ 140). In quest’ultimi l’esistenza nell'energia di un 
termine della forma n rot n (n è il vettore unitario del « direttore » del cristallo) 
conduce anche alla comparsa della struttura elicoidale. 


Capitolo VI 


SUPERCONDUTTIVITÀA 


$ 53. Proprietà magnetiche dei superconduttori 


Numerosi metalli a temperature vicine allo zero assoluto passano 
a uno stato singolare la cui proprietà più evidente (scoperta da H. Ka- 
merlingh Onnes, 1911) è la superconduttività, ossia la totale mancanza 
di resistenza elettrica alla corrente continua. La comparsa della 
superconduttività avviene a una temperatura determinata per ogni 
metallo nel punto di transizione superconduttrice che è la transizione 
di fase di seconda specie 

Dal punto di vista della teoria fenomenologica, tuttavia, il 
ruolo più fondamentale gioca il cambiamento delle proprietà magne- 
tiche e non elettriche per transizione nello stato superconduttore; 
vedremo più avanti che le proprietà elettriche di un superconduttore 
sono conseguenza inevitabile delle sue proprietà magnetiche. 

Le proprietà magnetiche di un metallo superconduttore si pos- 
sono descrivere nel seguente modo. Il campo magnetico mai penetra 
nello spessore del superconduttore; poiché l’intensità media del 
campo magnetico nel mezzo è, per definizione, l’induzione magnetica 
B, si può dire altrimenti che sempre nella profondità del supercon- 
duttore 


B=0 (53,1) 


(VW. Meissner, R. Ochsenfeld, 1933). Questa proprietà si verifica a 
prescindere dalle condizioni in cui di fatto è avvenuta la transizione 
nello stato superconduttore. Così, se un campione si raffredda nel 
campo magnetico all’istante della transizione le linee di forze ma- 
gnetiche vanno «spinte» dal corpo. Ò 
Sottolineiamo però che l’uguaglianza B= 0 non si riferisce 
allo strato sottile superficiale della sostanza. In effetti il campo ma- 
gnetico penetra nel superconduttore a una profondità più grande 
rispetto alle distanze interatomiche (di solito —1073 cm) dipendente 
dal genere del metallo e dalla temperatura. Questa è la ragione per 
cui l’uguaglianza B = 0 in generale non si verifica in pellicole me- 
talliche sottili o in particelle piccole il cui spessore o le dimensioni 
sono dell'ordine di grandezza della profondità di penetrazione. 
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In seguito considereremo i soli conduttori massivi di dimensioni 
sufficientemente grandi trascurando completamente il fatto di 
penetrazione del campo magnetico nello strato sottile superficiale 1). 

Come è noto, sulla frontiera tra due mezzi qualsiasi deve essere 
continua la componente normale dell’induzione (questa condizione 
deriva come conseguenza dalla sempre vera equazione div B.= 0). 
Poiché all’interno del conduttore B = 0, sulla sua superficie la 
componente normale del campo esterno anch'essa è nulla, vale a 
dire che il campo esterno è tangente ovunque alla superficie del 
superconduttore e le linee di forze magnetiche aggirano il corpo. 

Tenendo conto di questa circostanza è facile trovare le forze che 
agiscono sul superconduttore nel campo magnetico. Così come abbia- 
mo proceduto nel $ 5 per un conduttore ordinario nel campo elettri- 
co, calcoliamo la forza (riferita a 1 cm? della superficie) come G;xN} 
ove 


n= (HH dn) 


è il tensore degli sforzi di Maxwell per il campo magnetico nel vuoto. 
Poiché in questo caso nH, = 0 (H, è il campo esterno in prossimità 
della superficie del corpo) otteniamo 


H5 
81 


(53,2) 


Fsup «—— 1} 


vale a dire che la superficie del corpo è soggetta a una pressione di 
compressione uguale alla densità di energia del campo. 
Secondo l’equazione (29,4) 


rot B=-2 pv; (53,8) 


dall'uguaglianza B =0 segue che all’interno del superconduttore 
la densità di corrente media è anch'essa ovunque nulla. In altre 
parole, nel superconduttore sono impossibili correnti macroscopiche 


1) Non trattiamo qui la teoria dei fenomeni legati alla profondità di pene- 
trazione del campo magnetico nei superconduttori (le teorie di F. London- 
H. London e di Ginsburg-Landau). Benché queste teorie abbiano carattere macro- 
scopico il significato delle grandezze che figurano in esse diviene chiaro soltanto 
sulla base della teoria microscopica. Queste teorie sono studiate in un altro vo- 
lume del presente Corso (cfr. IX). 

Sottolineiamo anche che nel presente capitolo sono studiati i cosiddetti 
superconduttori di prima specie cui appartengono gli elementi metallici puri 
e le composizioni stechiometriche. Nei superconduttori di seconda specie (cul 
appartengono leghe superconduttrici) l’effetto Meissner è espresso completa- 
mente soltanto in campi sufficientemente deboli. Un campo sufficientemente 
forte penetra nel superconduttore di seconda specie senza distruggerne completa- 
mente le proprietà superconduttrici (cîr.-IX, cap. V). 
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di volume di - nessun genere.. Sottolineiamo in proposito che nel 


superconduttore non ha senso separare da pv correnti di conduzione 
come nei conduttori ordinari. Questa è la ragione per cui nella 
teoria considerata è inutile fisicamente introdurre la magnetizzazio- 
ne Mecon essa il vettore H. 

Quindi, ogni corrente elettrica passante per il superconduttore 
è una corrente superficiale. La densità superficiale di correnti g è 
determinata secondo la formula (29,16) da un balzo della compo- 
nente tangente dell’induzione sulla frontiera del corpo. Poiché all’in- 
terno del superconduttore B = 0 e all’esterno B e H coincidono, allo- 
ra 


g= oa [nHe]. (93,4) 


L'esistenza delle correnti superficiali di per sé non è caratteri- 
stica singolare dei soli superconduttori. Le stesse correnti compaiono 
in qualsiasi corpo ordinario magnetizzato ove la loro densità è 


g=7 n, H—B]. 


Poiché sulla superficie di un corpo ordinario (non superconduttore) 

sono continue le componenti tangenti del vettore H = B/u, abbiamo 

[nH.] = [nB]/u in modo che l’espressione per g si può riscrivere 

nella forma 

1 
u 


Una differenza di principio tra superconduttori e corpi ordinari 
si rivela tuttavia quando si studia la corrente totale passante attra- 
verso la sezione trasversale del corpo. Nei corpi non superconduttori 
le correnti superficiali sempre si compensano reciprocamente da non 
consentire la comparsa di nessuna corrente totale. Questa compensa 
zione è garantita dalla condizione (53,5) che stabilisce un legam 
tra la densità di correnti g e l’induzione magnetica all’interno dee 
corpo e tramite esso con le correnti g in tutti i pun ti della superficie 
Nei superconduttori la condizione (53,9) perde senso. Infatti, il pas- 
saggio da un corpo ordinario con permeabilità magnetica u a un 
superconduttore significa formalmente che si deve porre contempo- 
raneamente B-—0 e u-— 0. Ma in questo caso il secondo membro 
dell'uguaglianza (03,5) diviene indeterminato, cosicché non esiste 
nessuna condizione di fatto che limiti valori possibili della corrente. 

Possiamo concludere così che le correnti passanti attraverso la 
superficie superconduttrice possono implicare nel superconduttore 
una corrente totale non nulla. Ovviamente, ciò è possibile soltanto 
in un corpo a più vincoli (in un anello, ad esempio) o in un supercon- 
duttore a un vincolo che rappresenta parte del circuito chiuso con 


= [nB} | (53,5) 
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sorgente della forza elettromotrice necessaria per mantenere la cor- 
rente nei tratti non superconduttori del circuito. 

È importante che il passaggio stazionario della corrente totale 
sulla superficie del superconduttore sia possibile senza campo elet- 
trico. Ciò vuol dire che questo fenomeno non è accompagnato dalla 
dissipazione di energia per il cui ristabilimento occorrerebbe il 
lavoro del campo esterno. Questa proprietà dei superconduttori 
può essere descritta come assenza in essi di resistenza elettrica, ciò 
. che è conseguenza necessaria delle loro proprietà magnetiche. 


$ 54.:C orrente superconduttrice 


Studiamo in modo più dettagliato alcune proprietà dei supercon- 
duttori dipendenti dalla loro forma. 

Se il superconduttore rappresenta un corpo a un vincolo, in 
assenza di campo magnetico esterno in esso in generale è impossibile 
l’esistenza di nessuna corrente superficiale stazionaria. Ciò si prova 
mediante le seguenti considerazioni. Le correnti superficiali cree- 
rebbero nello spazio circostante in cui si trova il corpo il campo ma- 
gnetico costante che scompare all'infinito. Come ogni campo magne- 
tico costante nel vuoto esso sarebbe potenziale; inoltre, in virtù delle 
condizioni di frontiera per il superconduttore la derivata normale 
0q/0n del potenziale sulla superficie del corpo deve annullarsi. Ma 
dalla teoria del potenziale è noto che se dp/0n = 0 sulla superficie 
del corpo monovincolato e all’infinito, allora pg = 0 in tutto lo spa- 
zio (all’esterno del corpo). Quindi, un tale campo magnetico e con 
esso le correnti superficiali non possono esistere. 

Quanto al campo magnetico esterno, esso induce sulla superfi- 
cie del superconduttore monovincolato correnti, fatto che si può 
interpretare come la comparsa nel corpo di un momento magnetico 
totale. È facile calcolare questa « magnetizzazione » per un supercon- 
duttore di forma ellissoidale 1). 

Sia £ il campo esterno parallelo a uno degli assi principali del- 
l’ellissoide. Per il campo magnetico all’interno dell’ellissoide non 
superconduttore si verifica la relazione 


ove n è il coefficiente di smagnetizzazione lungo un asse ellissoidale 
(cfr. la formula (29,14)). Nel superconduttore l’« intensità » H, come 
è stato detto, non ha senso fisico e con essa perde suo significato or- 
dinario anche la magnetizzazione M = (B — H)/4n. Cionondimeno, 
nel caso considerato è comodo introdurre in modo puramente formale 
H e M come grandezze ausiliari che servono a calcolare il momento 


1) In questo paragrafo ovunque è supposto che il campo magnetico non su- 
peri valori per cui si distrugga lo stato superconduttore (cfr. .$ 59). 
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magnetico totale 0% = MV (V è il volume dell’ellisoide) avente qui 
un suo significato fisico letterale. Ponendo 8 = 0 per l’ellissoide 
superconduttore troviamo che 


Cia (54,1) 

e in seguito 

__V4____VS 

73 Tai (94,2) 
In particolare, per un cilindro lungo nel campo longitudinale n = 0, 
in modo che H = $@ e ek = — V$/4n!). Questi valori di 0% sono 
tali come se il corpo godesse della suscettività diamagnetica volume- 
trica — 1/4n. IERI LUI 


Il campo magnetico H, all’esterno dell’ellissoide in prossimità 
della sua superficie ovunque è diretto lungo le tangenti, e perciò 
la sua grandezza è determinata immediatamente dalla condizione 
di continuità delle componenti tangenziali di H. All'interno dell’el- 
lissoide H = @/ (1 — n); proiettando questo vettore sulla direzione 
tangente otteniamo 


H,= sen 0, (54,3) 


1-n 
ove l’angolo 8 è compreso tra la direzione del campo esterno S& e 
la normale in un punto dato della superficie dell’ellissoide. H7, ha 
un valore più grande sull’equatore dell’ellissoide ove vale $/(1 — n). 

Sottolineiamo ancora una volta che tra le correnti responsabili 
per la «magnetizzazione » del superconduttore e quelli che generano 
in esso la corrente totale non esiste nessuna differenza di principio; 
esse hanno una natura fisica uguale. Questa circostanza consente 
di definire immediatamente, in particolare, i coefficienti giromagne- 
tici per qualsiasi superconduttore. Infatti, la densità d’impulso 
delle particelle (elettroni) che creano correnti magnetizzate diffe- 
risce dalla densità di queste correnti per il solo fattore m/e (e e m 
sono, rispettivamente, carica e massa dell’elettrone). Per definizione 
dei coefficienti giromagnetici (cfr. la (36,3)) di qui segue immediata- 
mente che per i superconduttori sempre 


81h Òsno 


Passiamo a superconduttori a più vincoli. Le loro proprietà 
differiscono essenzialmente dalle proprietà dei corpi monovincolati, 
soprattutto, perché, in questo caso, è inapplicabile la conclusione 
sull’impossibilità delle correnti superficiali stazionarie in assenza 


1) Queste relazioni per cilindro sono conseguenza immediata della condi- 
zione di continuità di H e perciò si verificano per cilindro con una sezione di 
qualsiasi forma (non necessariamente circolare). 
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di campo magnetico esterno. Per di più, le correnti superficiali qui 
non si devono compensare reciprocamente e possono implicare un 
passaggio stazionario attraverso il corpo di una corrente supercondut- 
trice totale senza che sia applicata dall’esterno la forza elettromo- 
trice. ° 

Consideriamo un corpo a doppia connessione (anello) in assenza di 
campo magnetico esterno e mostriamo che questo stato è definibile com- 
pletamente mediante l’assegnazione della corrente totale Y in esso. 
Il problema della determinazione del campo creato dall’anello può 
essere risolto anch’esso come problema della teoria del potenziale, 
ma in questo caso il potenziale q sarà funzione polidroma variante 
di 4n//c nella descrizione di qualsiasi cammino chiuso passante at- 
traverso il foro anulare (cîr. $ 30). Per ottenere un'impostazione 
matematica precisa del problema è necessario fare un «taglio » dello 
spazio con un piano che chiuda il foro dell’anello. Allora il pro- 
blema consiste nella risoluzione dell'equazione di Laplace con la con- 
dizione di frontiera d9/0n = 0 sulla superficie dell’anello, g = 0 
all'infinito e con la condizione .@, — q, = 4n//c sulla superficie 
del taglio con ©; e @, valori del potenziale sui due lati di que- 
st'ultima. Questo problema, come è noto dalla teoria del potenziale, 
ha una soluzione univoca (indipendente dalla forma della superficie 
di taglio considerata). Sulla base della distribuzione del campo in 
prossimità della superficie dell’anello va determinata univocamente 
in esso la distribuzione di. correnti superficiali. 

Accanto alla distribuzione di correnti risulta come grandezza 
completamente determinata anche il coefficiente di autoinduzione 
dell’anello superconduttore. Sotto questo aspetto esiste una diffe- 
renza notevole dai conduttori ordinari nei quali la distribuzione di 
correnti e il valore preciso dell’autoinduzione dipendono dal modo 
in cui è stata eccitata la corrente ($ 34) 1). SI | 

Nel $ 33 abbiamo introdotto la nozione di flusso magnetico D 
attraverso il contorno di un conduttore lineare e mostrato che D = 
= LJlce ove L è l’autoinduzione del conduttore. Per l’anello 
superconduttore la nozione di flusso magnetico ha senso per qualsiasi 
spessore dell’anello e non necessariamente piccolo. Infatti, in virtù 
della tangenzialità del campo magnetico il suo flusso attraverso 
qualsiasi parte della superficie dell’anello stesso è nullo; perciò la 
grandezza del flusso magnetico attraverso una superficie che chiude 


| 3) L'autoinduzione di un anello superconduttore sottile (di raggio b) fab- 
bricato di filo a sezione circolare (di raggio a) coincide con la parte esterna del- 
l'autoinduzione di un anello non superconduttore ed è data dalla formula 


L=45b (In Sor) 


(cfr. problema 2 del $ 34). 
Una soluzione precisa del problema della corrente superconduttrice cir- 
colare è data da V.A. Fok (Phys. Zs. Sowjetunion, 1932, Bd 1, S. 215). 
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il foro dell’anello superconduttore è indipendente dalla forma di 


questa superficie. 
Per di più, resta in vigore anche la formula 


=—1LJ (54,4) 


con autoinduzione ZL definita, come precedentemente, rispetto al- 
l'energia totale del campo magnetico di corrente. L'energia totale 
del campo magnetico per un superconduttore è data dall’integrale 


2 
\ — dV esteso a tutto lo spazio all’esterno del corpo. Effettuando, 


eome precedentemente, un « taglio » dello spazio con una super- 
ficie C, introduciamo il potenziale del campo e scriviamo 


farav=— | Rave | TEL ay {Lo df. 


Il primo integrale è nullo in quanto div H = 0. Il secondo integra- 
le, invece, è esteso a una superficie indefinitamente lontana, alla 
superficie anulare e ai due lati della superficie di taglio; sulle due 
prime superficie l’espressione integranda si annulla in modo che 
resta 


|a [homwdi=x |M 


ove © è il flusso magnetico attraverso la superficie di taglio C. Con- 
frontando questa espressione con LJ?/2c% (per definizione di autoin- 
duzione) riotteniamo l’uguaglianza cercata (54,4). 

Se l'anello si trova nel campo magnetico esterno, il flusso totale 
D consta del flusso proprio LJ/c e del flusso D, proveniente dal 
campo esterno. Un'altra proprietà importante dell’anello supercon- 
duttore è che qualunque sia la variazione del campo esterno e della 
corrente il flusso magnetico totale attraverso l’anello resta costante: 


= LJ4D,= costante= D. (54,9) 


Ciò deriva immediatamente dalla forma integrale dell’ equazione 
di Maxwell nello spazio all’esterno del Corpo: 


4109 2 i 
{Ha Q Edi 


Se si integra rispetto alla superficie C che chiude il foro dell’anello, 
da contorno di integrazione a secondo membro dell’uguaglianza fun- 
gerà la linea passante per la superficie dell'anello. Ma sulla super- 
ficie superconduttrice la componente tangenziale di E è nulla (poi- 
ché all’interno del superconduttore E = 0 e E; è continua sulla su- 
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perficie). Perciò il secondo membro dell’uguaglianza si ‘annulla e 
troviamo così d®/dt = 0. 

La relazione (54,9) determina cambiamento della corrente al 
variare del campo esterno. Così, se l'anello è stato introdotto nello 
stato superconduttore in un campo esterno che ha generato il flusso 
®,, e in seguito questo campo è stato escluso, nell’anello va indotta 
una corrente stazionaria uguale a J = c®y/L. 

La costanza del flusso magnetico attraverso l’anello supercondut- 
tore ha luogo non soltanto al variare del campo esterno, ma anche 
per qualsiasi cambiamento della forma dell’anello o per suo sposta- 
mento nello spazio !). Si può affermare che le linee di forza non pos- 
sono intersecare mai la superficie del superconduttore e perciò non 
possono «uscire» dal foro dell’anello superconduttore. 

I risultati esposti si generalizzano immediatamente per il caso 
dei corpi superconduttori di qualsiasi grado di connessione, non- 
ché all’insieme di qualsiasi numero di anelli. Lo stato di un sistema 
a n connessioni in assenza di campo esterno è determinato completa- 
mente dall’assegnazione dei n — 1 valori delle correnti totali J,. In 
questo caso la relazione (54,0) si generalizza e assume la forma del 
sistema di equazioni 0/0 


z Lats + Do — Doo (94,6) 


Queste equazioni si verificano sia ‘per qualsiasi variazione del campo 
esterno che per cambiamenti della forma e della disposizione reci- 
proca dei corpì. 


Problema 


Trovare il momento magnetico di un disco superconduttore nel piano ma- 
gnetico esterno che gli è perpendicolare ?). 

Soluzione. Il problema del superconduttore nel campo magnetico costante 
coincide formalmente con il problema elettrostatico per un dielettrico di per- 
mettività dielettrica e = 0. Considerando il disco come limite dell’ellissoide di 
rotazione per c + 0 (cfr. problema 4 del $ 4) e ricorrendo alla formula (8,10) con 
un cambiamento appropriato delle notazioni (campo £ lungo l’asse z) otteniamo 


pa. 
PA = 


1) La dimostrazione di questa proposizioue deriva immediatamente dalla 
relazione tra forza elettromotrice dell’induzione e legata allo spostamento del 
conduttore variazione del flusso magnetico attraverso il suo contorno ($ 63). 
2) Questo problema è posto qui soprattutto per altro scopo (cfr. problema 2 
del $ 95). Per il disco superconduttore infatti si possono considerare soltanto 
campi magnetici assai deboli in quanto sotto queste condizioni si distrugge facil- 
mente la superconduttività (cfr. $ 55). Ù 
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$ 55. Campo critico 


.» Un superconduttore cilindrico nel campo magnetico longitudina- 
le ha una energia magnetica! supplementare uguale a 


1 ne © 
— 5 N6= 0 


Nello stato ‘ordinario (non superconduttore) l’energia totale del 
cilindro praticamente non cambierebbe per l’applicazione di un campo 
esterno (qui e più avanti trascuriamo dia- e paramagnetismo debole 
dei metalli non superconduttori, ponendo cioè per essi u =: 1). Di qui 
risulta già con chiarezza che in campi magnetici sufficientemente 
forti lo stato superconduttore del metallo deve divenire termodina- 
micamente meno utile che quello ordinario e perciò deve avvenire, 
come si suole dire, la distruzione della superconduttività. 

Il valore dell'intensità del campo magnetico longitudinale per 
il quale comincia la distruzione della superconduttività in un corpo 
cilindrico dipende dal tipo di metallo e anche dalla sua tempera- 
tura (e dalla pressione). Questo valore si chiama campo critico, H cj 
esso rappresenta una delle caratteristiche più importanti dei super- 
conduttori 1). | 

La distruzione della superconduttività nel cilindro quando il 
campo raggiunge il suo valore critico, comincia in tutto il volume, 
ciò che è legato all’uniformità del campo lungo tutta la superficie 
di tale corpo. In corpi di altra forma la distruzione della supercon- 
duttività rappresenta un processo più complicato nel corso del quale 
il volume occupato dalla sostanza nello stato ordinario aumenta 
gradualmente in un intervallo totale di valori di $ (ne parleremo 
in dettagli nel prossimo paragrafo). 

Quindi, a qualsiasi temperatura (sotto il punto di transizione) 
il metallo può esistere sia nello stato superconduttore (s) che in 
quello normale (n). Indichiamo con .# so (V, T)e #, (V, 7) le ener- 
gie libere totali dei corpi superconduttore e normale in assenza di 
campo magnetico esterno; queste grandezze, caratterizzando la so- 
stanza come tale, dipendono, ovviamente, soltanto dal volume ma 
non dalla forma del corpo. L'energia libera nello stato n non cambia 
in generale per l'applicazione di un campo esterno (ragione per cui non 
scriviamo l'indice 0 in 4, 2)). Invece, nello stato s il campo magne- 


1 i | ji e. 
) Una brusca transizione dallo stato superconduttore a quello normale si 
verifica soltanto nei superconduttori di prima specie (cfr. la nota alla pag. 269) 
i quali stiamo qui studiando. Nei superconduttori di seconda specie, invece, 
la distruzione della superconduttività e la penetrazione del campo magnetico 
nel campione procedono gradualmente, in un intervallo di campi relativamente 
lago, cosicché per essi il campo critico nel senso indicato nel testo non esiste. 

2) Ricordiamo che per definizione di grandezze « totali » 7, da esse 
è esclusa l’energia del campo magnetieo che esisterebbe se non fosse il corpo. 
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tico cambia notevolmente l’energia libera. Per il cilindro supercon- 
duttore con T e V assegnati l'energia libera nel campo longitudinale 
esterno $ vale 


Fe=Foo(V, DI+E V. (55,4) 


Di qui si possono ricavare tutte le altre grandezze termodinamiche. 
Derivando la (55,1) rispetto al volume, troviamo la pressione agente 
sul corpo 

P=P.(V, T)— L , (99,2) 
ove P, (V, 7) è la pressione (per V e 7 assegnati) in assenza di cam- 
po. L'uguaglianza (59,2) determina la dipendenza tra P, V e 7, 
rappresentando cioè l'equazione di stato del cilindro superconduttore 
nel campo magnetico esterno. Si vede che il volume V (P, 7) in pre- 
senza del campo magnetico è lo stesso che sarebbe in sua assenza sotto 
la pressione P + $?/87. Questo risultato è in accordo, naturalmen- 
te, con la formula (53,2) che esprime la forza agente sulla superficie 
del superconduttore nel campo magnetico. 

Il potenziale termodinamico !) del cilindro superconduttore 
vale | 


Dy=Fs+PV=Fw(V, D+ Py, 
ove il volume deve essere espresso ora in funzione di P e 7 mediante 


la formula (59,2). Perciò si può scrivere ®, (P, 7) nella seguente 
forma: 


&, (P,T)=Do(P+È-, 1), (55,3) 


ove D.o (P, 7) è il potenziale termodinamico in assenza di campo. 
Derivando questa uguaglianza rispetto a 7 e a P otteniamo le rela- 
zioni analoghe per l’entropia e il volume: 


PP, T)=P% (+, r), (55,4) 
V.(P, T)=Vo (P+-È 7). (55,5) 


Ora possiamo dedurre la condizione che definisca il campo cri- 
tico. Il cilindro passerà dallo stato s allo stato n» quando ®, (per 
P e T assegnati) diviene più piccolo di ®, . All’istante della transi- 
zione deve essere D, = P,, cioè 


T)=®n(P; 1). (55,6) 


sot 


| 1) ‘Qui è supposta la definizione di & data nel:$ 12. 
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Questa è una relazione termodinamica precisa !). Di solito un cam- 
biamento del potenziale termodinamico nel campo magnetico rap- 
presenta una piccola correzione a Po (P, 7). Allora il primo membro 
dell'equazione (55,6) si può sviluppare in serie, e i primi termini 
dello sviluppo danno o 


He 
sr 


ove Vo (P, T) = 0 (P, T)/OP è il volume del cilindro super- 
conduttore in assenza di campo. Quindi, in questa approssimazione 
si può dire che il potenziale termodinamico della sostanza (riferito 
ad unità di volume) nello stato normale è più grande di H#%/8n che 
nello stato superconduttore. 

Indichiamo con T, = T. (P) la temperatura della transizione 
in assenza di campo magnetico. La transizione in questo punto è 
transizione di fase di seconda specie. Perciò, in particolare, l’annul- 
lamento di 4, (7) per 7 = 7, deve svolgersi con continuità. 
È noto dalla teoria generale delle transizioni di fase di seconda spe- 
cie 2) che il cambiamento del potenziale termodinamico in prossi- 
mità del punto di transizione è proporzionale al quadrato della dif- 
ferenza di temperature TY — T,. Perciò dalla (55,7) si può concludere 
che in prossimità di 7°, il campo critico cambia con la temperatura 
secondo la legge lineare | 


H,= costante-(T. — 7). (99,8) 


Peo (P, T)+ 


Vi (P, T)=Bx (P, T), (55,7) 


Deriviamo ambedue i membri dell’uguaglianza (95,6) rispetto 
alla temperatura lungo la curva di dipendenza di H, da T(per 
pressione assegnata). Se teniamo conto delle formule (50,4-5), ot- 
teniamo 


PP,=-V È (3) , (55,9) 


—'s 7 \'8n 


ove tutte le grandezze -7,,, Y,, Vssiriferiscono all'istante della tran- 
sizione tra ambedue gli stati del corpo (cioè al campo H = Y c). 
Moltiplicando questa differenza per 7 otteniamo .il calore di transi- 
zione 


i VsHoT { dHc | 


1) Diamo qui calcoli con grande precisione; che supera quella che si suole 
usare, allo scopo di rivelare in modo più chiaro relazioni reciproche esistenti 
tra grandezze termodinamiche diverse. a . i 

2) Per la transizione superconduttrice la teoria di Landau si può conside- 
rare applicabile senza limitazione alcuna, compreso il punto di transizione stesso 
(cfr. IX $ 40). 
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(W.H. Keesom, 1924). Per la transizione nel punto 7 = 7, (senza 
campo magnetico) questa grandezza si annulla con H, conforme- 
mente al fatto che qui abbiamo una transizione di fase di seconda 
specie. Quanto alla transizione per 7 < 7. (nel campo magnetico), 
essa è accompagnata dall’assorbimento o dall’emanazione di calore, 
cioè è una transizione di fase di prima specie. Infatti H, cresce mono- 
tonamente al diminuire della temperatura in tutto l'intervallo da 
Ta 0. Perciò la derivata 07 ./0T è sempre negativa e dalla (55,10) 
si vede che Q > 0, vale a dire che il calore va assorbito per transi- 
zione (isotermica) dallo stato superconduttore in quello normale. 

Per T + 0 l’entropia di ogni corpo, secondo il teorema di Nernst, 
deve annullarsi. Perciò dalla (59,9) si vede che per 7 = 0 deve 
essere dH/OT = 0, vale a dire che la curva H, = H,(T) interseca 
l'asse 7 sotto un angolo retto. 

Deriviamo la differenza 7, — #; (55,9) arcora una volta ri- 
spetto a 7 usando di nuovo a tale scopo le uguaglianze (55,4-5). Te- 


nendo anche conto che (37 \=— (1 ) otteniamo il seguente 
risultato: 
0Pn dSs _ ge 8 (He vs d (H3 
OT == dT = Vs gra (ar)? dT x (#)- 
Vs ( 3 (Hi? 
-P(arlw)): (99,11) 


Moltiplicando entrambi i membri di questa uguaglianza per 7, 
otteniamo la differenza di calori specifici (per pressione costante) 
di ambedue le fasi. I termini contenenti il coefficiente di dilatazione 
termica e il coefficiente di compressibilità della sostanza sono, di 
solito, molto piccoli rispetto agli altri termini; trascurandoli otte- 
niamo 


Led 0*H dHc \2 
C6,-6,= - H, Sd ii 2 ( 37 ) (55,12) 
Questa formula si può ottenere anche per "derivilione diretta della 
relazione approssimata (00,7). In questa approssimazione la diffe- 
renza tra Vjge Vj è inessenziale; si possono anche. ‘supporre uguali 
Cs e Cso 
Per T = T.il primo termine nella (509,12) si annulla, e otteniamo 
così la seguente formula che descrive un legame tra il salto del ca- 
lore specifico per transizione di fase di seconda specie in assenza di 
campo magnetico esterno e la dipendenza di H, dalla temperatura: 
| Vl ( dH, i 
G-%= ce (I) (55,13) 
(A.J. Rutgers, 1933). Di qui si vede che in questo caso 6, > &n. 
AI diminuire della. temperatura (cioè quando-ta: superconduttività 
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va distrutta dal campo magnetico) la differenza 6, — €, cambia 
di segno conformemente al fatto che la differenza 7, — Y s si annulla 
per T = 0 e per T = T.e che quest’ultima nell’intervallo indicato 
deve passare per un massimo. 

Analogamente si possono studiare effetti dovuti alla variazione 
del volume per transizione. A tale scopo deriviamo l’equazione 
(50,6) rispetto alla pressione lungo la curva di dipendenza di H, 
da P (per temperatura assegnata); come risultato abbiamo 


| 9 H? 
Vu=Vigp (P+at 
ossia 
VsHo dHo POR 
Vi —V,= e de, (55,14) 


ciò che determina la variazione del volume all’istante della tran- 
sizione !). Nel punto 7 = 7. questa differenza, così come la diffe- 
renza di entropie, si annulla. La transizione a temperature 7 < Te 
è accompagnata dalla variazione del volume che può avere ambedue 
i segni a seconda del segno della derivata (0H ./O0P)r. Per T= T, 
il volume non cambia ma si verifica un salto del coefficiente di 
compressibilità che è facile determinare mediante derivazione del- 
l'uguaglianza (50,14). 5 
Osserviamo che sostituendo nella (55,14) l’espressione 


di.) - —( 0Hi {:0T 
OP }rT.= OT |p ( OP ‘Hc, 


(che si ottiene derivando l'equazione H, (P, T) = costante), ab- 
biamo l’«equazione di Clapeyron-Clausius » 


oP Q | 
(37 )a,7 TV,—=Vo)? (55,15) 
ove la :derivata (0P/0T);; determina la variazione della pressione 
necessaria affinché il campo esterno applicato resti critico al variare 
della temperatura. | | 
Il campo critico 7, ha un significato fisico notevolmente più 
ampio di quello che deriva dalla «ua definizione rispetto al comporta- 
mento del cilindro superconduttore. L’uguaglianza H = H. rap- 
presenta condizione di equilibrio che deve essere soddisfatta in ogni 
punto della superficie di separazione tra le fasi normale (n) e super- 


!) Questa differenza si deve distinguere, ovviamente, dal cambiamento 
del volume (magnetostrizione) del superconduttore al variare del campo da zero 
ad H,. Quest'ultima relazione si può ricavare dalla (55,5): 


Vi(P,D- Va, De (pr 
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conduttrice (s) della sostanza in medesimo corpo. Ciò è evidente già 
dalle seguenti considerazioni. Se il cilindro si trova nel campo ma- 
gnetico longitudinale uguale proprio a H.,, allora sia le condizioni 
di frontiera per il campo magnetico che le condizioni di stabilità 
termodinamica sono soddisfatte in misura uguale per tutti gli stati 
nei quali ogni parte cilindrica interna del volume del campione si 
trova nello stato superconduttore e la parte esterna nello stato nor- 
male. In questo caso sulla loro frontiera H = H,. Quindi, la super- 
ficie di separazione sulla quale H = HH, si trova in equilibrio indif- 
ferente rispetto al luogo della sua posizione. È questa la proprietà 
a caratterizzare l’equilibrio di fase. 

In un campo magnetico variabile la frontiera tra le fasi supercon- 
dutrice e normale si sposta. La cinetica di questo spostamento rap- 
presenta processo molto complicato e il suo studio chiederebbe che 
siano risolte contemporaneamente le equazioni termodinamiche e 
l'equazione della conduzione termica tenendo conto del calore ema- 
nato per transizione di fase. Senza soffermarci su questo studio 1) 
diamo soltanto una condizione di frontiera che deve essere soddisfatta 
sulla frontiera in moto tra le fasi normale e superconduttrice. 

Per la sua deduzione consideriamo il sistema di coordinate X° 
che si muove con velocità v, ossia la velocità di spostamento della 
frontiera tra le fasi. In accordo con una nota formula di trasforma- 
zione dei campi il campo E' nel sistema di coordinate KX' si esprime 
in funzione dei campi E e B nel sistema X immobile così: 


E' =E+ La [vB] 


(cfr. (63,1)). Poiché nel sistema X° la frontiera è a riposo, per essa 
si verifica la condizione ordinaria di continuità della componente 
tangenziale di E', cioè della grandezza 


[nE']=[nE] — —B 


(n è il vettore unitario della normale alla superficie, diretto lungo la 
velocità v). Nella fase superconduttrice E = 0, B = 0, e nella fase 
normale (sulla frontiera) B = H,. Troviamo, quindi, che sulla su- 
perficie di separazione in moto compare il campo elettrico tangen- 
ziale perpendicolare al campo magnetico e per grandezza uguale a 


E=tH. (55,16) 


1) Cfr. Lifsits I.M. — JETF, 1950, v. 20, p. 994"Atti dell’Accademia delle 
scienze dell'URSS, 1953, 7. 90, p. 363. 
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$ 56. Stato intermedio 


Se un corpo superconduttore di forma qualsiasi si trova nel cam- 
po magnetico esterno la cui intensità @ aumenta gradualmente, in 
fin dei conti arriva un momento in cui la grandezza del campo rag- 
giunge in un punto della superficie il valore critico H, mentre il 
campo $ stesso diviene inferiore a 7. Così, sulla superficie dell’el- 
lissoide (nel campo $ parallelo a uno degli assi del corpo) il campo 
raggiunge un massimo sull’equatore (cfr. la (54,3)); esso ha il valore 
H,., già pr $@= H.(4AT—- n. 

Per ulteriore aumento di $ il corpo non può trovarsi più comple- 
tamente nello stato superconduttore. Esso non è in grado di passare 
completamente allo stato normale poiché in questo caso il campo sa- 

rebbe uguale ovunque a . Perciò deve 

verificarsi una distruzione parziale della 

superconduttività. o 

A prima vista questa distruzione si 
potrebbe immaginare nel seguente modo. 

O A misura di aumento di $ la supercondut- 
tività si distrugge nella parte del volume 
del corpo che aumenta gradualmente mentre 
nella parte che diminuisce rispettivamente 

il corpo resta superconduttore; il corpo 

passa completamente allo stato normale 

per $ = H.. È facile vedere tuttavia che 

a) b) tali stati del corpo sono termodinamicamente 
instabili. A tale scopo ricordiamo che 

Fig. 33 sulla superficie di separazione tra le fasi 
superconduttrice e normale il campo ma- 

gnetico è tangente alla superficie (e per grandezza uguale a H.). 
In altre parole, le linee di forza del campo giacciono su questa 
superficie. Se la frontiera è convessa verso la fase normale, le super- 
ficie equipotenziali del campo perpendicolari alle sue linee di forza 
divergeranno in profondità della regione normale (come ciò è rap- 
presentato nella fig. 33, a mediante le linee in tratteggio). Ma nella 
direzione di divergenza delle superficie equipotenziali la grandezza 
del campo decresce in modo tale che nella regione tratteggiata sa- 
rebbe H < H, in contraddizione con l’ipotesi che qui esista lo stato 
normale. Se invece la frontiera della fase superconduttrice è concava, 
le linee di forza che la riempiono nel passare alla superficie libera 
della regione superconduttrice (alla quale il campo sempre è tan- 
gente) avranno un flesso (il punto O nella fig. 33, 6). Ma nel punto 
di flesso le linee di forza diventano infinite, ciò che di nuovo contrad- 
dice le condizioni di frontiera sulla superficie del superconduttore. 

Le idee esposte rappresentano in linea di massima un altro 
aspetto di quella situazione che implica la comparsa della struttura 


W 
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a domini nei corpi ferro- e magnetoelettrici. Anche in questo caso le 
condizioni distabilità termodinamica fanno sì che appena il campo ma- 
gnetico raggiunge il valore 7, almeno in un punto della superficie 
del corpo quest’ultimo si scinde in grande numero di strati sottili 
paralleli a vicenda normali e superconduttori (L.D. Landau, 1937). 
Questo stato singolare del superconduttore si chiama intermedio. 
All’aumentare graduale di $ il volume generale degli strati normali 
cresce finché per @ = H, il corpo non passerà interamente allo stato 
normale. 

Nel caso generale di un corpo di forma qualsiasi non è necessario 
che tutto il suo volume debba trovarsi nello stato intermedio. In 
esso possono coesistere anche zone degli stati puramente supercondut- 
tore e normale che sono in contatto con lo stato intermedio, ma non 
direttamente l’uno con l’altro. Sotto questo aspetto è più semplice 
il caso suindicato della forma ellissoidale del corpo. In un campo pa- 
rallelo al suo asse lo stato intermedio esiste nell’intervallo 


H.(1-n<$<Hgpg (56,1) 


inoltre, in'questo stato si trova tutto il volume dell’ellissoide. Così, 
per una sfera n = 1/3 e la zona dello stato intermedio è compresa 
nell'intervallo 2/3H,<$< H.. Per un cilindro nel campo tra- 
sversale n = 1/2 e l'intervallo dello stato intermedio è 12H,<$ < 
< H.. Nel campo longitudinale per il cilindro n = 0, lo stato in- 
termedio in generale non esiste e la superconduttività si distrugge 
totalmente per $ = H.. Infine, pet la lamina pianoparallela nel 
campo trasversale n = 1 e essa si trova nello stato intermedio per 
qualsiasi campo 6 < H.. 

Lo stato intermedio consente anche una descrizione media se 
presentano interesse i settori del corpo grandi rispetto allo spessore 
degli strati (R. Peierls, F. London, 1936). In questa descrizione è 
supposto che il campo! magnetico con induzione B esista all’interno 
del corpo e assuma valori da zero (nello stato superconduttore puro) 
a H, (nello stato normale puro). Attribuendo alla sostanza nello 
stato intermedio un’induzione non nulla si deve anche attribuirle 
un determinato valore dell’«intensità» magnetica H. Per sta- 
bilire una relazione tra queste grandezze occorre considerare la strut-. 
tura vera e propria dello stato intermedio. 

Il campo magnetico nello strato normale sulla sua frontiera 
con lo strato superconduttore vale 7.,, e in virtù dell’ipotesi che 
strati siano sottili si può supporre che il campo abbia questo valore 
in tutto il volume dello strato. Negli strati superconduttori, invece, 
B =O0. Perciò considerando la media del campo magnetico rispetto 
al volume più grande dello spessore degli strati, troviamo che l’in- 


duzione media B = x,H., ove x, è una porzione di volume apparte- 
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nente allo stato normale. In seguito, determiniamo il potenziale ter- 
modinamico dell’unità di volume del corpo calcolandolo a partire 
da. un valore corrispondente allo stato superconduttore puro. Se 
il campo magnetico non esiste, l’unità di volume della fase normale 
possiede il potenziale termodinamico d’eccesso H?/8x !). Se in essa 
esiste il campo magnetico si aggiunge la stessa energia magnetica 
in modo che si ottiene H?/4r. Quindi, il 
5 C potenziale termodinamico medio per unità 
di volume nello stato intermedio vale 


__Hî. _ HB | 
B De 7 n= Dr * (56,2) 
Secondo la regola generale la dipendenza 


| tra Be H si ricava dalla relazione termo- 
O - A H dinamica 


Fig. 34 H= 4,0 


In questo caso troviamo che il vettore H è parallelo a B e il 
suo valore assoluto vale 


H=Hg,, (56,3) 


cioè è costante a prescindere dal valore dell’induzione. 


Se rappresentiamo graficamente la dipendenza di B da H (fig. 34), 
allo stato superconduttore corrisponderà il segmento VA dell'asse 


delle ascisse e a quello normale la retta BC (B — H). Il segmento 


verticale AB (H = H.) corrisponde allo stato intermedio. 
Sia n il vettore unitario nella direzione delle linee di forza della 


media del campo magnetico. Scrivendo H = #,n e sostituendo 


nell'equazione rot H = 0 (vera in assenza di corrente di volume), 
troviamo che rot n = 0. D'altra parte, siccome n° = 41 si ha 


grad n° = 2 (nv)n+ 2Inrotn]=0 


e ne segue che anche (nV) n = 0. Ma ciò vuol dire che il vettore n è 
costante nella direzione delle linee di forza del campo medio. Quin- 
di, queste linee sono rette. 

Applichiamo i risultati ottenuti all’ ellissoide che si trova nello 
stato intermedio. All’interno dell’ellissoide si verifica la relazione 


(1-nH+nB=$ 


1) Trascuriamo qui tutti gli effetti di strizione. In queste . condizioni si; 
potrebbe parlare non del cambiamento del potenziale termodinamico ma del 
cambiamento dell’energia libera coincidente con quello del potenziale termo- 
dinamico. 
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esprimente l'uniformità del campo interno, valida per ogni dipen- 


denza di B da H. Ponendovi H = H, otteniamo 
B-®_ it H, (56,4) 


n 


In tal modo, l’induzione media nell’ellissoide varia con l'intensità del 
campo esterno secondo una legge lineare da zero per @ = (1 — n) H, 
ad H, per6 = H. | 

Scriviamo anche un'espressione per il potenziale termodinamico 


totale % dell’ellissoide nello stato intermedio. A tale scopo partiamo 
dalla formula generale 


6= ([0_HR_G-M9]gy 


(cfr. la (32,7)) che si verifica anch'essa qualunque sia la dipendenza 
di B da H. Sostituendovi i valori di ®D, H, B dalle formule (56,2-4) 
abbiamo 


(ted 


S=w|H-1 4.9] (56,5) 


(V è il volume dell’ellissoide); questo valore si calcola a partire dal 
potenziale termodinamico dell’ellissoide superconduttore puro in 
assenza di campo magnetico. Per l’ellissoide superconduttore nel 
campo esterno $@ abbiamo 


D,= SD ___VO _ (56,6) 


(in accordo con le (32,6) e (54,2)). Per $ = H. (1 — n) il potenziale 
termodinamico e la sua derivata prima rispetto alla temperatura sono 
continue; in questo senso il passaggio dallo stato superconduttore 
a quello intermedio è analogo alla transizione di fase di seconda spe- 
cie 1). 

Sottolineiamo che la precisione del calcolo della media dello 
stato intermedio esposto è di fatto non grande per spessore relati- 
vamente grande degli strati. Per la stessa ragione in questa descri- 
zione in generale sfuggono alcuni fenomeni dovuti alle singolarità 
della struttura stratificata. Tale è, ad esempio, il fatto che il pas- 
saggio dallo stato superconduttore a quello intermedio all’au- 
mentare del campo esterno avviene in realtà non precisamente 
perG=(1— n) H, ma un po' più tardi. La natura di questo 


1) Non c’è da meravigliarsi in questo legame che $:(9) < Ds(9) dai 
due lati del punto $ = ZH: (1 — n). Ricordiamo che per transizione di fase di 
seconda specie ciascuna delle fasi non esiste in generale dall’altro lato del punto 
di transizione, e perciò non ha senso eseguire un confronto tra i potenziali ter- 
modinamici delle due fasi. 
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«ritardo » è la seguente. Il passaggio allo stato intermedio avviene 
quando quest'ultimo diviene termodinamicamente stabile, cioè 


all'istante in cui ®; = ®,. Ma struttura stratificata, oltre all’ener- 
gia «di volume» pura (06,9) che le va attribuita per la descrizione 
media, è legata anche a un'energia complementare condizionata 
dall’esistenza delle frontiere tra gli strati e dal cambiamento della 
loro forma in prossimità della superficie del corpo. È questa circo- 
stanza ad implicare uno spostamento del punto di transizione verso 
grandi campi. o 

Come è stato osservato nella nota alla pag. 269, in questo capi- 
tolo trattiamo i superconduttori di prima specie. Ciononostante, 
facciamo una piccola osservazione circa la termodinamica della 
«curva di magnetizzazione» di un superconduttore cilindrico di 
seconda specie. Per questi superconduttori è caratteristica una pe- 
netrazione graduale in essi del campo magnetico. Così, in un super- 
conduttore cilindrico lungo sito nel campo magnetico longitudinale 
S la penetrazione comincia quando il campo raggiunge un ve'are 
Hc, (7), e soltanto nel campo H.,, > H.j il superconduttore passa 
con continuità allo stato normale 1). 


Partiamo dalla relazione 0%/0H = — 4 (cfr. la (32,4)). Inte- 
grando ambedue i membri dell'uguaglianza rispetto a H nei limiti 
tra 0 e H., otteniamo 


ti I 
_ ì hi db un Pn Po, 
0 


ove Do si riferisce al superconduttore in assenza di campo, mentre 
PD, in generale non dipende dal campo esterno in nessun modo (per- 
ciò sopra queste due lettere si può omettere il segno —). Ma nell’in- 
tervallo 0O< H< H.; il campo non penetra nel cilindro, e perciò il 
suo momento magnetico e%X =— V$/4n. Separando questa parte 
dell’integrale abbiamo! 


Hog 
Adb= — (Pn Ps) + 


Ho, 


VHî, 
81° 


Se introduciamo in modo puramente formale la grandezza H., per 
un superconduttore di seconda specie in accordo. con la definizione 


1) Cfr. IX $$ 47, 48. Lo stato del superconduttore nell’intervallo di campi 
tra Hc, e Hoy si dice misto. Sottolineiamo che esso non coincide affatto con lo 
stato intermedio dei superconduttori di prima specie. Nello stato misto il campo 
magnetico penetra nel campione sotto forma di fili vorticosi. 
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precedente 1) 
| ! Hî 
Pn Po=V Tr 


la relazione ottenuta può essere scritta nella seguente forma: 
Ho iL. 


) oh dis= — 7 (HH). (56,7) 


His 


Problema 


Trovare la capacità termica di un ellissoide nello stato intermedio. 

Soluzione. L’entropia e in seguito la capacità termica troviamo derivando 
rispetto alla temperatura il potenziale termodinamico (56,5). Trascurando i 
termini contenenti il coefficiente di dilatazione termica del corpo, otteniamo 


ni 


VT 


pin) (H+ HH) — ©Hg] 


€ i @s= 


(l’apice esprime la derivazione rispetto a 7); €: è la capacità termica nello 
stato superconduttore (trascuriamo qui la sua debole dipendenza da £). Ne 
risulta che al variare di $ (a temperatura costante) la capacità termica nel 
punto $ = (1 — n) H; varia in modo discontinuo da 6s a. 


VI (1—n): 


C+ He? 


e in seguito varia con $ secondo una legge lineare fino al valore (per 9 = He) 


vr: 
4nn 


VI ti Art , a V_g 
Ce (He d4 HeHe)t Ha=€nt 7 He 


e in seguito cade in modo discontinuo fino a $,. 


$ 57. Struttura dello stato intermedio 


La forma e le dimensioni degli strati n ed s nello stato intermedio 
sono definite dalle condizioni di equilibrio termodinamico del corpo 
in totale, analogamente alla determinazione della forma dei do- 
mini nei ferromagneti ($ 44). Come in quel caso, lo spessore degli 
strati che si stabilisce è risultato di due tendenze opposte. La tensione 
superficiale sulle frontiere tra le fasi n ed s tende a diminuire il nu- 
mero di strati, aumentandone cioè lo spessore. In direzione opposta 


cu 1) Il valore H. è compreso tra Ho, e Hes. Di per sé, tuttavia, esso non 
è significativo. per: niente per un superconduttore di seconda specie. 
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agisce l'energia d’emersione degli strati verso la superficie libera del 
corpo. Lo spessore degli strati cresce all'aumentare delle dimensioni 
del corpo e come risultato (le ragioni sono le stesse che per i domini 
y ferromagnetici) in fin dei conti deve 
L= cominciare una ramificazione all’avvici- 

narsi alla superficie del corpo 1). 
Il problema della ricerca della forma 


| 


\ 


C e. delle dimensioni degli strati non ra- 
— mificati nello stato intermedio può es- 
O sere risolto precisamente per la lamina 
_ B pianoparallela; partiamo dall'ipotesi che 
2. il campo esterno $ sia perpendicolare 


alla lamina (L.D. Landau, 1937). 

Gli strati sono disposti lungo il cam- 
po e la loro pianoparallelità si viola sol- 
tanto in prossimità della superficie della 
lamina. | 

Le linee di forza -del campo magne- 
tico (linee tratteggiate nella fig. 35) 
passano soltanto attraverso gli strati n, 
mentre le frontiere degli strati s sono 
anch'esse linee di forza (in virtù della 
condizione B, = 0 su di esse). Tenendo 

Fig. 39 anche conto che sulla frontiera tra le 
fasi n ed s deve essere 7 = HZ, scri- 
viamo le seguenti condizioni sulle frontiere dello strato s: 


‘ nel segmento BC: H,=0, si 
| (97,1) 


in BA e CD: Hz+Hj=H 

(assi coordinati sono come nella fig. 35). Lontano dalla lamina 
il campo H deve coincidere con il campo esterno, cioè 

per x-+ —c0 H,=%, H H,=0. (57,2) 


Introduciamo i potenziali scalare e vettoriale del campo secondo 
le formule 


__ dp __ d__ dA 
Hy=-ar=a» h=-3= 


e il potenziale complesso w = Q — 7 (cfr. $ 3). 
Lungo ciascuna delle linee di forza A = costante. Poniamo 
A=0 sulla linea di forza che si avvicina al punto O e in seguito 


1) In determinate condizioni campi esterni vicini a zero o a H.) termodi- 
namicamente più vantaggiosa può risultare la struttura filiforme e non strati- 


ficata. Cîr. Andrew E. R. — Proc. Roy. Soc., 1948, v. 194A, p. 98. 
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si ramifica sulla linea OCD e OBA formando la frontiera di uno degli 
strati s. La differenza dei valori di A sulla frontiera tra due strati 
s seguenti è uguale al flusso magnetico attraverso il tratto a = 
= As + an, cioè a Ga. Perciò i valori di A sulle frontiere di tutti 
gli strati s saranno interi multipli di fa. Introducendo anche l’« in- 
tensità complessa » 


. .dw . 
n=H,—-il,= — dj! z=x+iy 


scriviamo le condizioni (97,1) nella forma 
in BC:Ren=0, 

o (57,3) 

in BAeCD:|n|=4H | 


Introduciamo la nuova grandezza 
t= exp(—2nwv/ Ga) — 1 (97,4) 


e considereremo n come funzione di %. Su tutte le linee di forza di 
frontiera (con i loro prolungamenti all’esterno della lamina) la gran- 
dezza © è reale: 


& = exp (219/60) — 1. 


Poiché @ è definita a meno della costante, si può considerare 
valore qualsiasi di q in ogni punto. Sia @ = 0 nel punto O. Allora 
in questo punto anche $ = 0. Sulla linea di forza di frontiera con- 
siderata lontano dalla lamina $ = +4 (poiché per x -+ —co ab- 
biamo 9g + — $x + +00). Il valore di $ nel punto B (0 C), ove 
la linea di forza penetra all’interno della lamina, indichiamo con &o. 
Sui rami CD e BA c varia da È, a co. Allora le condizioni (97, 1) 
e (97,3) si possono riscrivere nella forma, 


por èî= -A1 n= $$, (97, 5) 
per0< &<.î Ren=0, 
‘per t<GLln|=Ha (57,6) 


Inoltre, la funzione n (È) ovunque deve essere finita. 
Le condizioni (57,6) sono soddisfatte dalla funzione 


n=H.[V1-2-yV -£]. (57,7) 


Per valori di È reali negativi le due radici sono reali e si calcolano 
con i segni qui scritti. Per 0< $< è ambedue le radici sono im- 
maginarie e si calcolano, inoltre, le radici 


U fe zui(V&- VE-1] 
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con i segni «—» o «+». nei tratti OC e OB, rispettivamente. Per 
<>, si deve scrivere 


ra [VIE 


con il segno «—» o «+4 » in CD e BA, rispettivamente. Il valore. o 
si ricava dalla condizione (97, 9) e vale 


b= (7° DE (57,8) 


ove abbiamo introdotto la notazione % = 0/H .. 

La forma di uno strato, cioè l'equazione della linea di forza di 
frontiera, si ottiene integrando la relazione dz = — dw/n rispetto 
a $ reali: 

( dw _ ah \ di 


= Ja Jato. 


Sostituendovi n (©), separando le parti reale e immaginaria e consi- 
derando in modo appropriato le costanti d’integrazione otteniamo 
la seguente equazione parametrica esprimente la linea CD: 


to 
= | A — Ed, TH= = [Arch Vi 


TT Arch 1/ LTD a 
Vit 1 Arch V in] 9 (57,9) 
_y_de(/% &_ ha 7 (3 E 
y=Y=37 V T 4 = Yor Vbo(T_artgVÈ) 


(Y = a,/2 è il valore della Coordinata y per x + 00; cfr. la fig. 35). 
-.H periodo della struttura stratificata 4a è legato agli spessori 
a: e an degli strati s ed n mediante le uguaglianze a = a, + an, 
af = anll,. La seconda di esse è conseguenza della continuità del 
flusso magnetico passante interamente attraverso gli strati n. Di qui 


as=a(1—h), a, = ha. 


Il periodo a è determinato dalla condizione di minimo del potenziale 
termodinamico totale della i lamina, L' esistenza della tensione su- 
21 Hî 
a 8a 


D,= 


(57,10) 


nel potenziale termodinamico riferito a 1 cm? ‘delta superficie dellà 
lamina. Qui / è lo spessore della lamina e il coefficiente di tensione 
superficiale indicato con il simbolo H3A/8n (A ha la dimensione 
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di lunghezza). E ovvio che per il calcolo di questa parte dell’ energia 
si può trascurare il fatto che gli strati si arrotondano in prossimità 
della superficie della lamina. 

L'energia di emersione degli strati verso la superficie della lamina 
si può rappresentare nella forma della somma di due parti. Primo, 
di per sé l’aumento del volume degli strati n rispetto al volume che 
essi avrebbero se si conservasse la pianoparallelità per tutta la di- 
stensione conduce all’energia complementare 


i ((Y-y) do 32 (57,14) 
0 


(il fattore 4 tiene conto di quattro angoli del tipo Be C nella fig. 35 
dai due lati di ciascuno dei 1/a strati s). 

Secondo, l'emersione degli strati alla superficie della lamina cambia 
l'energia del sistema nel campo esterno, cioè l'energia — A $/2. 
Il momento magnetico della lamina è condizionato da correnti sulle 
superficie degli strati s. Per un salto della componente tangenziale 
dell’induzione da H a 0 la densità superficiale di correnti g = 
= + cH/4x. Perciò per unità di lunghezza dell’asse z su ogni 
superficie di frontiera dello strato s il momento magnetico vale 


D, 


TI 


-_ | 7 yds (ds=V da +dy?). 


OCD 


. Selostrato nonemergesse alla superficie il tratto OC non esisterebbe 
e in CD ovunque sarebbe y = Y. Perciò il momento magnetico 
in eccesso per ciascuno dei quattro angoli vale i 


‘Ha 0 Ho 
— | ost} 
oîD 0 
Rispettivamente l'energia in cocesso ò 


vete 


- settijare {tue} 


= n, [H, | (—Y dr +y ds) + | Hy w] (57,12) 


cD tolo; 


Le coordinate x e y espresse in funzione di È, sono. proporzionali 
ad a. Perciò tutti gli integrali in ®, + ®, sono proporzionali ad 
a?, cosicché . questa componente . del potenziale termodinamico è 
proporzionale ad a. co 
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La somma PD, + DB, + Da, quindi, ha la forma 


H? Cia 4 
= [E Lat (h)]. (57,13) 
La condizione di suo minimo dà 
= V 4 Fe. (57,14) 


Gli integrali (57,11-12) si possono calcolare interamente !) e per 
la funzione Di abbiamo la seguente espressione: 
f(M)= 7 {(1+M)4In (+4) +(1—h)6In (1-2)— 

— (14-42)? In (14 42) — 442 In 8h}. (57,15) 

Le espressioni limite di questa funzione sono 
f (= In per <A; 
1 = 
f(M=- 


Nella fig. 36 è rappresentato il grafico della funzione f (h). 
E da notare che negli strati n in prossimità della superficie della 
lamina il campo magnetico può essere notevolmente inferiore ad 
H., cioè qui si verifica una situa- 


(57,16) 
(4—-h)? per 1- AKA. 


100 £(h) | zione rappresentata nella fig. 
25 53, a ?). Il suo svantaggio termo- 
20 dinamico si compensa in questo 
caso dall'energia della tensione 
1.5 superficiale che ostacola ulte- 
riore diminuzione dello spes- 

1.0 sore degli strati. 
0.5 Come è stato detto, all’au- 


mentare dello spessore della 

0 0.5 h j lamina deve verificarsi la rami- 

0 ficazione deg.i strati. Ciò im- 

“ Fig. 36 plica, a sua volta, un cambia- 

| mento della dipendenza del pe- 

riodo a della struttura da /; nel caso limite di ramificazione mul- 

tipla a ©» /”/*. Dalle relazioni numeriche calcolate risulta però che 
la ramificazione deve iniziare relativamente tardi *). 


) Cfr. Fortini A., Paumier E. — Phys. Rev. B, 1972, v. 5, p. 1850. 

2) Così, perh= 1/2 il campo sulla superficie in un punto di mezzo vale 
0,73. Ho, e per fl +0 tende a 0,65 H.. 

3) Per calcolo del modello con ramificazione multipla degli strati» si veda 
Landau L. D. JETF, 1943, v. 13, p. 377, 


Capitolo VII 


CAMPO ELETTROMAGNETICO 
QUASI-STAZIONARIO 


$ 58. Equazioni del campo quasi-stazionario 


Finora abbiamo studiato campi elettrici e magnetici costanti e 
l'equazione di Maxwell 


rooE= — — 3 (58,4) 


è stata applicata (nel $ 34) soltanto a scopo ausiliare per la deduzione 
dell'espressione per l'energia del campo magnetico. 

Il carattere dei campi elettromagnetici variabili nei mezzi mate- 
riali dipende notevolmente dalla natura di questi mezzi e dall’ordi- 
ne di grandezza della frequenza del campo. In questo paragrafo con- 
sidereremo fenomeni che si producono in conduttori massivi collo- 
cati nel campo magnetico esterno variabile. Supporremo in questo 
caso che la velocità di variazione del campo sia non troppo grande 
essendo limitata da alcune condizioni che saranno formulate più 
avanti. I campi elettromagnetici e le correnti soddisfacenti a queste 
condizioni si chiamano quasi-stazionari. 

Prima di tutto supponiamo che la lunghezza d’onda Z- clo 
corrispondente (nel vuoto o nel mezzo dielettrico in cui si trova il 
conduttore) alla frequenza del campo @ sia grande rispetto alle 
dimensioni / del corpo: 


o < dI. 


Allora la distribuzione del campo magnetico all’esterno del condut- 
tore in ciascun istante del tempo si può descrivere mediante le equa- 
zioni del campo statico 


divB= 0, rotH=0 (58,2) 


trascurando tutti gli effetti dovuti al fatto che la velocità di propa- 
gazione delle perturbazioni elettromagnetiche è finita. È ovvio che 
ciò è possibile soltanto a distanze non troppo grandi (piccole rispetto 
a À) dal corpo (che comunque sono sufficienti per la determinazione 
del campo: al suo interno). 
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Il sistema di equazioni totale per il campo all’interno del condut- 
tore consta dell'equazione (58,1) e delle equazioni 


divB=0, (58,3) 
rotH= SI j, ‘i = 0E (58,4) 


(per un cristallo elettricamente anisotropo, non cubico, bisogna scri- 
vere j; = Gin£k}). La seconda di queste ultime equazioni è stata in- 
trodotta a rigore per le correnti e i campi magnetici costanti. Per- 
ciò è necessario trovare un criterio che permetta di usare a precisio- 
ne sufficiente questa equazione per i campi variabili. Quel che più 
importa nell'equazione (58,4) è che il legame tra corrente e intensità 
del campo elettrico sia dato dalla relazione j = cE con valore co- 
stante o riferito al caso stazionario. Ciò si avvera se il periodo di va- 
riazione del campo è grande rispetto ai tempi caratteristici per il 
meccanismo microscopico di conducibilità. In altre parole, la fre- 
quenza del campo deve essere piccola rispetto al tempo inverso del 
moto libero degli elettroni nel conduttore. Per metalli tipici (a tem- 
peratura ambiente) le frequenze limite ammissibili da questa condi- 
zione giacciono nella regione infrarossa dello spettro 1). 

Inoltre, tuttavia, esiste un’altra condizione che limita in questo 
caso l’ applicabilità delle equazioni. L'equazione (58,4) suppone che 
il legame tra corrente e campo sia locale, cioè che la densità di cor- 
fente in un punto del conduttore sia determinata dal valore del cam= 
po in questo solo punto. Ciò, a sua volta, suppone la piccolezza di 
lunghezze del moto libero degli elettroni rispetto a distanze a cui 
il campo varia sensibilmente. A questa condizione torneremo nel 
$ 59. 
© Nello equazioni (58, 1) e (58,4) E è l’intensità del campo elettri- 
co indotto che compare grazie alla variabilità del campo magnetico. 
A partire da H noto il campo E è definibile direttamente dall’equa- 
zione (08,4). L'equazione per H, invece, si ottiene escludendo E 
dalle (58,1) e (58,4): 

dr 08 rot Ti (58,5) 


e dt 


1) Per conduttori cattivi (per i semiconduttori, ad esempio) l’ applicabilità 
dell’ equazione (53,4) chiede che sia osservata un ‘altra condizione che può risul- 
tare ancora più forte. Per tali corpi può essere opportuna l’introduzione con- 
temporanea della conducibilità e della permettività dielettrica. In questo caso 
al secondo membro dell’equazione (58,4) si aggiunge il terminè 20 e la con- 
dizione di sua piccolezza rispetto a 4m0E/c è 0/0 > e. Per conduttori buoni, 
metalli, di fatto o/® > 1 in tutta la regione di frequenze per quali si può par- 
lare ancora della conducibilità costante (si veda ‘anche la nota alla pag. 298}. 
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. In ‘un mezzo omogeneo a conducibilità costante:o:e permeabilità 
magnetica u il fattore 1/0 si può portare fuori dal segno rot e, secon- 
do la (58,3), abbiamo div B = yu div H=0. Perciò rot rot H = 
= —-AH e si ottiene l'equazione 


4nuo dH 
AH= 0 2, I (58,6) 
Con l’equazione div H = 0 essa costituisce un sistema completo sui- 
ficiente per la determinazione del campo magnetico. Osserviamo che 
l’espressione (58,6) ha la forma dell’equazione di conduzione termi- 
ca ove da«coefficiente di conducibilità termica » y funge c°/4nmoy. 
‘ Le condizioni di frontiera per il campo magnetico sulla superfi- 
cie del conduttore sono immediate dalla forma delle equazioni stes- 
Se'ej come prima, sono i 


Bni = Bn Ha =Hig. (98,7) 


L'espressione a secondo membro dell’equazione (58,4) non incide sul- 
la seconda di queste ultime equazioni, in virtù della sua limitatezza. 
Per u = 4 si può scrivere semplicemente !) 


H,=H,. (98,8) 


In virtù dell'equazione (58,4), abbiamo div j = 0; la condizione 
di frontiera per quest’ultima equazione è 7, = 0 sulla superficie del 
conduttore. Ne segue per un conduttore elettricamente isotropo (in 
virtù di j = cE) che sulla frontiera anche ED = 0 dove l'indice (i) 
distingue il campo all’interno del conduttore (nel caso generale del 
conduttore anisotropo la componente normale del campo in esso sul- 
la frontiera, in generale, è non nulla). . 

La condizione di frontiera (58,8) è insufficiente per la formulazio- 
ne completa del problema se il conduttore rappresenta un corpo com- 
posto che consta di tratti a conducibilità diverse. Sulle frontiere di 
separazione tra questi tratti accanto alla continuità di H è necessario 
tener conto anche della condizione di continuità di E;; per il campo 
magnetico questa condizione significa che 


(rot H):, __ (rot H);y 
01 0% 


(98,9) 


1) Per corpi ordinari dia- e paramagnetici u è molto vicina a 1 e sarebbe 
superflua precisione tener conto di questa grandezza nelle formule che seguono. 
Valori di u sensibilmente differenti da 1 possono esistere per i metalli ferroma- 
gnetici lecui proprietà magnetiche (in campi sufficientemente deboli) è possibile 
descrivere mediante la permeabilità costante grande. Per questi corpi, tuttavia, 
relativamente presto comincia la dispersione di u (la comparsa della sua dipen- 
denza dalla frequenza ©) che si accompagna dalla diminuzione di u pratica- 
mente fino a 1. Tenendo conto di questa circostanza, più avanti nel presente 
capitolo supponiamo che w= 1. a 
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Supponiamo che il conduttore sia collocato in un campo magneti- 
co le cui sorgenti a un istante si escludono. In questo caso il campo 
nel conduttore (e attorno a quest’ultimo) non scompare istantanea- 
mente e l'andamento di suo smorzamento con il tempo è definito 
dall’'equazione (58,6). Nella risoluzione di problemi di questo tipo 
si deve, seguendo metodi generali della fisica matematica, procedere 
nel seguente modo. Cerchiamo soluzioni dell’equazione (58,6) aventi 
la forma O 


H= H,, (2, Y, 2) emi 
con Ym costanti. Per le funzioni Hm (x, y, 2) otteniamo le equazioni 
9 . : . 
= AH,,= — YmHm: (58,10) 


Per una forma assegnata del conduttore queste equazioni hanno solu- 
zioni non nulle (soddisfacenti alle condizioni necessarie di frontiera) 
soltanto per determinati valori ym che costituiscono l'insieme di suoi 
autovalori. Tutti questi valori sono reali e positivi 1) e le loro funzio- 
ni corrispondenti H,, (x, y, 2) formano un sistema completo di fun- 
zioni vettoriali reciprocamente ortogonali. Supponiamo che la di- 
stribuzione del campo all’istante iniziale sia data dalla funzione 
H, (x, y, 2). Sviluppandola secondo il sistema di funzioni H,, ossia 


H, (2, Y, 2) = 2: Cmm (2, Y, 2) 
.° m 
otteniamo soluzione del problema. posto dello smorzamento del cam- 
po nella forma 


H (7, Ya, 2, t)= 2 Cm M'Hm (x, Y, z). (98,11) 


La velocità di smorzamento del campo sarà determinata soprat- 
tutto da quel termine di questa somma che corrisponde al più piccolo 
valore dei y,,; sia questo valore y,. Il tempo di smorzamento del cam- 


1) È facile provarlo nel seguente modo. Per evitare la necessità di tener 
conto delle condizioni di frontiera sulla superficie del corpo, partiamo dal- 
l’equazione (58,5) nella quale si può supporre che o si annulli all’esterno del 
corpo con continuazione. Moltiplicando ambedue i membri dell’equazione 


, rot H, 
—-- YmHm= — tot i 
per H, e integrando rispetto a tutto lo spazio, abbiamo 

2 tm | Em? d= | H* rot Fetiimagy=|\1 rot Pm} ?dY, 


da cui la realità e la positività di Ym sono evidenti, 
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po si può determinare come t = 1/y,. L'ordine di grandezza di que- 
sto tempo è evidente dall’equazione stessa (58,10). Siccome AH - 
= H/l? (con . dimensioni del conduttore), allora 


T-_ drelt. (58,12) 


ce? 


$ 59. Profondità di penetrazione del campo 
magnetico in un conduttore 


Consideriamo un conduttore collocato nel campo magnetico va- 
riabile esterno con frequenza assegnata ©. Penetrando all’interno 
del conduttore il campo magnetico induce in esso un campo elettri- 
co e quest’ultimo, a sua volta, implica la comparsa di correnti (le 
cosiddette correnti di Foucault). Un'idea generale sul carattere di pe- 
netrazione del campo nel conduttore si può ottenere già partendo 
dall’analogia suindicata tra l’equazione (58,6) e l'equazione della 
conduzione termica. È noto dalla teoria della conduzione termica che 
una grandezza soddisfacente a questa equazione si propaga in un in- 


tervallo di tempo # a distanza dell’ordine di V xt. Perciò possiamo 
concludere immediatamente che il campo magnetico penetra in pro- 
fondità del conduttore a distanza è dell'ordine di grandezza di 


| Ver ni 
sy. 
Lo stesso si riferisce, ovviamente, al campo elettrico e alle correnti 
da esso indotti. De | | E 
Nel campo variabile di frequenza ® la dipendenza di tutte le.gran- 
dezze dal tempo è data dal fattore e-i9?. In questo .caso l'equazione 
(03,6) assume la forma 


AH= — #00 g (59,1) 


Studiamo due casi limite. Se la profondità di penetrazione è è 
grande rispetto alle dimensioni del corpo (frequenze piccole), nella 
prima approssimazione si può sostituire lo zero al secondo membro 
dell'equazione (59,1). Allora la distribuzione del campo magnetico 
in ciascun istante di tempo sarà tale come essa sarebbe nel caso sta- 
zionario per un valore assegnato del campo esterno lontano dal corpo. 
Indichiamo questa soluzione con H,;; essa è indipendente dalla fre- 
quenza (più precisamente, la contiene soltanto nel fattore temporale 
e i!). Quanto al campo elettrico indotto, esso compare soltanto 
nell’approssimazione successiva rispetto a © poiché nel caso stazio- 
nario in generale non esisterebbe. A ciò corrisponde il fatto che cal- 
colando E rispetto a H,; secondo l’equazione (98,4) otterremmo lo 
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Zero in quanto rot H,y = 0. Perciò per il calcolo di E si deve ricor- 
rere all'equazione (98,1) secondo la quale 


rtE=iH,. (59,2) 


Questa equazione con l'equazione div E = 0 (che deriva dalla (58,4) 
per o costante lungo il corpo) definisce completamente la distribu- 
zione del campo elettrico. È da notare che essa risulta proporzionale 
alla frequenza @. È si o | 

Consideriamo ora il caso limite inverso è < / (frequenze grandi). 
La condizione di località delle equazioni di campo, menzionata al 
$ 58, chiede che $ sia grande rispetto alla lunghezza del cammino li- 
bero degli elettroni di conduzione 1). | 

Per è<1 il campo magnetico penetra soltanto in uno strato su- 
perficiale sottile del conduttore. Per il calcolo del campo al di fuori 
del conduttore si può trascurare lo spessore di questo strato, suppo- 
nendo cioè che il campo magnetico in generale non penetri all’inter- 
no del conduttore. In questo senso il conduttore in un campo magne- 
tico ad alte frequenze si comporta allo stesso modo come un supercon- 
duttore nel campo costante, e per il calcolo del campo esterno occorre 
risolvere il problema stazionario per il superconduttore della stessa 
forma. 

Lo studio della distribuzione vera e propria del campo nello stra- 
to superficiale del conduttore si può condurre in forma generale sup- 
ponendo come piane piccole regioni di superficie. In questo caso sì 
tratterà della risoluzione dell’equazione (59,1) per un mezzo condut- 
tore delimitato da una superficie piana all’esterno della quale il cam- 
po ha un valore assegnato che indichiamo con Hye7i®!. Questo vet- 
tore si ottiene nel modo suindicato in seguito alla soluzione del pro- 
blema esterno ed è parallelo alla superficie del conduttore. In virtù 
della condizione di frontiera (53,8) il campo magnetico nel condutto- 
Te in prossimità della sua superficie vale sempre 7, eti0!. 

Consideriamo la superficie del conduttore come il piano xy e 
supponiamo che il mezzo conduttore occupi il semispazio z > 0. 
In virtù dell’omogeneità delle condizioni del problema nelle dire- 
zioni x e y il campo cercato H dipende esclusivamente dalla coordina- 
ta z (e dal tempo). Perciò abbiamo div H = 0#7,/9z == 0; poiché 
sulla frontiera H,= 0, ovunque H,=0. Secondo la (59,1) per 
H otteniamo l’equazione 


0°H 


o +-k?H=0, 


1) Nei metalli infatti la prima ad essere violata è questa condizione 
{all'aumentare della frequenza). La condizione © < 1/T, ove 7 è il tempo del 
‘moto libero; può essere più forte per i semiconduttori di piccola conducibilità; 
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ove 


pay se 4TOO j—- Pe (14i). 
La soluzione di questa equazione, che si annulla lontano dalla su- 
perficie (2 > co), è proporzionale a e?*7, 

Tenendo anche conto della. condizione di frontiera per.z = 0, 
otteniamo 


iL (4-01) 
H= He de ‘9 , (59,3) 
ove la profondità di penetrazione è è determinata come 


l ‘1+i 
f=, p= TEL, (59,4) 


Il campo elettrico, invece, sarà determinato ora mediante l’equa- 
zione (93,4). Introducendo il vettore unitario n nella direzione 
dell'asse z, abbiamo 


E=V (I — i) [Ha]. (59,5) 


È da notare che E (8/4) H. 

Se il campo He: è polarizzato linearmente, con una scelta 
appropriata dell'origine per il calcolo del tempo si può ottenere 
che H, sia reale. A tale scopo consideriamo la direzione di questo vet- 
tore come la direzione dell'asse y. Separando nelle espressioni (59,4) 
e (59,0) la parte reale otteniamo 


H,=H=Hxe-? cos ($ ot) % 


E,=E=Hy} 2 e-#cos(-£+—o0t-5). 


(59,6) 


Con il campo elettrico sarà distribuita anche la densità di correnti 
di Foucault j = oE. 

La relazione (59,5) nel caso considerato si verifica per il campo in 
tutto il semispazio z > 0. Nei casi generali una relazione della forma 


E, =.i [Ha] (59,7) 


è vera, in generale, soltanto sulla superficie stessa del conduttore 
per le componenti dei campi ad essa tangenziali (poiché queste com- 
ponenti sono continue sulla superficie la relazione (59,7) si riferisce 
al campo da entrambi ‘i. lati della superficie). Il coefficiente £ si 
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chiama impedenza superficiale del conduttore (torneremo nel $ 87 
agli aspetti più generali di questa nozione !). In questo caso 


t= Ve (1-1). (59,8) 


La comparsa delle correnti di Foucault è accompagnata dalla dis- 
sipazione dell’energia del campo emanata sotto forma di calore di 
Joule. L'energia media Q (rispetto al tempo) dissipata nel conduttore 
in un secondo vale 


Q= | jE dv — | oE? dV. 


La si può calcolare anche come quantità media di energia che in un 
secondo penetra dall’esterno nel conduttore, cioè come integrale 


_ c __ 
Q=$ Sdi=- | (ER) di (59,9) 
esteso alla superficie del conduttore ?). 

Abbiamo visto precedentemente che nel caso limite 6 > / l’am- 
piezza del campo magnetico all’interno del conduttore è indipenden- 
te dalla frequenza, mentre l'ampiezza del campo elettrico è proporzio- 
nale a ®©. Perciò la dissipazione dell’energia Q a piccole frequenze è 
proporzionale a w?. 


1) Nei mezzi elettricamente anisotropi l’impedenza superficiale è un ten- 
sore bidimensionale 


Eta = CaB [Hn]g (59,7a) 


(a, $ sono indici tensoriali nel piano perpendicolare a n). È da notare che su 
questo tensore possono incidere flussi di calore dovuti all'effetto termoelettrico 
(cfr. problema 5). 

2) Se due qualsiasi grandezze a(t) e b(t) si scrivono nella forma complessa 
(proporzionale a e7*®*), per la costruzione del loro prodotto si deve dapprima 
separare, ovviamente, la parte reale. Se ci interessiamo alla sola media (ri- 
spetto al tempo) di questo prodotto, la si può calcolare come 


1/2 Re {ab*}. 


Infatti, i termini contenenti i fattori e*?*©? per il calcolo della media si annul- 
lano e perciò 
1/4 (a-+a*) (b-+b*)=1/4(ab*-{4-a*b). 


In particolare, S si può calcolare come la parte reale del « vettore complesso di 
Poynting » nel seguente modo: 


_ c_1 
S= Re {i 3 (EH*]} Ì (59,92) 
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_ Nel caso è «I, invece, i campi magnetico e elettrico sulla super- 
ficie del conduttore sono dati dalle formule (59,3) e (59,5) con z = 0. 
Il vettore di Poynting è normale alla superficie e la sua media vale 


_ __ _ 2 
Sa eV 210 | Ho}®, 


ove la variazione di H, lungo la superficie è determinata nel modo su- 
indicato, cioè risolvendo il problema del campo al di fuori del su- 
perconduttore della stessa forma. La dissipazione dell’energia è 


= V £ Sdf. (59,10) 


È da notare che per grandi frequenze essa risulta proporzionale a V @. 

La dissipazione dell’energia si può esprimere anche in funzione 
del momento magnetico totale eff che il conduttore acquisisce nel 
campo magnetico. In un campo periodico il momento magnetico è 
anch'esso funzione periodica del tempo con la stessa frequenza. Se- 
condo la formula (32,4) la variazione dell’energia libera del corpo 
con il tempo è data dalla derivata 


ove $ è il campo uniforme esterno nel quale è collocato il condutto- 
re. 

Questa espressione non dà ancora direttamente la dissipazione cer- 
cata poiché l'energia del corpo cambia non soltanto per dissipazione, 
ma anche per sua migrazione periodica tra corpo e campo circostante. 
Se si calcola la media rispetto al tempo, quest’ultima parte scompare 
e, quindi, la dissipazione media dell’energia in unità di tempo è 


——————— 


d 4 
= MO. (59,11) 
Se of e $ sono espressi in forma complessa, allora $ = — iog e 
Q si può calcolare come 
Q=— Re {ioM.8*)=3-Im{(M8*}. (59,12) 


. Le componenti del momento magnetico e/f sono funzioni lineari 
del campo esterno 


MH i = Va:ntdkh (59,13) 


ove i coefficienti a; (0) dipendono dalla forma del corpo e dalla sua 
orientazione nel campo esterno (ma non dal suo volume V); in questa 
formula ff € © sono supposti scritti in forma complessa, cosicché le 
grandezze «;,, in generale, sono complesse. Il tensore Va; si può 
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chiamare tensore di polarizzabilità magnetica dell’intero corpo. 
Esso si riferisce a categoria di grandezze note come suscettività 
generalizzate e ne gode tutte le proprietà. In particolare, questo 
tensore è simmetrico (cir. V $ 125): 


Cig = Upi (59,14) 
Sfruttando questa proprietà si può scrivere 
M9*= Van bi 6, = La ik (GIG + 6,00)= Vitia Re {9.60 
Se, inoltre, scriviamo le grandezze complesse cin nella forma 
Qin = Min + iia, I 


allora per la dissipazione dell’energia (59,12) otteniamo 
V. n A 
Q=- 0a; Re{G: 6h}. (09,15) 


In tal modo, la dissipazione dell’energia è determinata dalla parte 
immaginaria della polarizzabilità magnetica del corpo. Abbiamo visto 
precedentemente che per frequenze piccole Q è proporzionale a w?, 


e per frequenze grandi a Y/ @. Perciò possiamo concludere che le gran- 
dezze a; in questi due casi limite sono proporzionali a © e 07°, ri- 
spettivamente. Decrescendo sia per © + 0 che per @ + co esse pas- 
sano per un massimo nella regione intermedia. 

Il momento magnetico del conduttore nel campo magnetico va- 
riabile si crea soprattutto da correnti di conducibilità che compaio- 
no nel corpo; esso è non nullo anche per u = 1 allorché il momento 
statico si annulla. Quest'ultimo si deve ricavare da 0//(®) nel limite 
per 0 + 0. Ne segue che la parte reale della polarizzabilità magnetica 
cin tende per ®© +0 a un valore costante (a zero per u = 1) cor- 
rispondente alla magnetizzazione nel campo costante. Nel limite 
O ++ 00, invece, quando il campo magnetico non penetra all’interno 
del corpo le grandezze aj, tendono a un altro limite costante corri- 
spondente alla magnetizzazione statica del superconduttore della stes- 
sa forma. | | 


Problemi 


4. Determinare Ta polarizzabilità magnetica di una sfera conduttrice’ iso- 
tropa di raggio a nel campo periodico omogeneo esterno. 
Soluzione. Il campo Hl') all’interno del corpo verifica le equazioni 


AHC)+k3H06=0, divHl=0, k=(1+1)/6. 
Cerchiamo questo campo nella forma H(É) = rot A ove A verifica l'equazione 


AA + k2A = 0; poiché H è un vettore assiale, A è polare. Per simmetria della 
‘sfera l’unica vettore costante, dal quale: può dipendere la soluzione cercata è 
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l'intensità del campo esterno @. Indichiamo con f'la soluzione sfericamente sim- 
metrica. dell'equazione scalare Af + k°f = 


| sen kr 
pat 
Allora il vettore polare A soddisfacente all’equazione vettoriale AA + 
RI KA =0e dipendente linearmente dal vettore assiale 5 si può scrivere nella 
orma DL ‘e. 


A= firot 48. 
(B è una costante). Quindi, cerchiamo. H(') nella forma. 


HG=B rot rot (j6)=6 (L + #1)6- Je - +48) n($n) 


ovenè un vettore unitario nella direzione - r da derivata:seconda /" è esclusa 
mediante l'equazione Af 4 k°f = 0). 
Il campo H(°) all’esterno della sfera verifica le equazioni rot H() = 0 è 


div H(e) = 0. Lo cerchiamo nella forma H(°) = — grad g + @ ove @ verifica 
JT equazione Agp = 0 e si annulla all'infinito. Questa funzione @ dipendente li- 


nearmente dal vettore costànte © ha la nnt 
(V = 47a8/3). In tal modo, cerchiamo H(°) nella forma 


H()= VaV (Gv 1) (ME) — SIT O. 


Evidentemente, aV@ è il momento magnetico della sfera infmodo che Va è la 
sua polarizzabilità magnetica (in virtù della simmetria della sfera il tensore &;j 
si riduce ad uno scalare: a;, = ad;z). 

Sulla superficie della sfera (r = «) sono continue tutte le componenti di H. 
Uguagliando separatamente le componenti parallele e perpendicolari a n, otte- 
niamo due equazioni che definiscono a e f. Per la polarizzabilità cercata, _(rife- 
rita a unità di volume) otteniamo: 


a= a'+ia'= n Gana L+3 7 cotgak |; 


-d sh (2a/8) — sen (2a/$) 
. ch (20/8) — cos (2a/8) | 


n pe CF; a-sh eros 
TT 16700? sn dè ch (20/8) — cos (20/6) 


Nel caso o limite di frequenze piccole @ > a) 


Le gi (LIA? 
TT 105 (3) — 10540 ° 


” 4 a \ :; a 


304 CAPITOLO VII 


Per frequenze grandi ($ « ‘a) invece si ha 


a=-2 [1-8] g [1] x 
Sx 2a J dr 2a YV 2r00 1° 


a Dì __ Se 
16510 16ra Y 2r00 * 
Il valore limite Va’ = —a8/2 corrisponde al momento magnetico della sfera 


superconduttrice, e il valore a” si potrebbe trovare mediante la formula (59,10) 
ricorrendo alla formula (54,3) per-il campo in prossimità della superficie della 
sfera superconduttrice. 

Ricordiamo che il campo esterno è supposto scritto nella forma complessa 


9 = He 7°! con un vettore complesso costante 9, qualsiasi. Con ciò nella 
discussione sono inclusi sia il campo variabile « linearmente polarizzato » con 
direzione costante che campi polarizzati ellitticamente o circolarmente ruotanti 
in un piano. 

2. Risolvere il problema 4 per un cilindro conduttore (di raggio a) nel:cam- 
po magnetico periodico omogeneo perpendicolare al suo asse. i 

Soluzione. Il problema è un « analogo bidimensionale » del problema 4; in 
seguito tutte le operazioni vettoriali sono operazioni bidimensionali nel piano 
perpendicolare all’asse del cilindro e r è il raggio vettore in questo piano. Il 
campo all’interno del cilindro cerchiamo nella forma 


H(?)= f rot rot (fG)=B (L + k3;) OB (# + k?f ) n (ng), 


ove f = Jo (kr) è una soluzione simmetrica dell’equazione bidimensionale Af + 

+ k?f = 0, finito per r = 0. Il campo all’esterno del cilindro cerchiamo nella 

forma se 

H(€) 2a VV ( l = er 2n (1 1 
= —2aVV (gVinr+g= > pn (ng)—&1+6 


(VK= na?). Il momento magnetico per unità di lunghezza del cilindro è Va9 
(cfr. problema 2 del $ 3). Dalla condizione H(?) = H(€) per r = a, così come nel 
problema 41, otteniamo 


Lg Lala ] 
TT Da ak Jo (ka) 
(qui abbiamo utilizzato la relazione Jg(kr) = — kJ1 (kr)). 
Per è > a, sviluppando le funzioni di Bessel in potenze di ka, abbiamo 
e 1 [a Vi natg*0? 
ASTA ( SITT. 664? 


o__ 1 a \= a°GO 
la ==(F — 42 


Per è < a ricorriamo alle espressioni asintotiche delle funzioni di Bessel e tro- 
viamo su 


r___d (A)=-+(T=) 
«e n Va AN a Vo!’ 
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3. Risolvere il problema 4 per un cilindro nel campo magnetico parallelo 
al suo asse. 


Soluzione. Il campo magnetico è parallelo all’asse del cilindro in tutto lo 
spazio. All'esterno del cilindro H(°) = £ e al suo interno H(#) = f@, ove f è 
una soluzione dell’equazione bidimensionale Af + #?f ='0 che vale 1 perr = a; 


. - Jo (kr) 
(3 Prg RL RAI 
HOSE I (ka) 
Le correnti di Foucault nel cilindro sono circolari (vale a dire che j ha in coor- 
dinate cilindriche la sola componente jy = j) e vanno determinate rispetto al 
campo ZH, = H secondo la relazione 
4gj dH 
c or 


LAO " 


Il momento magnetico dell’unità di lunghezza del cilindro c% = na*a$ gene- 
rato dalle correnti di conducibilità è diretto lungo il suo asse e vale 


4 Mal A (RO 
ME 2e | jrav= 4° | dr r? dr. 


Calcolando l’integrale otteniamo 


a= 1 È 2 FO]. 


— da LO ka J;(ka) 


In tal modo, la polarizzabilità longitudinale del cilindro è di due volte inferiore 
a quella trasversale trovata nel problema 2. | 

4. Trovare il più piccolo coefficiente di smorzamento del ‘campo magnetico 
nella sfera conduttrice. | 

Soluzione. Tra le soluzioni delle equazioni (58,10) per la sfera esistono fun- 
zioni a simmetria diversa. La più simmetrica sarebbe una soluzione che si ottie- 
ne per assegnazione di uno scalare costante qualsiasi. Essa tuttavia non può 
esistere per la ragione seguente. Tale soluzione sarebbe sfericamente simmetrica 
H = H; (r) in virtù dell'equazione 

«ai dd 
div'H= > (rH)=0 


(vera sia all’esterno che all’interno della sfera) e varrebbe 7 = costante/r. Ma 
questa funzione non soddisfa la condizione di finitezza al centro della sfera. 

Al valore più piccolo di y corrisponde una delle soluzioni che si ottengono 
per assegnazione dì un vettore costante qualsiasi. La forma di queste soluzioni 
coincide, evidentemente, con quella trovata nel problema 41 con la sola diffe- 
renza che nel campo H(°) bisogna omettere il termine costante poiché all'infi- 
nito deve essere H = 0. In questo caso % diviene ora reale (£2 = 470y/c?) e il 
vettore H funge da vettore costante qualsiasi. Dalla condizione di frontiera 
H(*) = H(€) per r = a ricaviamo due equazioni escludendo dalle quali a e f 
troviamo che sen ka = 0. La più piccola radice non nulla di questa equazione è 
ka = x in modo che il più piccolo valore di y è 


__ ste? 
Vi= 4003 e 


5. La superficie piana di un cristallo metallico uniassico è tagliata in modo 
tale che la normale ad essa formi l’angolo 0 con l’asse di simmetria principale 
del cristallo. Determinare l’impedenza superficiale tenendo conto dell’effetto 
termoelettrico (M. I. Kaganov, I. M. Zukernik, 1958). 
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Soluzione. Consideriamo la superficie del cristallo come il piano xy, l’asse 
z come la normale interna alla superficie e supponiamo che l’asse di simmetria 
principale del cristallo giaccia nel piano xz sotto l’angolo @ verso l’asse z. Il 
campo magnetico in prossimità della superficie del cristallo è supposto diretto. 


lungo l’asse y: 7, = He *®*; allora esso ovunque all’interno del metallo è 
diretto allo stesso modo. Tenendo conto che tutte le grandezze dipendono dalla 


sola coordinata z (e dal tempo come e *®*), troviamo che le equazioni di Max- 
well (58,1) e (58,4) assumono la forma 


; Ar. . . I , io 
-Hy=veim jy3j2=80, Ea Hy (1) 


e anche Zy = 0 da cui Eyg = 0 (l’apice significa la derivazione rispetto a 2). 
Per tener conto dell’effetto termoelettrico si deve aggiungere qui l'equazione 
della conduzione termica Cd7/8t 4 div q = 0 oppure 


—ioCt+g:=0, (2) 
ove t è una correzione variabile alla temperatura media (7 = 7 + 7), C la 


capacità termica dell'unità di volume del metallo, q la densità del flusso di 
calore; j e q sono legati al campo E e al gradiente della temperatura mediante le 


relazioni (26,12). o, . l o | 
I tensori pig = 0j} @ *;ih sono simmetrici; supponiamo la simmetria del 


cristallo tale che anche il tensore a; sia simmetrico. Per gli assi 7, y, z conside-. 
rati in modo appropriato abbiamo 


Pra = Pu sen® 0.+ pi, 60880, pyy = PL; Pzz 3 Pu008°0 + p, sen?0, 
Pxy = Pyz + 0 Pg > (nu — P3) SONA così, 


ove p,;, 0, sono valori principali del tensore p;, lungo l’asse del cristallo e nel 


piano perpendicolare a quest’ultimo; le formule analoghe si verificano per i 
tensori X;, e jp. Con questi tensori dalle (26,12) abbiamo 


Ex= Praia + UxzTè a7 Tazxjx zz, (3) 
Ex= Pzxjx + U2zt". (4) 
Escludendo H,, dalle equazioni (1)-(3) abbiamo. 
Exstk° (Ext Er) =0, | 
(1-4+a) Er +4? [(b—a) Er—aEx]j=0, 
ove abbiamo introdotto la notazione E, = — 0,0 e i parametri 
To? - 
1a Arlo _ ,, a= La , pa LCPxa 
CPxx PxxXzz ANK2z 


La soluzione di questo sistema di due equazioni per il semispazio (z > 0) occu- 
pato dal metallo è 


Ex= Agiiz i Beth2z, 
EE n 
Er=— ( 1-3) Aghi? —{ 4 LA Beih22, 


ove 


_,[4+b+V{i-5)?_4ab 7! 
ba=kt| TET | 


fra l’altro, le parti immaginarie di ky e Xs devono essere positive. 


CAMPO ELETTROMAGNETICO QUASI-STAZIONARIO 807 


Il legame tra i coefficienti A e 8 si stabilisce mediante le condizioni di 
frontiera per la temperatura e la formula (4) definisce il campo £, nel metallo 
(ricordiamo che non occorre che la componente del campo E sulla superficie del 
conduttore sia continua). Secondo la definizione (59,7a) l’impedenza superfi- 
ciale è 


E x 


L= A+B 
"7h 


(O) 
a a 
= RA +B® sve0 


z=0 


Diamo infine le espressioni per impedenza sotto l'ipotesi che a < 1 (come ciò in- 
fatti ha luogo per metalli ordinari) in due casì: per la condizione di frontiera 
t= 0 (frontiera isotermica) 


cis 8, tazza) ; 


e per la condizione di frontiera g, = 0 (frontiera adiabatica): 


(ad) _ a(1+2V 6.) 
alare 


ove È = (@P,y/8n)!/? (1 — i) è l'impedenza a prescindere dell'effetto termo» 
elettrico. Il parametro a e con esso la correzione all’impedenza si annullano 
per 0 = 1/2 e08 = 0, cioè quando l’asse principale del cristallo giace nel piano 
della sua superficie o perpendicolare a quest’ultima. o, 

Se il campo H è diretto lungo l’asse x, allora E, = 0, jx = j,= 0 e non 
compare gradiente della temperatura. Perciò Zyy = le 


$ 60. Effetto skin 


Consideriamo la distribuzione della densità di corrente nella se- 
zione del conduttore attraverso la quale passa una corrente variabile 
non nulla. Sulla base dei risultati ottenuti nel paragrafo precedente 
possiamo attendere a priori che all'aumentare della frequenza la cor- 
rente si concentri soprattutto in prossimità della superficie del con- 
duttore. Questo fenomeno si chiama effetto skin 1). 

Una soluzione precisa del problema dell'effetto skin dipende, in 
generale, non dalla sola forma del conduttore ma anche dal modo di 
eccitazione di corrente in esso, cioè dal carattere del campo magneti- 
co variabile che induce la corrente. Esiste, tuttavia, un caso impor- 
tante in cui la distribuzione della corrente possa essere supposta 
indipendente dal modo di sua eccitazione. È la corrente in un filo 
il cui spessore è piccolo rispetto alla sua lunghezza. 

Nel calcolare la distribuzione della corrente nella sezione del 
filo sottile quest’ultimo si può supporre rettilineo. In questo caso il 
campo è parallelo all'asse del filo e il vettore magnetico H giace nel 
piano perpendicolare all'asse. 


1) Nel senso più generale dell'effetto skin si parla in tutte le situazioni 
in cui il campo elettromagnetico variabile (e con esso le correnti da esso indotte) 
penetri a profondità relativamente piccola nel conduttore. 
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Consideriamo il filo di sezione circolare. Questo caso è particolar- 
mente semplice per il fatto che la forma del campo all’esterno del 
filo è chiara a priori. Infatti, in virtù della simmetria sulla superficie 
del filo, E = costante (ad ogni istante del tempo considerato). Ma 
per questa condizione di frontiera le equazioni div E = 0 e rot E = 
= 0 nello spazio al di ‘fuori del filo hanno la sola soluzione E = 
= costante in tutto lo spazio. Per ragioni analoghe anche il campo 
magnetico attorno al filo sarà lo stesso che sarebbe attorno al filo 
con la corrente costante, uguale a un valore istantaneo della \corren- 
te variabile. 

All’interno del filo il campo elettrico verifica l'equazione 


4n0 dE 
ME=< 7 aa 
coincidente con l'equazione (58,6) per H (essa si ottiene escludendo 
H dalle equazioni (53,1) e (98,4), così come l'equazione (98,6) è stata 
ottenuta eliminando E). Nel sistema di coordinate cilindriche 
con l’asse z coincidente con l’asse del filo il campo E ha la sola com- 
‘ponente z e dipende dalla sola coordinata r; per un campo periodico 
di frequenza © otteniamo, l'equazione 


42 (2 9E LE 0, pe VAL, (60,1) 


r 0r 


ove ò è introdotta nel paragrafo precedente la profondità di penetra: 
zione (59,4). La soluzione di questa equazione che resta finita per 
r=0 è 


E:= E,= costante-J, (kr) e#®! (60,2) 


(Yo è una funzione di Bessel). Secondo la stessa legge è distribuita Ta 
densità di corrente j = o£. 

Quanto al campo magnetico Hy = MH, lo troviamo rispetto a quel- 
lo elettrico secondo l’equazione (58, 1): 


10 Hy=(rotE);= di. (60,3) 
Tenendo conto che Jo (uv) = — Ji; (u), otteniamo 


H=H,= —i-costante. V suoi J, (kr) e-iot (60,4) 


con la stessa costante che figura nella (60,2). È facile determinare 
questa costante dalla condizione che sulla superficie del filo debba 
essere H = 2//ca, ove a è il suo raggio e / la corrente totale passante 
per il filo. 
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Nel caso limite di frequenze piccole (a/8 <1) per tutta l’estensio- 
ne del filo si può limitarsi ai primi termini dello sviluppo della fun- 
zione di Bessel: 


E,= costante. [1 -4 (4) to (#)] 0 (60,5) 


Hy= costante. Suo r [1 7 ($ _ x (5 Vest |‘ 


L'ampiezza di £ e con essa l'ampiezza della densità di corrente 
cresce all’allontanarsi dall’asse proporzionalmente a {4 + (r/26)A]. 

Nel caso limite inverso di frequenze grandi (2/6 > 1) nella parte 
maggiore della sezione del filo si può usare la nota formula asintotica 


Jolu Vi 2) = _l1-i)u (60,6) 


applicabile nel caso di grandi valori dell’argomento della funzione 
di Bessel. Conservando il solo fattore esponenziale variabile più 
rapidamente, abbiamo 
vatr | 
(7-_et)|. 


E,= 
Hy= costante-(1+1) ]/ sno | 


+ (St a)] 
Queste formule coincidono, ‘ naturalmente ‘con 16 formule (59,3-5) 
che per forte effetto skin sono applicabili in prossimità: della super- 
ficie del conduttore di qualsiasi forma. 

Nel caso generale di un ‘filo a sezione non circolare un calcolo 
preciso dell’effetto skin rappresenta problema molto più complicato 
in quanto occorre che sia determinato contemporaneamente il cam- 
po sia all’interno che all’esterno del filo. Nel solo caso limite di forte 
effetto skin il problema si semplifica di nuovo poiché il campo al 
di fuori del filo può essere determinato a priori come ‘campo statico 
attorno al superconduttore della stessa forma. 


(60,7) 


$ 61. Resistenza complessa 


.Finché la frequenza della corrente variabile è sufficientemente 
siccola il valore istantaneo d’intensità di corrente J (#) in un contor- 
no lineare è determinata dal valore della forza elettromotrice € (t) 
allo stesso istante di tempo secondo la relazione ; 


E(t) - = RJ (6), (61,1) 
ove R è la resistenza del filo alla corrente costante. 
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Ma per frequenze qualsiasi non esiste nessuna ragione per atten- 
dere l’esistenza di un legame diretto tra i valori € e /J allo stesso. 
istante di tempo. Si può affermare soltanto che il valore J (t) deve 
dipendere linearmente dai valori € (t) in tutti gli istanti precedenti 
di tempo. Scriviamo simbolicamente questo legame nella forma 


J=Z1 6 oppure, per il le&ame inverso 
€=ZJ, (61,2) 


ove Z è un operatore lineare !). Se le funzioni YJ (#) e € (#) sono svi- 
luppate in integrali di Fourier, per ciascuna delle loro componenti 
monocromatiche (dipendenti dal tempo mediante il fattore e i0t) 


il risultato dell’azione dell’operatore Z si riduce, in virtù della li- 
nearità di quest’ultimo, alla moltiplicazione per una: grandezza 
Z dipendente dal valore della frequenza: 


é=Z(0)J. (61.3) 
La funzione Z (w) è in generale complessa e porta il nome di resi- 
stenza complessa o di impedenza del conduttore. 

Dal confronto tra le (61,3) e (61,1) risulta con chiarezza che la re- 
sistenza ordinaria A rappresenta il termine nullo nello sviluppo della 
funzione Z (©) in potenze di ©. Per tener conto del termine successi- 
vo bisogna accanto a A considerare anche l’autoinduzione ZL del 
conduttore ?). | 

Consideriamo un contorno lineare al quale è applicata la forza 
elettromotrice € (t). Per definizione di quest’ultima, il lavoro com- 
piuto in un secondo dal campo elettrico sulle cariche in moto nel 
conduttore è dato dal prodotto €/. Questo lavoro si trasforma in 
parte nel calore di Joule, e in parte è speso per variazione dell’ener- 
gia del campo magnetico della corrente. Per definizione di f e L, 
il calore di Joule emanato nel filo in un secondo è RI, mentre l’ener- 
gia magnetica della corrente vale LJ?/2c?. Perciò la legge di conser- 


DI 


vazione dell'energia è espressa dall’equazione 


2 ‘a ‘ou 
8I=RI14+-4 La rRIP4+A LIL 


ossia 


g=RI+4 rt, (61,4) 


1) Non ci soffermiamò qui sulla discussione delle proprietà generali di 
questo operatore in quanto sono completamente analoghe alle proprietà: del- 
l'operatore & che saranno discusse in dettaglio nei $$ 77, 82. 


2) Qui e più avanti intendiamo con AR e L grandezze riferite alla corrente 
costante. 
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Usando le espressioni quadratiche (€J, 7?) bisogna scrivere le 
grandezze é e J nella forma di funzioni reali. Appena sarà ottenuta 
l'equazione lineare (61,4) si può passare alle componenti monocroma- 
matiche nella rappresentazione complessa: € = &,e-i®!, JJ = 
= Je *0!. L'equazione (61,4) si riduce allora alla relazione alge- 
brica 


€=ZJ, Z=R--z0L. (61,5) 
Separando la parte reale nella relazione 7 = €/Z otteniamo 


cos (ot—9), tgg=-Z, (61,6) 


J(i)= a 


do 
V RIT 0319/04 


ciò che determina l’ampiezza della corrente e lo sfasamento tra cor- 
rente e forza elettromotrice. 

La parte reale dell’espressione (61,5) coincide con la resistenza 
R che determina la dissipazione dell’energia nel contorno. Si vede 
facilmente che nel caso generale della dipendenza Z (©) esiste un le- 
game analogo tra Re Z e la dissipazione dell’energia (per data inten- 
sità di corrente). | 

Calcolando la media rispetto al tempo della potenza €J consu- 
mata nel contorno quando in esso passa una corrente periodica, ne 
troviamo quella parte che si spende sistematicamente per compensa- 
re le perdite dissipative. In tal modo, la dissipazione dell’energia Q 
nel contorno in un secondo vale 


Q = /, Re (€J*}, 


ove £e J sono espresse in forma complessa (cfr. la nota alla pag. 
299). Sostituendovi € = ZJ e indicando le parti reale:e immagina- 
ria di Z con Z’ e Z”, rispettivamente 1): 

Z=Z ki" (64,7) 
abbiamo 

Q =. Z' 1S |? 
oppure, ricorrendo alla funzione reale Y (t), 
0=7Z' (0)? (61,8) 


ciò che stabilisce il legame cercato. 
È da notare che essendo Q grandezza essenzialmente positiva, 


Z sempre è positiva: 
Z>O0. (61,9) 


1} Talvoka chiamate resistenza ohmica e reattania. 
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Calcoliamo Z (©) per un filo di sezione circolare a frequenze qual- 
siasi (ma, ovviamente, soddisfacenti alle condizioni di quasi-sta- 
zionarietà), senza trascurare, cioè, l’effetto skin. A tale scopo ricor-. 
riamo di nuovo alla legge di conservazione dell’energia rappresentan= 
dola in un’altra forma. o dat 

Dividiamo la potenza €/ (é e J sono due espressioni reali) in 
due termini di cui uno rappresenta ora la variazione dell’energia del 
campo magnetico all’esterno del filo e l’altro l’energia totale consu- 
mata all’interno del filo (sia per la variazione del campo in esso 
sia per emanazione di calore). La seconda parte si può calcolare come 
flusso totale di energia che entra in un secondo all’interno del filo 
attraverso la sua superficie. In tal modo, abbiamo 

d LeJ? cEH L dl 1 
JE = dr T-5° anal=a > J <= + > cEHal 
ove L, è la parte esterna dell’autoinduzione del filo, E e Y le intensità. 
dei campi elettrico e magnetico sulla sua superficie, a il suo raggio: 
e {la lunghezza. Il campo 7 è legato alla corrente / mediante la re- 
lazione H = 2J/ca. Perciò, dividendo l’uguaglianza ottenuta per 
J, abbiamo 


Questa equazione è lineare e perciò si può passare alla rappresenta» 
zione complessa delle grandezze. Allora 


6=27== a Le +E1, 

da cui | 
i ° lE . i® 2E1 

zZ=-GL+5-=- 7 Lt (61,10) 


caH * 


A frequenze qualsiasi qui bisogna sostituire £ e H dalle formule 
(60,2) e (60,4): 


iO - ak Jo (ak) 
Z=- DD LA4RTAE (61,11) 


(R = l/na?0). Per effetto skin debole usiamo lo sviluppo (60,5); 
eseguendo i calcoli a meno dei termini dell'ordine di (a/$)" e separan-. 
do la parte reale, otteniamo 


2=R[1++(4) ]38[1+(FE°)]. 6119) 
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Nel caso inverso di effetto iskin forte mediante le espressioni (60,7) 
otteniamo 


venia Va 
v= ali] alta] 


Si vede dalla (61,11a) che si può porre Zz=R per (100 alle? ) < 
< 12. Al tempo stesso. 


Z" _ ©L nowa \2 o] Ù 
adr a ) 7 


(61,12) 


(ZL dalla formula (8h, 1). Confrontando con la disuguaglianza prece- 
dente vediamo che la regione di frequenze in cui si deve ricorrere: 
all'espressione (61,5) senza trascurare in essa autoinduzione, dipen- 
de dal rapporto l/a ed è relativamente stretta. 

Nella pratica, tuttavia, è più importante il caso in cui a genera- 
re l’autoinduzione nel circuito siano le bobine ad esso inserite che- 
godono di autoinduzione elevata rispetto al filo esteso (cîr. $ 34). 
In tali contorni la regione di applicabilità della formula (61,5): 
(cioè l'equazione (61,4) con È e L costanti) è sufficientemente larga. 

Consideriamo un contorno collocato nel campo magnetico varia- 
bile esterno H, che può avere origine qualsiasi. Con E, indichiamo il 
campo elettrico che sarebbe indotto dal campo variabile H, se non. 
esistessero conduttori. Sia H, che E, variano molto debolmente lun- 
go lo spessore del filo sottile (contrariamente al campo proprio creato- 
dalle correnti passanti attraverso il filo). Perciò si può considerare: 
la circuitazione di E, lungo il contorno della corrente senza precisare. 
dove questo contorno passi all’interno del filo. Questa circuitazione 
non è altro che la forza elettromotrice € indotta nel contorno dal. 
campo magnetico variabile esterno. In accordo con la forma integra- 
le dell’equazione di Maxwell abbiamo 


€=0E, d=— 7 | ldi=-L dDe (64,13) 


dt 
ove D, è il flusso del campo esterno attraverso il contorno in questio-- 
ne, Sostituendo questa: Pron den ‘equazione. (61, 4) abbiamo» 
4 d9o 
cdi’ 


RI 4 Li Sa — 
Se il termine con autoinduzione traspoîtiamo a secondo metrtibro- 
dell’uguaglianza, questa equazione si riscrive nella forma 


_ 1 d®, _L di __ A db 44. 
RI=s-ta Tae da=ttT wa (61,14) 
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‘ove D = ®, + LJ/c è il flusso magnetico totale sia del campo ma- 
.gnetico esterno che del campo proprio della corrente. In questa forma 
l'equazione esprime la legge di Ohm per l’intero circuito, cioè espri- 
ime uguaglianza tra RJY e la forza elettromotrice totale nel circuito. 

La formulazione dell’equazione (61,14) esprimente la legge di 
‘Ohm consente di generalizzarla per il caso in cui con il passare del 
tempo varii anche la forma del contorno conduttore stesso. In questo 
«caso l’autoinduzione L sarà la funzione del tempo e al posto della 
61,14) si deve scrivere 


1 d 1 d® 4 
RI=-25(W)-+-G. (61,15) 


Nel dedurre dalla legge di conservazione dell’energia si dovrebbe te- 
ner conto anche del lavoro compiuto per la deformazione del condut- 
‘tore. 

Se esistono più contorni vicini di correnti J,, per ciascuno di essi 
«a D, nell'equazione (61,14) funge la somma dei flussi magnetici da- 
«gli altri contorni (e del campo esterno qualora tale esista). Il flusso 
magnetico generato dalla corrente J, attraverso il contorno della 
corrente J, è LasJy/c con L,; quale coefficiente di induzione reci- 
proca di ambedue i contorni. Perciò otteniamo il sistema di equazioni 
«seguente per la corrente variabile nei contorni: 


dJ . 
Rolo Di Lap = (64,46) 
b 


-Nella somma rispetto a d figura anche il termine ton autoinduzione 
(b = a) e €, è la forza elettromotrice generata nell’a-esimo contor- 
:no da sorgenti estranee al sistema di correnti in esame. 

:. Per correnti periodiche (monocromatiche) il sistema di equazioni 
«differenziali (641,16) si riduce al sistema di equazioni .algebriche 


D Zonta =Ea; (64,17) 

E 

.0ve le grandezze 
Zan = davRa— # lav (61,18) 


«costituiscono la matrice di impedenza. Alla pari della (61,5), le e- 
:spressioni (61,18) rappresentano primi termini dello sviluppo della 
‘funzione Zap (0) in potenze della frequenza. 

Osserviamo che in questa approssimazione non esiste influsso re- 
«Ciproco dei contorni sulla parte reale dell’impedenza. Questo influs- 
‘so è condizionato dal fatto che il campo magnetico della corrente va- 
.riabile in un conduttore crea le correnti di Foucault (e con esse an- 
«che una dissipazione di energia complementare) nell’altro conduttore. 
Per i conduttori lineari questo effetto è trascurabilmente piccolo. 
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Tuttavia esso può divenire sensibile se in prossimità a questi coridut- 
torì si trovano quelli massicci. 

Infine, soffermiamoci su un’altra questione e vediamo in ehe mo- 
do le equazioni dedotte in questo paragrafo per le correnti variabili 
nei contorni lineari siano legate alle equazioni generali del campo 
magnetico variabile in conduttori qualsiasi. Studiamo questo lega- 
me su un esempio elementare di corrente che si crea nel contorno per 
esclusione della forza elettromotrice costante €, che azionava in es- 
so fino all’istante t = 0. Dall’equazione (61,4) abbiamo 1) 


J=F- per t<0, | 
61,19) 
2R . ( ’ 
J= Sg exp (- Ft) per t>0. 


Vediamo che dopo esclusione della forza elettromotrice la corrente 
si smorza con il tempo secondo una legge esponenziale con il de- 
cremento di smorzamento 


y= @RIL. (61,20) 


Dal punto di vista della formulazione precisa del problema questa 
grandezza y è la più piccola tra le grandezze y, che si ottengono co- 
me risultato della soluzione precisa dell'equazione (58,10) per il 
conduttore in esame. Tra i valori ym per il conduttore lineare esiste 
uno (il più piccolo di tutti) che per ordine di grandezza è di ln (l/a) 
volte inferiore agli altri; tale è il valore (61,20). 


$ 62. Capacità nel circuito di una corrente quasi-stazionaria 


A differenza della corrente continua, la corrente alternata può 
passare sia per un circuito chiuso che aperto. Consideriamo un con- 
torno lineare i cui estremi sono connessi ai rivestimenti del condensa- 
tore che si trovano a poca distanza l’uno dall'altro. Per propagazione 
della corrente alternata lungo il contorno i rivestimenti del conden- 
satore si caricano e si scaricano periodicamente fungendo da « sor- 
genti » e « scarichi » di corrente nel circuito aperto. 

Essendo piccola la distanza tra le armature del condensatore, 
l'energia magnetica della corrente si può porre uguale, come prece- 
dentemente, a LJ*/2c* ove L è autoinduzione del contorno chiuso che 
sarebbe ottenuto da quello in esame congiugendo le armature con 


1) A rigore, queste formule sono inapplicabili per valori # molto piceoli 
quando nello sviluppo spettrale della funzione hanno importanza componenti 
con frequenze grandi e perciò non si può ricorrere all’equazione (61,4). Ma 
durante questo piccolo intervallo di tempo la corrente Y riesce a variare in modo 
trascurabile, e perciò la formula (61,19) determina con precisione sufficiente 
la grandezza della corrente negli istanti di tempo successivi. 
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un filo corto !). In seguito, l’unica modifica nell’equazione (61,4) 
sarà nell’aggiunta alla caduta della tensione sulla resistenza, AJ, 
della differenza di potenziale tra le armature del condensatore: 
eIC, ove C è la capacità del condensatore e = e (t) sono le cariche 
nei suoi rivestimenti. Quindi, 


L dj 
6=RJ+7+3 di * 


Mal’ intensità di corrente J è uguale alla perdita di-carica in una ar- 
matura o all'incremento di carica nell’altro: 


Esprimendo nell’equazione J in funzione di e abbiamo 


. d? d ! 
3 a+? +48 (62,4) 


Questa è l'equazione cercata per. la corrente alternata nel circuito 
con capacità. 

Se € è una funzione periodica del tempo con frequenza o, allora 
l’equazione (62,1) si riduce a una relazione algebrica tra € e la ca- 
rica e o, che è lo stesso, tra € e la corrente T=_ ive. E precisa- 
mente; abbiamo JZ = €, ove l’impedenza Z è definita come 


z=R-i(SE_ 4). (622) 


Separando nella relazione J = €/Z la parte reale, otteniamo 


J(t)= ea teo=(97-- 7) +: (62,3) 


a d' STTVe Ci R? 
y r4+(£ sl DL) | 


ciò che determina l' intensità di corrente nel circuito. con la forza elet 
tromotrice é = €, cos wt applicata dall’esterno. i 

Se, invece, € = 0, la corrente nel circuito rappresenta ostillazio- 
ni libere elettriche. La frequenza (complessa) di queste oscillazioni 
è determinata dalla eondizione Z = 0 da cui 


o=—ife ay E (Fe) (62,4) 


A seconda del segno dell’espressione sotto: la radice avremo. oscilla- 
zioni smorzantisi (a decremento Rc?/2L) o scarica smorzata pura- 
mente aperiodica. Nel caso limite f&l£ +0 abbiamo oscillazioni non. 


1) In questo ‘paragrafo trascuriamo. l’effetto skin, 
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smorzate con frequenza: espressa. dalla. formula: di- W. Thomson 
(1393) : 


e 
7a (62,5) 
L’ ‘equazione (62,1) si generalizza immediatamente a un sistema 
di più contorni legati in modo induttivo con condensatori. La ‘cor- 
rente J, nell’a-esimo contorno è legato alle cariche + e, nelle ar- 
mature del condensatore ‘corrispondente ‘mediante la relazione 


de 
Ta="7 
e al posto della (62,1) abbiamo -il sistema di equazioni 
4 d? e; Di i 
<r los TR + Ra Ti Co a ‘ (62,0) 


b 


Per correnti periodiche (monocromatiche) queste equazioni si ridu- 
cono al sistema algebrico 


Di Za =Ea (62,7) 


ove gli elementi della matrice Za» sono dati dalle formule Ù 


CA ALII 


_ Zan = dar ( Ri + —)--FLo : (62,8) 


Le autofrequenze del sistema di correnti sono determinate dalla con- 
dizione di compatibilità delle equazioni (62,7) per €, = 0, cioè. dal- 
l'uguaglianza a zero del determinante 


det | Za,.1=0. (62,9) 


Se le resistenze A sono non nulle, tutte le « frequenze » hanno la par- 
te immaginaria, vale a dire che le oscillazioni elettriche si smorzano. 
Badiamo al fatto che le equazioni (62,6) coincidono formalmente 
con le equazioni meccaniche di moto di un sistema a più gradi di li- 
bertà che compie oscillazioni piccole smorzantisi. In questo caso- 
da coordinate generalizzate fungono le cariche e, e da velocità gene- 


ralizzate le correnti J, = e,. La lagrangiana ‘del sistema è 
L= Da DPC Loto — Si 3-4 Vesta: (62,10) 
Ay a. a 


I1 ruolo delle energie cinetica e potenziale giocano nel sistema mec- 
canico le energie magnetica ed elettrica, rispettivamente, del siste- 
ma di correnti, mentre le grandezze &, corrispondono alle forze ap- 
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plicate dall'esterno che creano oscillazioni forzate del sistema. Le 
grandezze A, entrano nella funzione dissipativa 


G=5, DI Raét. (62,11) 


Le equazioni (62,6) coincidono con quelle di Lagrange 
DEEP (62,12) 
pia 


—  —Pr—r vv > n 


Problemi 


1. Determinare le autofrequenze delle oscillazioni elettriche di due con- 
torni legati in modo induttivo e contenenti le autoinduzioni ZL, Ls e le capacità 
C1, Cg; le resistenze R, e R, vanno trascurate. 

Soluzione. Le frequenze cercate sono definibili a partire dalla condizione 


det |Zapl1=Z11Z1a—Zî2=0, 
ove 
4 
0C, 


O. «f ®: 1 iO . 
Zi1= (3 Li ) s Zsao=—i (3 Lar) >» Zia Lio 


Il calcolo dà 


LiC14+-LoCg + [(Z1C1— Lola)? +4C,C3Lî 2]1/? . 


0Ì, = c? ° 
12 2C,C3 (LiLa— Lia) 


Ambedue Ie frequenze sono reali come conseguenza del fatto che AR, e R, sono 


trascurate. Per ZL, +0 le frequenze @; e ©0y tendono a valori elV LC, e clV Lsbs 
corrispondenti ad oscillazioni separate in ciascuno dei due contorni. 
2. Risolvere il problema 4 per il circuito di collegate parallelamente resi- 
stenza A, capacità C e autoinduzione L. 
Soluzione. Le impedenze dei tre rami del circuito valgono 


40) 


L= R, Zo= . Za= 9 L 


i 
OC 
e le correnti in essi sono legate dalle relazioni 

Jitda + Js = 0, ZiJ:1 = ZgJ, = ZgJ3. 
Di qui ricaviamo l’equazione 
la cui soluzione dà 


c? 41 


iù 
STR VV TE TIRIC: 
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3. Studiare la propagazione delle oscillazioni elettriche lungo un circuito» 
composto della successione infinita di maglie uguali contenenti le impedenze 


— © 4 _ i | 
n= (a loar). =(F Lar). 


come è rappresentato nella fig. 37. Trovare la regione di frequenze delle osci- 
lazioni che possono propagarsi lungo il circuito senza smorzamento 1). 


Fig. 37 


Soluzione. Le correnti ig definiamo come correnti di contorno in ciascuna 
maglia del circuito (fig. 37). L'equazione di Kirchhoff per l’a-esima ma- 
glia è 1 p 

Zia + Zs Cia — in-1 = ia41) = 0. 
Questa è un'equazione di differenze lineare (rispetto alla variabile numerica 
intera a) a coefficienti costanti. Ne cerchiamo la soluzione nella forma 
ia = cost +qg° 


e per il parametro g otteniamo l’equazione caratteristica 


a (24) 9+1=0, (1) 
Supponiamo che — 4 < ZilZ,g % Ocui corrispondono i valori @£ giacenti tra 
la più piccola e la più grande delle grandezze 


c? e LÈ(4/C3+1/0,) 
Lil, 4Lat Li 
Allora l’equazione (1) ha due radici complesse coniugate con moduli |g|=.1. 


Ciò vuol dire che al passare da una maglia del circuito all'altra seguente l’am- 
iezza della corrente non decresce, cioè le oscillazioni elettriche si propagano 
ungo il circuito senza smorzamento. Se in questo caso introduciamo la notazione 

q= e*hl (1 è la lunghezza di una maglia del circuito), allora £ funge da « vetto- 

re d'onda » delle oscillazioni propagantisi lungo il circuito. La velocità di pro- 
pagazione si può calcolare secondo le regole generali come la derivata u = d0/dk. 
Se @ giace al di fuori dei limiti indicati l'equazione (1) ha due radici reali 

Q: € 99; poiché g19, = 1, una di esse (sia g;) in valore assoluto più piccola e l’al- 

tra (g,) è superiore a 1. Si vede facilmente che ciò significa l'impossibilità della 
ropagazione senza smorzamento delle oscillazioni nel circuito. Per precisarne 
a ragione consideriamo un circuito di lunghezza grande ma finita. L'impulso 

oscillatorio iniziale si dà a un estremo del circuito mentre l’altro suo estremo 


1) La condizione di applicabilità della teoria quasi-stazionaria a questo 
circuito periodico consiste nella piecolezza delle dimensioni di ciascuna sua 
cellula rispetto alla « lunghezza d’onda » c/o. 
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& in qualche modo chiuso. La chiusura di un estremo del circuito si descrive ma- 
tematicamente mediante una condizione di frontiera che' consente di determi- 
mare nella soluzione generale 


{A è la « coordinata » dell'estremo del circuito) il rapporto tra coefficienti c,/cs, 
‘che con la forma suindicata della soluzione sarà dell’ordine di 1. Ma a misura 
di aumento di A — a il secondo termine (nel quale | 9, | > 1) sarà rapidamente 
più piccolo rispetto al primo. Quindi, quasi per tutta la lunghezza del circuito, 
tranne un suo piccolo tratto in prossimità dell'estremo, la soluzione ha la forma 
| la = egg 479), . 

nella quale | ia | desdresce nella direzione dall’ifizio fino 
cuito. 

Si deve sottolineare che questo smorzamento non ha carattere di assorbimen- 
to dissipativo (per il quale non esistono ragioni poiché nel circuito non c’è resi» 
stenza); esso può essere descritto intuitivamente come risultato di riflessioni 
dell'impulso oscillatorio da ciascuna cellula successiva del circuito. 


ud 


$ 63. Moto di un conduttore in'un campo magnetico 


In tutta l’esposizione precedente è stato supposto tacitamente che 
i conduttori nel campo elettromagnetico siano a riposo (rispetto al 
sistema di coordinate X in cui sono definite tutte le grandezze E, 
H, ecc.). In particolare, anche il legame j = cE tra corrente e campo 
si verifica, in generale, per i soli conduttori immobili. 

Per determinare il legame tra corrente e campo in un conduttore 
in moto passiamo dal sistema di coordinate X a un altro, X', in cui 
il conduttore (o un suo singolo tratto) è a riposo a un istante di tem- 
po. In questo sistema abbiamo j = oE'’, ove E' è l’intensità del cam- 
po elettrico nel sistema K'. Ma in accordo con una nota formula di 
trasformazione dei campi E' si esprime in funzione: del campe:nel si- 
stema X mediante la relazione 1). 


E =E+-5 [vB], (63,1) 


ove v è la velocità del sistema X” rispetto al sistema KX, cioè, nel 
caso considerato, è la velocità del conduttore (che supponiamo natu- 
ralmente piccola rispetto alla .velocità della luce). ‘Troviamo così 


j=0 (E+ DI [vB] ) . (69,2) 


Questa è la formula-a determinare il legame tra corrente e campo 
nei conduttori in moto. A proposito della sua deduzione si deve fare 
la seguente osservazione. Nel passare da un sistema all’altro abbia- 
mo trasformato il campo lasciando invariata j. La trasformazione 


‘ 3) Cfr. II $ 24. Valori microscopici delle intensità dei campi elettrico e ma- 
gnetico sono sostituiti con loro medie e = E, h = B. 
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della densità di corrente implicherebbe per v& c la comparsa di ter- 
mini infinitesimi complementari di ordine superiore. Nella formula 
(63,2), invece, il secondo termine comparso in seguito alla trasforma- 
zione del campo è in generale non piccolo rispetto al primo benché 
contenga il fattore v/c. Così, se il campo elettrico stesso è condiziona- 
to dall’induzione elettromagnetica del campo magnetico variabile 
il suo ordine di grandezza contiene in più il fattore 1/c rispetto al 
campo magnetico. DT x 

La dissipazione dell'energia nel conduttore attraversato da una 
corrente non può dipendere, ovviamente, dal moto del conduttore. 
Perciò la densità di emanazione (in un secondo) di calore di Joule 
nel conduttore espressa in funzione della densità di corrente è data 
dalla stessa formula j?/o come nel conduttore immobile. Ma al posto 
del prodotto jE ora abbiamo 1) 


Taj (E+4 vB) | 


Quindi, nel conduttore in moto la somma E + [vB]/c funge da 
intensità « efficace » del campo elettrico che crea la corrente di con- 
duzione. Perciò la forza elettromotrice agente nel circuito chiuso 
C è data dall’integrale È 


{ 
€ =d(E++ [vB}) dl. (63,3). 
C 
Trasformiamolo nel seguente modo. Secondo l'equazione di Maxwele 
rot E= — 199 abbiamo 
c dt 
e_ 19 
$ Edi= | rotEdi=—13 | Bat, 
C S 8 


oppure, indicando con © il flusso magnetico attraverso la superficie 
S delimitata dal contorno della corrente, 


$ E dl= + (7) 


1) Si vede da questa formula che il calore complementare emanato (durante 
il tempo ét) nel conduttore animato dal moto nel campo magnetico è 


oi | ilar=—1 | su [jB] dY, 


ove du = vò? è uno spostamento durante il tempo òèt. Questa grandezza è uguale 
e opposta di segno al lavoro compiuto durante lo stesso tempo sul conduttore 
dalle forze f = [jB]/c; con ciò si chiarisce la contraddizione apparente men- 
zionata alla pag. 194. 
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La derivata rispetto al tempo con l’indice v = 0 significa la varia- 
zione del flusso magnetico dovuta alla variazione con il tempo del 
campo magnetico stesso per la posizione invariata del contorno C. 

Nel secondo termine scriviamo 
v = du/dt, ove du è uno spostamento 
infinitesimo dell’elemento di contor- 
no. Allora 


duB] dl B di 
$ (vBjar= | AQUIA _ _ Spa | 
C C 


‘ove dî = [du-dl] è un elemento d’a- 
‘rea della superficie «laterale » tra 
Fig. 38 due posizioni infinitamente vicine C' 

e C’ del contorno della corrente oc-. 

cupate da essa agli istanti # e # + dt (fig. 38). Poiché il flusso 
magnetico totale attraverso qualsiasi superficie chiusa è nullo, 
è chiaro che il flusso attraverso la superficie laterale è uguale alla 
differenza di flussi attraverso le superficie poggiate su C e C”. Quin- 


di, 
3 [vB] di= — (F7-) pcs 


ove la derivata rispetto al tempo significa la variazione del flusso 
magnetico dovuta allo spostamento del conduttore per il campo in- 


variato. 
Sommando i due termini otteniamo 


é= — i D (63,4) 


ove la derivata rispetto altempo significa ora il cambiamento totale 
del flusso magnetico attraverso il contorno in moto. In tal modo, la 
legge di Faraday esprimibile dalla formula (63,4) è vera qualunque sia 
la causa di variazione del flusso magnetico: dovuta sia alla variazione 
del campo stesso (di cui abbiamo “parlato nel 3 641, cfr. la formula 
(61,13)) sia al moto del conduttore. 

Nel campo magnetico costante la variazione del flusso può essere 
legata soltanto allo spostarsi del contorno. Se il contorno si muove in 
modo tale che tutti i suoi punti si spostino lungo le linee di forza sen- 
za intersecarle mai, il flusso del campo attraverso il contorno non va- 
ria. Questa circostanza è l'immediata conseguenza del fatto che il 
flusso magnetico attraverso qualsiasi superficie chiusa sia nullo, 
mentre il flusso attraverso la superficie «laterale » descritta dal 
contorno in moto in questo caso è nullo identicamente (poiche B, = 
= 0 su questa superficie). Si può dire quindi che per la comparsa del. 
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la forza elettromotrice induttiva è necessario comunque che il condut- 
tore nel suo moto intersechi le linee magnetiche di forza. 

Il campo elettromagnetico nei conduttori infmoto è definito dal 
sistema di equazioni 


Di 
dt ? 


(E+7 (vB), (63,5) 
div B =0. ì 


Esprimendo E della seconda equazione in funzione di H e sostitu- 
endo nella prima, abbiamo 


rotE=+ 


rt H=-t j- ro 


0B c? rot H 4 
i DIO [vB]= —7 10 ( ! . (63,6) 


In un conduttore omogeneo a conducibilità costante o e permeabilità 
magnetica 


SH _rot [vH]= 


Fr -——T—T AH, divH=0. (63,7) 


Tr Ou 
Queste equazioni generalizzano quelle dedotte nel $ 58. 

Tuttavia si deve osservare quanto segue: se esiste un solo condut- 
tore che si muove rigidamente (senza deformazioni) nel campo 
magnetico esterno, la soluzione del problema si semplifica notevol- 
mente per uso di un sistema di coordinate rigidamente legato al 
corpo. In questo sistema il conduttore è immobile mentre il campo 
esterno varia con il tempo secondo una legge in modo che ritorniamo al 
tipo di problemi sulle correnti di Foucault studiati nel $ 59. La pos- 
sibilità di questo passaggio è legata tuttavia non al principio di rela- 
tività di Galileo (o di Einstein) poiché il nuovo sistema di coordina- 
te in generale è non inerziale. L’equivalenza di ambedue i problemi 
è la conseguenza dell’indipendenza suindicata dell’induzione elet- 
tromagnetica dalla causa che implica la variazione del flusso magne- 
tico. La si può provare in modo matematico puro. A tale scopo svi- 
luppiamo l’espressione rot [vB] tenendo conto, in questo caso, che div 
B=0echke per il moto rigido del corpo anche div v = 0 (questa 
uguaglianza esprime la non compressibilità del corpo). Allora il 
primo membro dell equazione (63,6) assume la forma 


_ (BV) v. (63,8) 


Ma questa somma non è altro che la derivata di B rispetto al tempo, 
che determina la variazione di B rispetto al corpo in rotazione. Infat- 
ti, la somma dei primi due termini è la derivata <« sostanziale » 
rispetto al tempo dB/dt che dà la variazione di Bin un punto mo- 
ventesi a velocità v. Il terzo termine tiene conto del cambiamento 
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dell’orientazione di B rispetto al corpo: esso è nullo per il moto tra- 
slatorio puro (v = costante) e uguale a — [QB] per la rotazione del 

corpo (v = [Lr], ove 2 è la velocità angolare). | 
Per concludere il presente paragrafo consideriamo un fenomeno 
signolare (induzione unipolare) che si verifica per rotazione del con- 
duttore magnetizzato. Esso consiste in 


Ù quanto segue: se mediante due contatti 
4 scivolanti (A e B nella fig. 39) collegare 
C , aun magnete rotante un filo immobile 


attraverso quest’ultimo passerà la cor- 
rente. Non è difficile calcolare la forza 
elettromotrice che genera questa corrente. 
A tale scopo è più semplice passare a un 
sistema di coordinate rotante assieme al 
magnete. Se £ è la velocità angolare nel 
nuovo sistema il filo ruota con velocità 
angolare — £ (mentre il magnete è im- 
mobile). Quindi, abbiamo a che fare con 
un conduttore che si muove nel campo 
Fig. 39 magnetico costante B creato dal ma- 
gnete immobile: trascuriamo la defor- 
mazione del campo causata dal conduttore stesso. Secondo la for- 
mula (63,6) la forza elettromotrice agente tra gli estremi del filo 
è data dall’integrale 


i | vB] d= 1 \ [B [rQ]] dl, (63,9) 
C c 
ACB ACB 
esteso lungo il filo. Questa formula risolve il problema posto. 


Problemi 


1. Determinare il momento magnetico di una sfera conduttrice (con u = 1) 
che ruota uniformemente nel campo magnetico omogeneo costante; determinare 
il momento di forze agenti sulla sfera. 

Soluzione. Supponiamo che nel sistema di coordinate immobile (con l’asse 2 
lungo il vettore della velocità angolare 2) il campo esterno abbia le componenti 

,0, $,. Nel sistema di coordinate È, n, z rotante con la sfera le componenti 


9 
del campo sono 
be = $, 009 A, Oy = — ©, sent A, D, 
o, nella forma complessa, 
De = Ge i, On = — ivo 198, D, 

In tal modo, lungo gli assi È e n agisce un campo variabile di frequenza O e il 
momento magnetico da esso indotto è 

Al = V Re fa$t} = VOny (0' cos Qt + a” sen Qt), 

My = V Re {a6,} = VO, (—a' sen A + a” cos Wi), 
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ove Va è la polarizzabilità magnetica complessa della sfera trovata nel proble- 
ma 1 del $ 59. Lungo l’asse z, invece, il campo magnetico è costante e perciò 
non crea (per u = 1) momento magnetico. Le componenti del momento magne- 
tico rispetto al sistema di coordinate immobile sono 


Ma = Va'D.i, My = Va"Dx, M, = 0. 


Quindi, in questo problema a’ e a” determinano le componenti del momento 
magnetico della sfera nei piani dei vettori £ e , rispettivamente, e perpendi- 


colarmente a quest’ultimo. 


Il momento di forze agente sulla sfera è K = [MG]. Le sue componenti 
rispetto agli assi immobili sono - 


K,= Va"$,0,, Kgh= — Vo'0y0,, K,= — Va”Dà. 


Qui abbiamo ridotto il problema della sfera rotante nel campo al problema 
della sfera immobile nel campo variabile; ciò è del tutto naturale nella luce 
dell’osservazione fatta alla fine della soluzione del problema 4 del $ 59. Sotto- 
lineiamo un aspetto interessante di questa analogia: all'aumentare della fre- 
quenza © del campo magnetico variabile quest’ultimo viene « spinto » dalla 
sfera: nel limite © + co tutte le linee di forza « aggirano » la sfera senza pene- 
trare al suo interno; allo stesso modo da una sfera rotante rapidamente viene 
spinto il campo magnetico perpendicolare all’asse di rotazione. l 

2. Determinare la forza elettromotrice dell’induzione unipolare che com- 
pare tra il polo e l’equatore (fig. 39) di una sfera magnetizzata omogeneamente 
e rotante uniformemente attorno all’asse coincidente con l’asse di magnetizza- 
zione. : 

Soluzione. Al ruotare della sfera attorno alla direzione della sua magnetiz> 
zazione il campo da essa generato è costante. Tenendo anche conto che all'inter- 
no della sfera non esistono correnti dalla formula (63,6) troviamo che rot [vB] = 
= 0. Perciò l'integrale di [vB] esteso al contorno chiuso OA CBO (fig. 39) si an- 
nulla e, di conseguenza, l’integrazione secondo il cammino ACB nella formu- 
la (63,9) si può sostituire con quella secondo il cammino A0B passante all’in- 
terno della sfera. L’integrale esteso al segmento A0 dell'asse di rotazione si an- 
nulla per coincidenza delle direzioni £ e r e l’integrazione lungo la semiretta 028 
(tenendo conto della coincidenza delle direzioni B e £ all’interno della sfera) dà 


a 
1 (po-i._ Pea? 

6=T \ Br dr= 557 

0 
(a è il raggio della sfera e B, la sua induzione magnetica). In una sfera magnetiz- 
zata omogeneamente (se non esiste campo esterno applicato) il legame tra indu- 
zione e magnetizzazione è determinato dalle equazioni B, + 2H = 0 (cfr. 1(3,4)) 
e B, —_ H= 4nM e di qui B, = 81M/3. Introducendo il momento magnetico 
totale ef della sfera, infine otteniamo 

QM 
é& = . 


ac 


3. Trovare la carica totale descrivente un contorno lineare chiuso al variare 
(per causa qualsiasi) del flusso magnetico attraverso questo contorno da un va- 
lore costante (®;) a un altro (Dy). 

(o.°) 
Soluzione. La carica totale cercata è l'integrale | J dt, ove J (t) è la cor- 
I 

rente indotta nel contorno. Dal punto di vista matematico questo integrale rap- 
presenta la componente di Fourier della funzione Y (t) con frequenza ® = 0. 
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Perciò esso è legato alla stessa componente della forza elettromotrice mediante la 
relazione 


| gdi=z 0) | Ja: 


(cfr. la (61,3)). Sostituendovi Z (0) = R (con R la resistenza del contorno allà 
corrente continua) e € = — (1/c) dD/di abbiamo | 


$ 64. Eccitazione della corrente per accelerazione 


Studiando nel paragrafo precedente il moto del conduttore abbia- 
mo trascurato influsso possibile dell’accelerazione (qualora tale 
esista). Fra l’altro, il moto accelerato di un metallo è equivalente alla 
comparsa di forze inerziali complementari agenti sugli elettroni di 


conduzione. Se v è l’accelerazione del conduttore e m la massa 
dell'elettrone, questa forza vale — mv. Essa esercita sull’elettrone 
lo stesso influsso che creerebbe il campo elettrico di intensità mv/e, 
ove e è la carica dell’elettrone. Quindi, il campo elettrico efficace 
agente sugli elettroni di conduzione in un metallo animato da un 
moto accelerato è 

E=E+T v. (64,1) 
Rispettivamente per la densità di corrente abbiamo 


j=0E =o(E+tv). (64,2) 


| Esprimiamo E nella (64,1) in funzione di E°.e sostituiamo nell’equa- 
zione se | 


NE i dH 
rotE= — 3 
(ovunque poniamo ‘pu = 1). Allora 
rot E = — di —_ rot Vo (64,3) 


Scriviamo v nella forma della somma 


v= [Lr], 


no 
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ove u è la velocità del moto traslatorio e £ la velocità angolare della 
rotazione del corpo. Derivando rispetto al tempo troviamo l’accele- 
razione 


v= u + [2v] + [Ar] = u + [Lu] + [2 [Qr]]}+ [Ar]. 


I primi due termini sono indipendenti da r e perciò si annullano per 
derivazione rispetto alle coordiante. Il terzo termine può essère ri- 
scritto nella forma 


[2 [Qr]]} = — 4- grad [Qr]? 


e perciò il suo rot anch'esso si annulla. Infine, rot [Qr] — 20. Quin- 
di, sostituendo v nella (64,3) abbiamo 


+ 1 dH ), 2g 
rott = — c di x iQ 
oppure 
, { 0H' 
rot E = — td (64,4) 
ove abbiamo introdotto la notazione 
H=H-q, (64,5) 


e 
Poiché £ è indipendente dalle coordinate, l'equazione 
rot H=<L j 
conserva la sua forma se coprimiamo in essa H in funzione di H' 
rot H'=- ce. (64,6) 


Escludendo E’ dalle equazioni (64,4) e (64,6) otteniamo per H' la 
seguente equazione: 


, 4no èH' si, 6 

AH = co do (64,7) 

coincidente con quella cui H soddisfa nel conduttore immobile. 

All'esterno del corpo il campo verifica l'equazione AH = 0 (la 

lunghezza d’onda è supposta grande rispetto alle dimensioni del cor- 
po); la stessa equazione sarà verificata anche da H'. 

Infine, sulla superficie del conduttore con H sarà continuo anche 
H'. È diversa la condizione all’infinito: H tende a zero e H' a un li- 
mite finito, ossia a — 2mcL/e. 

In tal modo, il problema del campo magnetico variabile H attor- 
no a un corpo in rotazione non uniforme è equivalente al problema 
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del campo H' attorno a un corpo immobile collocato nel campo ma- 
gnetico omogeneo esterno di intensità 


$=—- one Q. (64,8) 


Partendo dalla soluzione H' di questo problema il campo cercato H° 
all’esterno del conduttore si ottiene per sottrazione di 6. 

Il campo magnetico così comparso, come ogni campo variabile, 
induce nel conduttore stesso correnti elettriche. In un corpo semplice- 
mente connesso queste correnti si manifestano sotto forma del momento 
magnetico acquisito dal corpo. In un’anello in rotazione non uniforme 
il fenomeno si rivela nella comparsa della forza elettromotrice (1° effetto 
Stewart-Tolman). 

Il fatto che nella formula (64,8) figura la velocità angolare stessa 
e non la sua derivata rispetto al tempo può fornire pretesto per un 
equivoco. Perciò ricordiamo che tutta la discussione e con essa il su- 
indicato senso della (64,8) si riferisce esclusivamente alla rotazione 
non uniforme. Infatti, per £ costante l’equazione (64,7) con la con- 
dizione richiesta all'infinito è soddisfatta identicamente dal valo- 
re H' = ; allora in virtù della definizione (64,5) abbiamo H = 0. 
Quanto al campo magnetico che compare per rotazione uniforme 
grazie all’effetto giromagnetico ($ 36), ‘esso rappresenta grandezza 
piccola che qui trascuriamo. 

E da notare anche che nella discussione abbiamo trascurato la 
deformazione che compare per rotazione non uniforme. Evidente- 
mente, questa deformazione non inciderebbe sull’effetto poiché il 
tempo caratteristico di variazione della velocità angolare è grande ri- 
spetto al tempo di rilassamento degli elettroni di conduzione per 
deformazione (ciò che è supposto). Infatti, la corrente elettrica in 
un conduttore è generata dal gradiente della somma @ + ty/e, ove 
q è il potenziale del campo e È, il potenziale chimico degli elettro- 
ni di conduzione (cfr. $ 26). La deformazione non omogenea crea 
il gradiente di &, che va compensato dal campo elettrico che si crea 
in virtà della condizione di equilibrio termodinamico eq + ©, = 
= costante, 


‘Problemi 


1. Determinare il momento magnetico di una sfera (di raggio a) che ruota 
non uniformemente. La velocità di rotazione è supposta così piccola che la pro- 
fondità di penetrazione è > a. 

Soluzione. Il momento magnetico acquisito dalla sfera nel campo 6 tt) 
(64,8) è 


A = Va 
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ove @ è un operatore la cui azione sulle componenti di Fourier della funzione 
$ (t) è determinata dalle formule ottenute nel problema 1 del $ 59. Per le com- 
ponenti con frequenze ® tali che è > a abbiamo 


AstmaSo 


15ce Q. 


MsVo (0) DE — iv 


Questa formula riscritta nella forma 

4smado  dOQ 
Me 15ce dit ° 
non contiene © in forma esplicita e perciò è vera anche per le funzioni £ (t) e- 
ot (t) non sviluppate in componenti di Fourier (è supposto che nel loro sviluppo 
figurino soprattutto le sole frequenze soddisfacenti alla condizione posta). 

2. Determinare la carica totale che passerà per un anello sottile circolare- 
per fermata della sua rotazione uniforme attorno all’asse perpendicolare al suo- 
piano. | 
Soluzione. Nella formula ottenuta nel problema 3 del $ 63 con © si deve. 
intendere il flusso del campo @ (64,8). La carica totale al variare dalla velocità. 


angolare da Q a 0 è 


00 . . : 
2me 1. moV _. 
Me. Var 
{ J di cRe 27109. Date Sd, 
— 00 


(b è il raggio dell'anello e V il volume del filo). ee sn 
3. Determinare la corrente che compare in un anello circolare supercondut- 
tore per fermata della sua rotazione uniforme. IT 
Soluzione. Dalla condizione di costanza del flusso magnetico ‘totale-attra— 
verso l’anello (cfr. la 54,5) troviamo 


2me? me?b9 
— 2— — ———_—_——_—_—_———_—___rr———T—r————_»6€ 
J cL 90 2e [ln (8b/a) — 2] 


(per il valore L si veda la nota alla pag. 273). 
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= 65. Equazioni del muto di un fluido in'un campo magnetico 


Se un mezzo conduttore liquido (o gassoso) si trova nel campo 
magnetico, i suoi moti idrodinamici inducono in esso campi elettrici 
s compaiono correnti elettriche. Ma sulle correnti nel campo magne:- 
‘tico agiscono forze capaci di incidere sensibilmente sul moto del 
fluido. D'altra parte, queste correnti cambiano il campo magnetico 
“stesso. Quindi, viene a crearsi un quadro complicato di interazioni 
tra fenomeni magnetici e idrodinamici, che deve essere studiato sul- 
Ja base di un sistema compatibile di equazioni descriventi il campo 
«. di equazioni di moto del fluido. 

Alla regione di applicazioni dell’ idrodinamica magnetica appar- 
tengono oggetti fisici più disparati: da metalli liquidi al plasma Co 
smico. Non discuteremo condizioni specifiche esistenti in oggetti 
-concreti diversi. Sottolineiamo però che l'applicabilità nel senso let- 
terale dell’idrodinamica magnetica chiede che per un moto conside: 
rato le distanze caratteristiche e gli intervalli di tempo siano gran- 
li, ovviamente, rispetto alla lungiezza del cammino e al tempo del 
moto dei portatori di corrente (elettroni e ioni). In alcuni casì, tut- 
tavia, le equazioni coincidenti formalmente con le equazioni del- 
d’idrodinamica magnetica per il fluido perfetto possono descrivere 
.anche il moto del mezzo con grande lunghezza del cammino. Tale 
situazione si verifica, ad esempio, in un plasma privo di equilibrio 
in: cui la temperatura ‘degli elettroni è di gran lunga superiore a.quel- 
ila degli ioni (cfr. X $ 98). 

La permeabilità magnetica dei mezzi trattati infatti dall’idrodi- 
mamica magnetica differisce poco da 1, e questa differenza è inessen- 
“ziale per i fenomeni qui studiati. Perciò ovunque nel presente capi- 
tolo poniamo u = 11). 

Costruiamo soprattutto un sistema di equazioni magnetoidrodina- 
‘miche nelle condizioni in cui si possono trascurare tutti i processi 
«dissipativi, cioè per il fluido perfetto. Ciò vuol dire che vanno tra- 


1) Nella letteratura dedicata all’idrodinamica magnetica il campo® ma- 
xgnetico sotto queste condizioni spesso si denota con B, sottolineando con ciò 
«che si tratta precisamente dell'intensità microscopica media h = B. Tuttavia, 
‘useremo qui la notazione H per non violare l'uniformità con gli altri capitoli 
«iel presente libro in cui si studiano mezzi non magnetici, 
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scurati sia i processi di viscosità e di conduzione termica che la fini- 
tezza della conducibilità elettrica del mezzo o; quest ‘ultima grandez- 
za è supposta grande a piacere. 

Ponendo 0 + co nelle equazioni (63,7) scriviamo 


div H=0 (65,4) 


24 a rot [vH]. 69,2) 


ot 


Le equazioni idrodinamiche contengono l’equazione di continuità 
dp . : - ji 
3 + divpv=0 (65,3) 
{op è la densità del liquido) e l’equazione.di Eulero 
dv .__ È 1 f 
3 +. (VV)v= —pVPtT 


ove f è la densità di volume di forze elettromagnetiche, in questo 
caso, estranee. In accordo con la formula (35,4) abbiamo 


; 1. 1 
Quindi, l'equazione di moto del fluido assume la forma 
N i (vy)v= A vp-4 rot H] (65,4) 
i i 2 AT ° ’ 


A queste equazioni si; devono aggiungere anche l'equazione di stato 
P=P(p, T) (69,9) 


che lega reciprocamente pressione, densità e temperatura, e l’equa- 
zione di conservazione dell’entropia esprimente adiabaticità del mo- 
to se non esiste dissipazione: 


d e) 
Podi vys=0 (65,6) 


ove s è l’entropia di unità di massa del fluido e 
d 6 | 
asa. 


esprime la derivata « sostanziale » esprimente la variazione del va- 
lore per spostamento assieme alla particella in moto nel fluido. Le 
equazioni (60,1-6) formano il sistema totale di equazioni magnetoi- 
drodinamiche per il fluido perfetto, 
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Come è noto, l'equazione di Eulero si può ridurre (ricorrendo an- 
che all’equazione di continuità) a forma che esprime la legge di con- 
servazione dell'impulso: 


dov; __ II; 

—- = (65,7) 
ove- II; è il tensore della densità di flusso d’impulso {cfr. VI $ 7). 
Se non esistono forze estranee 


In = pvivn + Pò. 


Trasformando l’ultimo termine dell’equazione (65,4) mediante l’ugua- 
glianza 


[Hrot H]}=-> VA°— (HV) H 


tenendo anche conto che div H = 0Hy/tz. = 0, troviamo che 
nell’idrodinamica magnetica 


IH = Pla +: Pò, -% a Hilly— SCI 2 H?0n). (69 8) 


Come si deve al tensore IlI;, si aggiunge il tensore degli sforzi de Max- 
well. 

La legge di conservazione dell’ energia di idrodinamica ordinaria 
è espressa dall’equazione 


CA (LÉ + pe)=— diva, a=pv(+-+%) 9 


oveeew = e + P/o sono l’energia interna e la funzione termica di 
unità di massa del liquido; essa deriva automaticamente dall’equa- 
zione di moto (cîr. VI $ 6). Se nel mezzo conduttore esiste un campa 
magnetico alla densità di energia si aggiunge l’energia magnetica 
H*/8n e alla densità del flusso di energia il vettore di Poynting 
S = c [EH]/4x. Nell'ultimo, inoltre, bisogna esprimere E in funzio- 
ne di H mediante la formula 


E= —-- [vHI, (65,9) 
che si ricava dalla (63,2) per o + co (e j finita)!). In tal modo, la 


conservazione dell’energia nell’idrodinamica magnetica è espressa 
dall’equazione 


2 
3 (5 O +pe+--)= —divq (65,10) 


1) Questa espressione corrisponde al campo E' (63,1) nullo nel sistema di 
coordinate che si muove assieme con un dato elemento di volume del liquido; in 
un mezzo conduttore perfetto ha luogo lo schermaggio totale del campo 
elettrico. 
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nella quale la densità del flusso di energia è 
2 1 
q= pv (+) + (HvH]]. (65,11) 


Queste equazioni si possono provare facilmente con calcolo diretto. 

Il sistema di equazioni magnetoidrodinamiche suindicato è ba- 
sato sul fatto che nelle equazioni di Maxwell è stata trascurata la 
corrente di spostamento. Ciò vuol dire che si parte dall’ipotesi che 


| < |rot HI]. (65,12) 


e 
Esprimendo E in funzione di H mediante la formula (65,9), di qui 
ricaviamo la condizione 


vola <A (65,13) 


ove / e t sono parametri di lunghezza e di tempo caratteristici per 
il moto considerato. Dall’espressione (65,2) ricaviamo la stima 
Ut v, e, in questo caso, mediante la (65,13) troviamo la condizione 
v<c esprimente cioè che il moto deve essere non relativistico (ciò 
che abbiamo supposto fin dall’inizio). Dall’equazione (65,4) rica- 
viamo la stima pv/t — H?/l che nell'insieme con la (65,13) fornisce la 
seguente condizione per la grandezza del campo magnetico: 


H?< pe?. (65,14) 


Badiamo al fatto che a primo membro dell’equazione (65,10) 
non figura l’energia elettrica £?/8r e a primo membro dell’equazione 
(65,7) manca l’impulso del campo elettromagnetico S/c?. Ciò è do- 
vuto automaticamente al fatto che è trascurata la corrente di spo- 
stamento. La piccolezza dell’energia elettrica rispetto a quella ma- 
gnetica corrisponde alla disuguaglianza E — vH/c« H, ela piccoleze 
za di S/c° — EHlc- vH?/c® rispetto a pv alla disuguaglianza (65,14). 

Torniamo all’equazione (65,2) alla quale è possibile dare un’inter- 
pretazione intuitiva importante (H. Alfuén, 1942). Sviluppiamo rot 
a secondo membro, tenendo conto in questo caso che div H = 0: 


——==(HV)vT—(vV)H—-Hdivv. 


Sostituendovi in accordo con l’equazione di continuità (65,3) 


. a 1 dp xv 
divv= —P Ud — p Vos 
dopo un semplice raggruppamento di termini otteniamo 
ò H d H H 
(+) =i7=(7 v)v. (65,15) 


D'altra parte, consideriamo una «linea fluida », cioè quella 
che si sposta assieme con le particelle del liquido che la costituiscono. 
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Sia él un elemento di lunghezza di questa linea; vediamo come esso 
cambia con il passare del tempo. Se v è la velocità del liquido in un 
punto a un estremo di él, la sua velocità all’altro estremo sarà v + 
+ (61V)v. Perciò durante il tempo dt l’elemento él cambia di 
dit (6IV) v, cioè 


È 
7 dI = (81V) v. 


Vediamo così che la variazione con il tempo dei vettori él e H/p 
è determinata dalla stessa equazione. Ne segue che se all'istante ini- 
ziale questi vettori coincidono per direzione, essi resteranno paral- 
leli anche nel seguito e le loro lunghezze cambieranno in modo re- 
ciprocamente proporzionale. In altre parole, se due particelle del li- 
quido infinitamente vicine si trovano sulla medesima linea di forza, 
esse resteranno anche nel seguito sulla medesima linea di forza e la 
grandezza H/p cambierà proporzionalmente alla loro distanza. 

Passando dai punti infinitamente vicini a quelli che sono separa- 
ti da qualsiasi distanza finita, possiamo concludere che ogni linea 
di forza si sposta assieme alle particelle del liquido che le appartengo- 
no. Si può dire che (per o + co) le linee magnetiche di forza come se 
fossero « congelate » nella sostanza del liquido esi spostano con essa. 
La grandezza H/o varia in ogni punto proporzionalmente alla disten- 
sione della corrispondente « linea fluida ». Se il fluido in moto si 
può ritenere incompressibile, allora p = costante e, in questo caso, 
varia proporzionalmente alla distensione delle linee di forza l’inten- 
sità stessa MH. 

Questi aspetti hanno un altro aspetto intuitivo. Da essi deriva 
che per uno spostamento con il tempo di un contorno liquido chiuso 
quest’ultimo non interseca le linee di forza. Ciò significa (cfr. $ 63) 
che il flusso del campo magnetico attraverso superficie qualsiasi, 
poggiata su un contorno liquido, resta invariabile con il tempo. 


$ 66. Processi dissipativi nell’idrodinamica magnetica 


Nell’idrodinamica ordinaria i processi dissipativi sono determi- 
nati da tre grandezze: due coefficienti di viscosità e oefficiente di 
conducibilità termica. Questo numero di coefficienti notevolmente au- 
menta nell’idrodinamica magnetica: sia per comparsa di nuove. 
grandezze di natura elettrica sia per esistenza in ogni punto di 
una direzione H fissa, ciò che viola l’isotropia del liquido. Limitia- 
moci tuttavia al caso semplice in cui tutti i coefficienti cinetici si 
possono supporre costanti lungo tutto il mezzo, cioè indipendenti 
dalla grandezza e dalla direzione del campo magnetico. Allora ai 
coefficienti ordinari di viscosità n, CZ e di conducibilità termica % 
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si aggiunge una sola grandezza, ossia la conducibilità elettrica 0'1).. 

L'ipotesi sull’indipendenza dei coefficienti cinetici dal campo ma- 
gnetico significa che siano soddisfatte determinate condizioni che: 
limitano notevolmente la regione di applicabilità delle equazioni 
rispetto alle equazioni magnetoidrodinamiche per il liquido perfet- 
to. E precisamente, deve essere piccola la lunghezza del cammino de- 
scritto dai portatori di corrente rispetto al raggio di curvatura della; 
loro traiettoria nel campo magnetico; in altre parole, la frequenza 
di collisioni deve essere grande rispetto alla frequenza di Larmor dei 
portatori di corrente. Questa condizione è violata in un mezzo troppo: 
rarefatto o in un campo magnetico troppo forte 2). | 

Per tener conto della viscosità e della conduzione elettrica l’equa- 
zione (65,2) va sostituita con l’equazione completa (63,7) 


dH Le 

Gi = 10 [vH] += 4H, (66,1) 
mentre al posto dell'equazione di Eulero (65,4) si scrive l’equazioné 
di Navier-Stokes 


a tVy= = VP+ o VT (+3) vdivv 
1 


È da notare che l’equazione (66,1) non contiene viscosità; perciò la 
proprietà di « congelamento » delle linee di forza per 0 +;00 resta 
anche in un fluido viscoso perfettamente conduttore. 

L'equazione di adiabaticità (65,6) si sostituisce da un'equazione 
esprimente il trasporto di calore. Nell’idrodinamica ordinaria essa 
si scrive 


pT (37 + vWS) = 0 gt + div (avT) 
(cîr. VI $ 49). L’espressione a primo membro dell’uguaglianza rap- 
presenta la quantità di calore (riferita a 1 cm°) emanata in un secondo 
da un elemento di fluido in moto. L'espressione a secondo membro, 
invece, è l'energia dissipata nello stesso volume durante lo stesso 
tempo. Il primo termine è legato alla viscosità; 0; è il terisore vi- 
scoso degli sforzi “i 


so / dv; dv 2 è ) . 
Cin = ( da 1 dai 3 6; div v) + É6;, div v. 


1) Il legame tra corrente e campo elettrico in un mezzo termodinamica- 
mente non omogeneo ma isotropo in ogni punto è contenuto anche nel coeffi- 
ciente termoelettrico « ($ 26). Ma se questo coefficiente è costante esso va 
omesso nelle equazioni di moto. i 

2) La questione delle equazioni magnetoidrodinamiche per il plasma quando 
queste condizioni sono violate è trattata nell’altro volume del Corso: X $$ 08, 09, 
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Il secondo termine esprime la dissipazione legata alla conducibilità 
termica. Per un fluido conduttore qui si deve aggiungere anche il 
calore di Joule che, riferito a unità di volume, vale 


t_ 
(rot H)?, 


= 


Perciò l'equazione del trasporto di calore nell'idrodinamica magne» 
tica si scrive nella forma 


pT (F+ vVs) =Gik 3 


Al tensore di densità del flusso di impulso si aggiunge il tensore 
viscoso degli sforzi: 


Hz = priva + Pon — cîn—7 (H; H,-H%n). (66,4) 


2a 


+xAT + 7 (rot H)?. (66,3) 


La densità del flusso di calore è data ora dall'espressione 
2 
q= pv (7 +%) — (v0') VT +— [H [vH]]— ire [H rot H] 
I (66,5) 


ove (vo') è un vettore avente corne componenti 0;z0,. Qui si aggiun» 
gono termini legati sia alla viscosità e alla conducibilità termica che 
alla conducibilità elettrica; quest’ultimo si ottiene sostituendo l’in- 
tensità E della (63,2) nel vettore di Poynting 


—i_ dt _ 
E=7=3 [vH] = 


(66,6) 


Le equazioni si rendono più semplici se si può supporre incompres= 
sibile liquido in moto. In questo caso l'equazione di continuità si 
riduce a div v = 0 e nell'equazione (66,2) scompare il penultimo ter- 
mine. Scriviamo ancora una volta il sistema di equazioni (nelle 
equazioni (66,1-2) è comodo allora trasformare i termini rot [vH] 
2 [H rot H] mediante le note formule dell’analisi vettoriale): 


divH=0,divv=0, (66,7) 


2 4 (vv) H= (H7) v+2 AH, (66,8) 


La + (vViv= -. V: (P+ 4) + (HV) H+wAv (66,9) 


{v = n/o è la viscosità cinematica). Quanto all’equazione (66,3), 
essa non serve alla soluzione dei problemi del liquido incompressi- 
bile se non presenta interesse speciale la distribuzione della tempera- 
tura in esso. 

Nell’idrodinamica ordinaria si introduce, come è noto, il nume- 
ro di Reynolds che caratterizza il ruolo dei termini viscosi rispetto a 
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quelli di convezione nelle equazioni di moto: AR = ul/v con leun 
n l/a due parametri caratteristici della lunghezza e della velocità per 
un moto considerato nel liquido. Accanto a questo numero l’idro- 
dinamica magnetica consente l'introduzione del numero magnetico di 
Reynolds | | 
m vm b m 4ao 3 i) 

che caratterizza il ruolo del termine contenente la conducibilità 
nell'equazione (66,1). Questo termine è analogo a vAv nell'equazione 
di Navier-Stokes e la grandezza vm funge da « coefficiente di diffu- 
sione » del campo magnetico. Per £_, > 1 risulta possibile trascura- 
re questo termine. Tuttavia, la questione dei casi in cui di fatto sia 
possibile trascurare processi dissipativi nel fluido non ha risposta 
generale poiché le condizioni corrispondenti dipendono sostanzial- 
mente dal carattere concreto del moto; esse sono completamente di- 
verse, ad esempio, per moti stazionari e non stazionari. 

Nel caso limite inverso di un liquido conduttore cattivo Rn «1 
il sistema di equazioni magnetoidrodinamiche diventa molto più 
semplice (S.I. Braginskij, 1959). 
— Il fatto è che in questo caso la perturbazione del campo magneti- 
co da parte del liquido in moto è piccola. Se il campo imperturbato 
$ è indipendente dal tempo (ciò che è supposto in seguito), la sua 
variazione H' nel liquido in moto si può valutare confrontando due 
termini a secondo membro dell'equazione (66,1): 


rot [vl - vnAH' 


di qui H'— R,,6 e perR<4si ha effettivamente H'< $. Tra- 
scurando questa variazione si può supporre il campo magnetico H 
coincidente con quello (£) che sarebbe creato da sorgenti esterne 
nel vuoto. In questo caso, essendo & costante, abbiamo rot E = 
= — c-106/8t = 0, vale a dire che il campo elettrico è potenziale: 
E = — vo. L’equazione per il potenziale si può ottenere dall'ugua- 
glianza div j = 0 che si verifica identicamente se si trascura la 
corrente di spostamento (cioè in virtù dell'equazione rot H = 4nj/c). 
Sostituendovi la densità di corrente nella forma 


e osservando che’ per il campo imperturbato rot @ = 0, otteniamo 
(per o = costante) l'equazione | 


Ag=4 grotv. (66,11) 
La seconda equazione è quella di Navier-Stokes 
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(la scriviamo per un liquido incompressibile) nella quale la densità 
di volume «di forze esterne è” 


=4 61= {[ovol+T[616w1]}. — (66,13) 


Le equazioni (66,11-13) formano il sistema cercato. 


$ 67. Flusso magnetoidrodinamico tra piani 
paralleli 


Un esempio istruttivo del moto magnetoidrodinamico di un 
fluido conduttore viscoso è fornito dal flusso stazionario nello spazio 
tra due piani solidi paralleli e nella direzione parallela ai piani è 
applicato un campo magnetico omogeneo S(J. Hartmann, 1937). 
Questo moto è analogo elementare della corrente di Poiseuille 
nell’idrodinamica ordinaria. 

È naturale supporre che la velocità del liquido abbia ovunque la 
medesima direzione (che consideriamo come l’asse x); essa dipende 
esclusivamente dalla coordinata z nella direzione perpendicolare ai 
piani solidi. Si può dire lo stesso del campo longitudinale H, che 
si crea grazie al moto del liquido. La pressione P, invece, dipende 
anche da x poiché nella direzione del moto esiste il gradiente della 
pressione che rende stazionaria la corrente. L'equazione div v = L 
si verifica identicamente e. dall’equazione div H = 0 segue che H, 
= costante = $. In virtù della componente z dell’equazione (66, 9) 
la somma 

H2 


P+xi 


è funzione esclusivamente di x. Poiché, al tempo stesso, H, è indi- 
pendente da x, il gradiente della pressione dP/dx potrebbe essere fun- 
zione della sola x e infatti uguale (per omogeneità lungo l’asse x) 
alla grandezza costante — AP/I (AP è la calata della pressione sul- 
la lunghezza |). | 

In seguito, le componenti x delle equazioni (66,8-9) danno 


dv c? Ha 
9 da 1 bra dz? =0, (67,1) 
d? dHy AP 
1] Ta + È da OSE — 7» (67,2) 


Le condizioni di frontiera sulle superficie solide richiedono che sia 
nulla la velocità del fluido viscoso e anche continua la componente 
tangenziale dell'intensità del campo magnetico: 


v=0, H,= Oper 2 = + a, 
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ove 2a è la distanza tra due piani solidi e il piano z = 0 si:trova a 
metà tra questi due piani. La soluzione delle equazioni (67,1-2) 
soddisfacente a queste condizioni è 


__,, ch(a/8)—ch(z/8) _ca/ 
O A RA 


(67,3) 
_ 47 a/-7(z/a) sh (2/6) — sh (2/6) (i 
H,= Voti — 


La costante v, è la velocità del liquido nel piano di mezzo z = 0. 
Il suo legame con il gradiente della pressione si può ottenere sosti- 
tuendo la (67,3) nella (67,2). La velocità media (rispetto alla sezione) 
del liquido è 


v=- foa:= 42% (om t-d) (67,4) 


Di criterio di influsso del campo magnetico sul flusso di fluido 
rispetto all’influsso della viscosità serve la grandezza 


a a$ CA 
G=7=7 / (67,5) 
(detta numero di Hartmann). Per G<41 si ha 
I 22 \ = AP a | 
v=v(1-47), VETO By (67,6) 
cioè la corrente di Poiseuille ordinaria. Se invece G>14 allora 
v=vol1—exp ( — L=” = di e 67,7) 


All’aumentare del campo magnetico il profilo delle velocità diviene 
più piano nella gran parte della sezione e ciò diminuisce la velocità. 
media del moto (per dato gradiente della pressione); la caduta fon- 
damentale della pressione si verifica negli strati in prossimità delle 
pareti di spessore — È. 

Il moto del liquido implica la comparsa di un campo elettrico 
nella direzione dell’asse y. Essendo il moto stazionario, rot E= 0 
e di qui E, = costante. Nel liquido passano correnti di densità. 


; ” » 
h=0 (5-78). 
Ma la corrente totale attraverso: la sezione del liquido deve essere 
nulla; infatti, poiché al tempo stesso 7, = (c/4n) (rot H),, allora 
o sE 


( 0Hx IRE 
|h&=% \ dr d:=-—(H,(a)—H,(—a)}=0 


-Q a 
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Perciò abbiamo 
| Ìy da= 2006, —— 9 | vdz=0 


di qui 
ca v " 


$ 68. Configurazioni di equilibrio 


: L'equilibrio di un fluido perfettamente conduttore (per fis- 
sare le idee, parleremo qui di un plasma) che è a riposo nel campo 
magnetico costante si descrive mediante le equazioni 


vP= 4 [jH], (68,4) 
j=-£_rot H, (68,2) 
divH=0. (68,3) 


La prima di esse è l’equazione (65,4) nella quale è posto v = 0 e 
introdotta, per maggiore evidenza, la densità di corrente elettrica 
legata al campo magnetico mediante l’equazione di Maxwell (68,2). 
Nel presente paragrafo studieremo alcune proprietà generali delle 
configurazioni di equilibrio che sono conseguenza delle equazioni 
scritte a prescindere da questioni complicate e molto diverse sulla 
loro stabilità ). 

Moltiplicando scalarmente l’equazione (68,1) per H o per ij tro- 
viamo che | | 


(HV)P = 0, (jv)P=0 (68,4) 


cioè che sono nulle le derivate della pressione lungo le linee magneti- 
che di forza e lungo le linee di corrente. In altre parole, le une e le 
altre giacciono sulle superficie 


P (x, y, 2) = costante; (68,5) 


1) Risultati principali inerenti a questa questione (nei limiti dell’idrodi- 
namica magnetica) si possono trovare nell’articolo di 8.B. Kadomtsev « Sta- 
bilità idromagnetica del plasma » nel libro « Questioni della teoria del pla- 
sma », edizione russa, Mosca, 4963. 
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esse si chiamano superficie magnetishe. In linea di massima ciascuna 
superficie magnetica potrebbe essere frontiera della configurazione 
di equilibrio 1). 
Le equazioni di equilibrio (68,1-2) si possono rappresentare an- 
che nella forma 
e =0, Ml = Pb 7 (HHh-5 H°ò;x}, (63,6) 
se si parte dall’equazione di moto riscritta nella forma delle equa- 
zioni di conservazione dell’impulso (65,7-8). Moltiplicando queste 
equazioni per x, integriamole rispetto a un volume delimitato da 
una superficie chiusa. Trasformando l’integrale in parti e osservando 
che dx,/0x; = 6;x, otteniamo ?) 


{Pad =$ ina df (68,7) 


Dopo la sostituzione dell’espressione di II;, dalla (68,6) questa ‘ugua- 
glianza assume la forma 


S(a24+-47) = ${(2+£) Mt)a (89 


(S. Chandrasekhar, E. Fermi, 1953). 

Supponiamo che il plasma occupi in volume finito all’esterno 
del quale la pressione P = 0, e che al suo esterno non esistano 
sorgenti del campo (conduttori rigidi con corrente). Allora lon- 
tano dal plasma il campo decresce come 1/r*, e se si integra rispetto a 
tutto la spazio l’integrale di superficie si annulla. Ma l'integrale del- 
la grandezza 3P + H?/8N positiva a priori non può essere nullo. Ne 
segue l'impossibilità di esistenza di una configurazione di equili- 
brio limitata nello spazio che non sia mantenuta dal campo magneti- 
co alimentato da sorgenti esterne; se queste sorgenti esistono il sé- 
condo membro dell’uguaglianza (68,3) si riduce all’integrale di 
loro superficie e la condizione, in principio, può essere soddisfatta 
(V.D. Safranov, 1957). ! 

Consideriamo una configurazione illimitata elementare, ossia 
una stringa di plasma (o pinch plasmico 3)) cilindrica e infinitamente 
lunga omogenea per tutta la sua estensione; nel sistema di coor- 
dinate cilindriche r, @, z con l’asse z diretto lungo l’asse della strin- 
ga tutte le grandezze in essa dipendono esclusivamente dalla sola 
coordinata radiale r. La componente radiale H, deve essere nulla; 
in caso contrario, in virtù dell'equazione 


1) La pressione P è determinata dalle equazioni (68, 1-2) soltanto a meno di 
una costante additiva qualsiasi. Perciò ciascuna delle superficie magnetiche 
può essere la superficie P = 0. 

2) Questa deduzione è simile a quella del teorema del vitiale; cfr. II $ 94, 

8) Dall’inglese to pinch — stringere. 
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divH=+-£(rH,)=0 , H,= an 


essa diventerebbe infinita per r > 0. Lo stesso si riferisce a j, in 
virtù dell'equazione div j = 0 che deriva automaticamente dalla 
(63,2). 

L’uguaglianza (683,2) scritta per componenti dà 


. c dH, A 
l= aa» h= ta F (Ho). 


Dalla seconda di queste formule abbiamo 


Hy= SL, JM={j,2ardr. (68,9) 
0 
Dopo questa trasformazione l’equazione (68,1) assume la forma 
dP ___A1 dI? 1 dH3? 
—a3mis i 3a de (68,10) 


Qui sono possibili due casi particolari essenzialmente distinti. 
In uno di essi (detto pinch) H,= 0ej9=0. Moltiplicando l’equa- 
zione (68,10) per r? e integrandola rispetto a r da 0 al raggio della 
stringa a (con la condizione di frontiera P (a) = 0), otteniamo una 
condizione di equilibrio sotto la forma 


P(r)-2ardr= 50 @ | (68,11) 
0 : 


con J (a) come corrente totale lungo la stringa (W. Bennett, 1934). 
Il mantenimento della configurazione d’equilibrio è realizzato, in 
questo caso, dal campo della corrente Ne n 

Nell’altro caso (pinch teta *)) HH =0 e j;= 0. Allora dalla 
(68,10) ricaviamo 


ali _ © 
P43=%7 (68, 12) 


con $ il campo magnetico longitudinale lungo la stringa. Il mante- 
nimento del plasma si realizza qui dal campo longitudinale esterno. 

In una configurazione a simmetria assiale limitata arbitrariamente 
nello spazio le componenti radiali H, e j, possono essere non nulle 
(nella configurazione toroidale). Inoltre, tutte le grandezze possono 
dipendere ora non soltanto da r ma anche da z. 


1) Il nome provviene dall’angolo in coordinate cilindriche che spesso si 
denota con là lettera 0. 
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Le equazioni (68,1-3) scritte per componenti assumono la for- 
ma 

, . 0P 
° i Ho—jeHd,=c— 


. . OP . . 
jel,—j.Hy=677 , j.Hr=jrH, (68,13) 


dr dz 
N c 9dHy . > e OH SH 
Jr = dna dd Ja ora nai (ro), = ( Ga dr ). 
(68,14) 
+3 (HA) +2 =0, (68,15) 


Ba | 

La conseguenza immediata (già dalla scrittura vettoriale della 
(68,1)) di queste equazioni è la seguente: se la densità di corrente è 
distribuita în modo azimutale (jr = j, = 0, je # 0) il campo magne- 
‘tico è diretto lungo il meridiano (Hy = 0). Se, invece, il campo è azi- 
mutale si può accettare una proposizione più forte: la densità di cor- 
rente è distribuita non soltanto lungo il meridiano magnetico, ma 
anche tutta la configurazione d’equilibrio non può essere altro che 
del tipo pinch z (jj = 0, Hg e], sono indipendenti da z); ciò si 
prova facilmente escludendo P dalle prime due equazioni (68,13) e 
usando in seguito le equazioni restanti. 

Il sistema di equazioni (68,13-15) può essere ridotto a una sola 
equazione (V. D. Safranov, 1957; H. Grad, 1958). 

A tale scopo introduciamo le grandezze 


r r 
p (r, 2)= | H,:2ardr, J(r,z)= \ j,-2nr dr (68,16) 
0 0 


ossia il flusso magnetico e la corrente totale attraverso un cerchio 
del raggio r perpendicolare all’asse z. Da queste definizioni e dalle 
equazioni div H = 0 e div j = 0 troviamo le componenti meridiane 
del campo e della densità di corrente: 


H,= 0%, g,=_1_ 9% 


d2nr dz ° 2° 2nxr dr ° 


405 ,__1 9J (68,17) 


TT Dar di laT. 2rr. dr * 


Queste espressioni mostrano che i gradienti di p e YJ sono ortogonali 
alla linea magnetica di forza e alla linea di corrente, rispettivamente. 
Ricordando quanto detto all’inizio del paragrafo delle superficie 
(68,5), ne deduciamo che le grandezze p e Y sono costanti sulle super- 
ficie magnetiche e, quindi, ogni coppia delle grandezze y, J, P 
può essere espressa in funzione della terza. In particolare, 


P=P (9), I=I (9). (68,18) 
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Le componenti azimutali del campo e della corrente si ‘esprimono in 
funzione di p e Y mediante le equazioni (68,14): 


2J e [9 19%, 0% 
et h= alata). (68:19) 


Infine, sostituendo le espressioni ottenute nella prima delle equa- 
zioni (68,13) troviamo l’equazione cercata 


9% A su 08 aP 82 dJ? 
arr anta (6a aa: (6820) 


Assegnando una dipendenza concreta (ma considerata in modo ar- 
bitrario) P (4) e J (y) e risolvendo questa equazione, otteniamo una 
configurazione d’equilibrio in principio possibile; la distribuzione 
del campo e delle correnti in essa è determinata dalle formule (63,17) 
e (68,19), mentre le superficie magnetiche sono date dalle uguaglian- 
ze w (r, z) = costante. 

A titolo di illustrazione consideriamo l’espressione 


4 mi dA ju | 
Si r+19) 8447 GR, (68,24) 
che è soluzione dell'equazione (68,20) per dP/dyw = costante {e 
dJ*/dy = costante; py, 4, è, A sono costanti e, inoltre, | 


dP 83 dI? pn 
16n8 = — apo, Se di = BRA, 


Questa soluzione descrive una configurazione toroidale composta 
di due superficie magnetiche toroidali w = costante incluse l'una 
nell’altra; ciascuna di esse può essere accettata come frontiera del 
plasma, P = 0. La superficie più interna degenera in una linea, 08- 
sia circonferenza r = A, z = 0 (questa linea si chiama asse magneti- 
co). In prossimità dell'asse magnetico 


P_i R°(6+1) +4 R2(a—1) (r-R)? 


Così, se db + 1 > 0, a > 1, le sezioni delle superficie magnetiche in 
prossimità dell’asse sono delle ellissi. All’allontanarsi dall’asse 
p cresce e la pressione cade. All’esterno della superficie con P = 0 
(frontiera del plasma) il campo magnetico necessario per il manteni- 
mento dell’equilibrio è determinato dall’equazione (68,20) con il 
secondo membro nullo e con le condizioni sulla frontiera di continuità 
della funzione w e della sua derivata normale. 
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$ 69. Onde magnetoidrodinamiche 


Consideriamo la propagazione di piccole perturbazioni in un mez- 
zo conduttore omogeneo sito nel campo magnetico uniforme costan- 
te H,. In questo caso supporremo il fluido come perfetto, trascuran- 
do cioè tutti i processi dissipativi in esso 1). 

Partiamo dal sistema di equazioni magnetoidrodinamiche (65,1-4). 
L'equazione di adiabaticità (65,6) non significa altro che se il 
mezzo imperturbato è omogeneo si avrà anche nel mezzo perturbato 
s = costante, cioè che il moto è isoentropico. 

Poniamo | 


H=H,+ bh, O=po +. P=P,+.P, 


ove con l’indice 0 indichiamo valori d’equilibrio delle grandezze 
mentre h, o’, P’ ne sono piccole variazioni nell’onda. È piccola del- 
lo stesso ordine anche la velocità v nulla in equilibrio. In virtù 
dell’isoentropicità del moto le variazioni della densità e della pressio- 
ne sono connesse mutuamente mediante l'uguaglianza 


p‘ = uso 


ove uf = (0P/6p)s è il quadrato dell’ordinaria velocità del suono nel 
mezzo considerato. Trascurando nelle equazioni (60,1-4) i termini 
infinitesimi di ordine superiore al primo, otteniamo il' seguente 
sistema di equazioni lineari: 


divh=0, <® —rot [vb], + pdivv=0, 


— tè vp [Hroth] 
o) p 45 n “° 


(69,1) 


dv __ 

dt 

Qui e più avanti, per brevità, l'indice 0 per i valori d’efuilibrio è 
omesso. | | 

Cerchiamo la soluzione di queste equazioni nella forma dell’onda. 

piana » ei(kr-®t), Allora il sistema (69,1) si riduce al sistema di equa- 

zioni algebriche 

— oh = {k [vH]], @p/ = pkv, 

FERA (69,2) 

_ OV + p_ k= — Zap [H [kh]] 


(l'uguaglianza kh = 0 derivante da div h = O si verifica automati- 
camente e la si può non considerare separatamente). 

La prima delle equazioni (69,2) mostra che il vettore h è perpen- 
dicolare al vettore d’onda la cui direzione consideriamo come l’asse 


1) La condizione di ammissibilità di tale trascurazione sta nel valore pic- 
colo di smorzamento delle onde che è stato calcolato nel problema di questo 
paragrafo. | 
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x. Il piano passante per k e H consideriamo come il piano xy. Inol- 
tre, introduciamo la velocità di fase dell’onda u = ©/k. Escludendo 
g' dalla terza equazione mediante la seconda e riscrivendo le equazio- 
mi per componenti, otteniamo il sistema “egnente: 


uh,= —v.Hy, uv,= -{ ha (69,9) 
uby=vaHy—vyHy, uvy= — je-hy 
(69,4) 


ui Hy 
(1-2) VU, = ap ly. 


Qui abbiamo diviso le equazioni in due gruppi dei quali il primo 
contiene le sole variabili 4,, v, e il secondo le sole A, . Ne se- 
gue che le perturbazioni di questi gruppi delle Variabili. si Di spagano 
indipendentemente le une dalle altre. Quanto alle perturbazioni del- 
la densità (e con essa della pressione), esse si propagano assieme alle 
perturbazioni %,, dx, vy essendo legate con v, dalla relazione 


p=tvy (69,5) 
La condizione di compatibilità delle due equazioni (69,3) dà 
— Hal _ 


{più avanti supponiamo che H, > 0 e omettiamo il segno del modu- 
Jo). In queste onde è soggetta ad oscillazioni la componente %, 
del campo magnetico, perpendicolare alla direzione di propagazione 
dell'onda e alla direzione del campo costante H. Con A, oscilla la 
velocità v, legata con %#, mediante 


v=—r. 

Vino 
Il legame tra © e k (legge di dispersione) dato dalla formula 
(69,6) dipende notevolmente dalla direzione del vettore d’onda 


4 . 
= —— Hk. 69, 
à) 5 (69,3) 
iLa velocità fisica di propagazione delle onde è rappresentata dalla 
derivata 00/0k che è la velocità di gruppo. In questo caso essa vale 


do ‘H A 

=T7= (69,9) 

€ non dipende dalla direzione k; la direzione di propagazione dell’on- 

da intesa come direzione della sua velocità di gruppo coincide con la 
direzione del campo H. Queste onde si chiamano onde di Alfvén 


{H. Alfvén, 1942), e la velocità (69,6) si dice velocità di Alfven. 


(69,7) 
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Consideriamo le onde descritte dalle equazioni (69,4) che porta- 
no il nome di onde magnetoacustiche. Costruendo il determinante delle 
equazioni (69,4) ed uguagliandolo a zero, otteniamo un'equazione 
quadratica rispetto a u? le cui radici sono 


ca (740) 2"). 0010 


Abbiamo ottenuto così altri due tipi di onde; le onde corrispondenti 
al segno + o — nella formula (69,10) si chiamano onde magneto- 
acustiche rapide o lente, rispettivamente. 

Nel caso limite in cui H? < 4npuî, abbiamo ur ” w e dalle equa- 
zioni (69,4) segue che v, «vu. In altre parole, le onde magnetoacu- 
stiche rapide nel limite si trasformano in onde acustiche ordinarie 
propagantisi con velocità u,. Il campo trasversale debole nell’onda 
è legato con Da mediante 


hy 2 VyH y/uo. 


Nello stesso caso limite la velocità dell’onda magnetoacustica lenta 
coincide con la velocità di Alfvén ua. Inoltre, 


vy30, vy®R —hylV 45, 


come nell’onda del primo tipo ma con altra polarizzazione: i vettori 
v e h giacciono nel piano passante per k e H e non perpendicolarmen- 
te ad esso. 

Nel liquido incompressibile (cui corrisponde formalmente il pas- 
saggio limite vu, > 00) non resta altro che un solo tipo di onde, ossia 
quelle di Alfvén con due direzioni indipendenti della polarizzazione. 
La legge della dispersione per queste onde è data dalla formula (69,8), 
mentre i vettori v e h sono perpendicolari al vettore d’onda e legati 
mediante la relazione 

h 
Vv Vino (69,11) 

Il fatto che in presenza del campo magnetico longitudinale le 
traslazioni trasversali del liquido si propagano in esso sotto forma di 
onde può essere interpretato nel modo intuitivo seguente. Essendo 
«congelate » le linee di forza, la traslazione trasversale delle parti- 
celle del liquido ne implica un incurvamento e, quindi, la divaricazio- 
ne o in alcune zone l’addensamento. Ma il carattere delle forze agen- 
ti nel campo magnetico (espresse dal tensore degli sforzi di Max- 
well) è tale come se le linee magnetiche di forza tendessero a strin- 
gersi e al tempo stesso a respingersi reciprocamente !). Perciò per 


1) Suppo ) Supponiamo infatti che la linea di forza ‘coincida con l’asse z. Allora 
l’intensità longitudinale Ma (65,8) contiene il termine negativo —H?/81 e le 
intensità trasversali Il,,, Il,y il termine positivo H?/81. 
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loro incurvarsi compaiono forze quasi-elastiche tendenti a raddrizzarle 
di nuovo, ciò che implica oscillazioni. 

Torniamo di nuovo alle formule (69,4) e (69,10) e consideriamo il 
caso limite inverso in cui H?> 4itpu?. Per ur, abbiamo allora nella 
prima approssimazione 


u=—L_ 

"Vino" 

Poiché questa espressione è indipendente da k la velocità di gruppo 
coincide in modulo con ur ed è diretta lungo k. Il vettore v in questa 
onda è perpendicolare a H (fig. 40) e il 
suo valore assoluto è legato con kh = | ky] 
mediante 


h 
Vi ———_ o 
V Arp 
Per u) abbiamo in' quésto caso 


Hx 
U = Uo H * 


Allora la velocità di gruppo è 


. .00 . H 
Fig. 40 x = 407 è 
Il vettore v in questa onda è antiparallelo a H e per grandezza legato 
con h mediante 
H? 


VS h 4npuoHy 


. 

Per relazione qualsiasi tra H? e pu? sia u,, che u) dipendono dalla 
direzione del vettore d’onda. All’aumentare dell’angolo compreso 
tra k e H la grandezza u, cresce monotonamente e quella u) decresce 
monotonamente. Si vede facilmente che sempre si verificano le disu- 
guaglianze 


u< HA < Ur, Ur > Uos u< Uo: (69,12) 


Se k || H, allora u, @ u) sono uguali rispettivamente alla più grande 


o alla più piccola delle grandezze u © ua = HV 45p. Se, invece, 
kLH, allora abbiamo 


us=V uz + H?/4xp, (69,13) 


mentre va e u, si annullano, vale a dire che restano le sole oride mia 
gnetoacustiche rapide. 
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.- Infine, consideriamo due soluzioni esatte delle equazioni ma- 
gnetoidrodinamiche nella forma di un'onda piana di ampiezza qual- 
siasi (non necessariamente piccola). 

Una di queste soluzioni è l’onda piana di Alfvén nel fluido in- 
compressibile propagantesi con velocità ua, vale a dire che essa è 
funzione di x e t nella sola combinazione x — uat. Torniamo infatti 
alle equazioni esatte (65,1-4). L'equazione di continuità (69,3) nel 
liquido incompressibile si riduce a div w = 0 e di qui v, = co- 
stante; senza perdere di generalità, si può porre v, = 0, ciò che si 
ottiene con una scelta appropriata del sistema di coordinate. Dal- 
l'equazione div H = 0 segue che H, = costante. Indicando con h 
le componenti, trasversali di H dalle equazioni (65,2) e (65,4) otte- 
niamo 


dh __g dv dv Hz dh 
da let» vi Via da 


vale a dire che le equazioni esatte si riducono automaticamente alle 
equazioni lineari descriventi l’onda piana con la velocità di fase 
(69,6) ove h e v sono legati dalla relazione (69,11); il profilo dell’onda, 
cioè la dipendenza h.(c — unt), è arbitrario. La componente « 
dell'equazione (65,4) dà 


da cui 


P +4 + = cost (69,14) 


ciò che determina l’andamento della ‘variazione della pressione 
nell’onda. | 

Un altro caso è rappresentato da un’onda semplice propagantesi 
perpendicolarmente al campo magnetico (S.A. Kaplan, K.P. Sta- 
njukovié, 1954). Supponiamo che il campo sia diretto lungo l’asse y 
e che l’asse x coincida, come sempre, con la direzione di propagazione 
dell'onda. Allora H.=0, H,=H e l'equazione div H=0 è 
soddisfatta automaticamente. Le equazioni (65,2-4) in questo caso 
danno e 


dp 9 (Ve) 2) 
so 42050) _0, (69,16) 


dVx La 0H° Sd 1 9P 
erre PLL SE YA + da Ti p da | (69,17) 
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Dalle prime due equazioni segue, come è facile provare, che il rap- 
porto H/p = d verifica l’equazione | | 

Ob. db 

ate =0 
o db/dt = 0 ove la derivata totale significa la variazione della gran- 
dezza per spostarsi di un elemento di fluido in esame. Ne deriva 
quanto segue: se all'istante iniziale ilfluido era omogeneo in modo 
che d era costante in esso, anche nel seguito sarà d = costante. So- 
stituendo H = pb nella terza equazione, otteniamo 

1 0 


dvx Ida i dmn —_ | PD. Di 
i Tata = p_ dx (P+tE | è). (69,18) 


In tal modo, il campo magnetico si esclude dalle equazioni e il pro- 
blema si riduce alla risoluzione delle equazioni (69,16) e (69,18). 
Ma queste equazioni differiscono da quelle descriventi il moto uni- 
dimensionale in idrodinamica ordinaria per il solo cambiamento 
dell'equazione di stato del gas: al posto dell’equazione autentica 
P = P (0) (per entropia s assegnata) si deve ricorrere all’equazione 


P* (9) =P (9) +3 0°. 


Questa circostanza consente di estendere al caso del moto magneto- 
idrodinamico considerato tutti i risultati dell’idrodinamica ordina- 
ria. In particolare, in questo caso si verificano le formule della so- 
luzione esatta per le onde progressive unidimensionali (la soluzione 
di Riemann è data dalle onde semplici; cfr. VI $ 94) ove da velocità 
del suono in esse fungerà 


@P* \1/2 i ba 22; H®° 
u* = | dp ), =V wé+o=y + Arp 
in accordo con la formula (69,13). 


Problema 


Trovare il coefficiente di assorbimento dell'onda di Alfvén (supponendolo 


piccolo) di un liquido incompressibile. lu. 
Soluzione. Il coefficiente di assorbimento dell’onda è definito come 


y= 0/24 


con Q l’energia media (rispetto al tempo) dissipata in un secondo in 41 cmì e gq 
la densità media del flusso di energia nell’onda; l'ampiezza dell'onda decresce 
a misura della propagazione proporzionalmente a e-Y?*. La dissipazione di Q è 
data dal secondo membro dell’equazione (66,3); nel fluido incompressibile per 
l'onda propagantesi lungo l’asse x (per cui v, = 0) abbiamo 


| dv \2 e? Oh \2 
o=n (e) +Tén5o (7) 
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Nella densità del flusso di energia (66,5) omettiamo piccoli termini dissipativi e 
abbiamo 


1 
Gr= —— 4a H,hv. 


Usando le formule (69,6) e (69,11), come risultato otteniamo 
__9 (ne \ 
ui 2u% (3 + ho ). 


$ 70. Condizioni nei punti di discontinuità 


Come in idrodinamica ordinaria, le equazioni di moto del mezzo 
magnetoidrodinamico perfetto ammettono correnti discontinue. 

Per trovare le condizioni che devono essere soddisfatte sulla su- 
perficie di discontinuità, consideriamo un elemento di questa super- 
ficie e ricorriamo al sistema di coordinate animato dal moto assie- 
me a questo elemento 1). 

Prima di tutto, sulla superficie di discontinuità deve essere con- 
tinuo il flusso della sostanza: la quantità di gas che entra da un lato 
della superficie considerata deve essere uguale alla quantità che esce 
dall’altro lato. Ciò vuol dire che 


Vin = PaVsns 
ove gli indici 1 e 2 si riferiscono ai due lati della discontinuità e l’in- 
dice n esprime la componente normale del vettore alla superficie. 
Nel seguito metteremo la differenza di valori di una grandezza qua- 


lunque dai due lati della superficie di discontinuità tra parentesi 
graffe. In tal modo, 


{Un} = 0. 


Inoltre, deve essere continuo’ il flusso di energia. Ricorrendo 
all’espressione (65,11) otteniamo 


{an}={ pn (+w)+ 7 l\&?-H, (vI)] }=0. 


Il flusso dell'impulso anch'esso deve essere continuo. Questa condizio- 
ne significa che {Il;r,} = 0, ove Il, è il tensore di densità del flus- 
so dell’impulso e n il vettore unitario della normale alla superficie. 
Di qui ricaviamo mediante la (65,8) le seguenti equazioni: 


{Ptow +7 (Hi-H})}=0, 
{ ponvi — 77 HnH}=0 


1) Con questa condizione il sistema di coordinate è fissato soltanto rispetto: 
alla sua velocità nella direzione normale alla superficie. Alla sua velocità tan- 
gente deve essere aggiunto anche un vettore costante qualsiasi. 
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ove con l'indice # sono denotate le componenti dei vettori tangenzia: 
li alla superficie. 

Infine, sono continue la componente normale del campo magne- 
tico e la componente tangenziale del campo elettrico. Per la condu: 
cibilità infinita del mezzo il campo elettrico di induzione è E = 
= —[vH]/c. Perciò la condizione {E} = = 0 dà 


{H,vi — H,v,} = = - 0. 


Nel seguito sarà più comodo usare al posto della densità di gas il 
suo volume specifico V = 1/0. La densità del flusso di massa attra- 
verso la discontinuità indichiamo con ji 


j= Un = si è (70,1) 


Tenendo conto della continuità di j e H,, le altre condizioni di 
îrontiera si possono scrivere nella nente forma: 


if 4 i da (Hvy, (70,2) 
{P}+P2M}+ {H}=0, (70,3) 
i{v=< (8), (70,4) 
H,{v}=j{VH;}. (70.5) 


Questo è il sistema fondamentale di equazioni deseriventi le diston- 
finuità nell’idrodinamica magnetica, 


$ 71 Discontinuità tangenziali e rotatorie 


In idrodinamica ordinaria sono possibili, come è noto, delle di- 
scontinuità di due tipi distinti: onde d'urto e discontinuità tangenzia- 
li. L'origine di questi due tipi di discontinuità è legata matemati- 
camente al fatto che alcune delle condizioni di frontiera risulta pos- 
sibile rappresentare nella forma dell’uguaglianza a zero del prodotto 
di due fattori; uguagliando a zero ciascuno dei fattori separatamente 
otteniamo due soluzioni indipendenti. 

Nell’idrodinamica magnetica, invece, le equazioni (70,2-5) non 
hanno questa forma e, quindi, si potrebbe pensare che esista un solo 
tipo di discontinuità ‘riferito a tutti i casi particolari possibili. In 
effetti, tuttavia, risulta che anche qui esistono tipi distinti di discon- 
tinuità che non si riducono gli uni agli altri (F. Hoffmann, E. Teller, 


1950). 
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Consideriamo soprattutto delle discontinuità tali in cui j = 0. 
Ciò vuol dire che v,, = v,, = 0, cioè che il fluido si muove paral- 
lelamente alla superficie di discontinuità. Se in questo caso H, # 0, 
dalle equazioni (70,2-5) si vede che devono essere continui il campo 
magnetico, la velocità e la pressione. A un salto qualsiasi può essere 
soggetta la densità (e anche entropia, temperatura ecc.). Questa 
discontinuità che si potrebbe chiamare di contatto non rappresenta 
altro che la superficie di separazione tra due mezzi immobili con den- 
sità e temperature distinte. 

Se per j = 0 anche H, = 0, allora delle quattro equazioni (70,2- 
5) tre sono soddisfatte immediatamente; di qui risulta già con chia- 
rezza che questo è un caso singolare. Troviamo così un tipo di discon- 
tinuità che si potrebbero chiamare discontinuità tangenziali, come in 
idrodinamica ordinaria. Su questa discontinuità la velocità e il 
campo magnetico sono tangenti alla sua superficie e soggetti a salti 
arbitrari per grandezza e direzione: 


li=0, Hn=0;[v} #0, {1} #0. (74,4) 


È arbitrariofanche il salto della densità, mentre il salto della pres- 
sione è legato a quello di H; mediante l'equazione (70,3): 


{V} #0, {p + zi} =0. (74,2) 


Quanto ai salti delle altre: grandezze termodinamiche (entropia, 
temperatura ecc.), essi vanno determinati sulla base dei salti di V 
e P mediante l'equazione di stato del gas. 

Un altro tipo è rappresentato dalle discontinuità in cui la densi- 
tà del gas non è soggetta a salti. Essendo continuo il flusso j = 
= v,/V per rancanza di salti della densità risulta che sarà conti- 
nua anche la componente normale della velocità: 


#0, {V}{=0, f{.} =0. (714,3) 


In seguito, è secondo membro dell’equazione (70,5) portiamo V 
fuori dalle parentesi graffe e, dividendo termine a termine le equazio- 
ni (70,5) e (70,4) l’una per l’altra otteniamo 


‘ Hn 
i=7%>, (74,4 


Dopo questa operazione l’equazione (70,4) o (70,5) dà 


tvh= VT. (74,5 
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Nell’equazione (70,2) scriviamo w = e + PV; tenendo conto della 
continuità di V, sostituendo H, secondo la (71,4) e raggruppando i 
termini, riscriviamo questa equazione nella forma 


i{e}+1V {P + H}++{(n-V7-h.)}}=0. 


Il secondo termine qui si annulla in virtù dell'uguaglianza (70,3) 
e il terzo in virtù della (71,5), cosicché resta {e} = 0, vale a dire 
che accanto alla densità l’energia interna anch'essa è continua. Ma 
ogni altra grandezza termodinamica è definibile univocamente me- 
diante l'assegnazione di due grandezze: e e V. Perciò sono continue 
tutte le altre grandezze termodinamiche, la pressione compresa. 
Allora dall’equazione (70,3) deriva che è continuo anche il quadrato 
H?, cioè il valore assoluto del vettore H;: 


{P}=0, {H}=0. (71,6) 


La continuità contemporanea di H, e H, significa che restano inva- 
riati anche il valore assoluto del vettore H e l’angolo formato da es- 
so con la normale alla superficie. 

Le formule (71,3-6) definiscono tutte le proprietà delle disconti- 
nuità in questione. Su quest'ultime sono continue le grandezze ter- 
modinamiche del gas e il campo magnetico ruota attorno alla dire- 
zione della normale restando invariato in valore assoluto. Assieme 
al vettore H; è soggetta a un salto la componente tangenziale della 
velocità (in accordo con la formula (71,9)), mentre la componente 
normale della velocità v, = JV è continua e vale 


Le discontinuità di questo tipo si dicono rotatorie o discontinuità di 


Alfvén. 
Osserviamo che mediante un sistema di coordinate appropriato 


sempre è possibile ottenere che dai due lati della superficie di discon- 
tinuità rotatoria la velocità del gas sia parallela al campo. A tale 
scopo è sufficiente passare a un nuovo sistema di coordinate (cîr. 
la nota alla pag. 351) in moto rispetto a quello iniziale con una. ve- 


locità uguale a 


LA 
va—Hy VE = Va T 


In questo nuovo sistema di coordinate dai due lati della discontinuità 
i rapporti tra tutti e tre componenti di ve le componenti corrispon- 
denti di H sono uguali, e cioè 


v=By L, n=bV 7. (74,8) 


DAS 
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In altre parole, la velocità ruota con il campo magnetico restando 
invariata di grandezza e di angolo formato da essa con la normale. 

La velocità v, considerata con il segno opposto è al tempo stesso 
la velocità con la quale la discontinuità si propaga rispetto al flui- 
do. Essa coincide con la velocità di fase (ua) delle onde di Alfvén. 
Ciò che questa coincidenza ha luogo per ogni discontinuità rotatoria 
è in certa misura casuale, ma per piccoli salti delle grandezze sulla 
discontinuità questa coincidenza è necessaria. Infatti, questa discon- 
tinuità rappresenta una debole perturbazione per cui la velocità v 
e il campo magnetico H acquisiscono piccoli incrementi perpendico- 
lari al piano passante per H e la normale n alla superficie. Questa 
perturbazione si riferisce precisamente al tipo la cui velocità di fase 
è un. La proiezione della velocità di gruppo sulla normale alla 
superficie del fronte di piccola perturhazione, cioè sul vettore d’onda 
k, è la velocità fisica di propagazione di questa superficie del fronte. 
Ma per linearità del legame tra @ e k abbiamo 


00 
Gi k=0@ 


e perciò la proiezione indicata coincide con la velocità di fase 0/k = 
= UA- 

Sebbene le discontinuità tangenziali e rotatorie rappresentino 
tipi distinti di discontinuità, esistono delle discontinuità che godo- 
no contemporaneamente delle proprietà delle une e delle altre. Tali 
sono le discontinuità sulle quali v e H sono tangenziali e soltanto ruo- 
tano restando invariati in valore assoluto. 

Come è noto, in idrodinamica ordinaria le discontinuità tangenzia- 
li sempre sono instabili rispetto a perturbazioni infinitesimali, ciò 
che ne implica smussamento rapido in zone turbolente. Il campo ma- 
gnetico, invece, influisce da stabilizzatore sul moto del fluido con- 
duttore perciò le discontinuità tangenziali in esso possono risultare 
stabili. Questa circostanza è conseguenza naturale del fatto che gli 
spostamenti trasversali (rispetto al campo) del liquido per perturba- 
zione sono legati alla distensione delle linee magnetiche di forza 
« congelate » e, quindi, implicano la comparsa di forze che tendono 
a ristabilire il moto imperturbato. 

Studiamo le condizioni di stabilità per la discontinuità tangenzia- 
‘le in un liquido incompressibile (S.I. Syrovatskij, 1953). 

Scriviamo Ù TT 


Vv= Vist v, P=P,,+P, H=H,,{+{H 


OVE Vi,2, P1,0, Hi, sono valori costanti (dai due lati della disconti- 
nuità) imperturbati delle grandezze, mentre v’, P', H' ne sono picco- 
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le perturbazioni. Sostituendole nelle equazioni (66,7-9) otteniamo 
per il liquido perfetto: 


div u' = 0, divv =0, (74,9) 
(uv) v— (vv), (71,10) 


ò LA 
+ (vw va -i VP'—[urotu']= 


=— 1 v(P' + puu’) -- (uV) u'; (71,11) 


per brevità, qui e più! avanti omettiamo gli indici 1, 2e introduciamo 
la notazione u = H/V 4np. Applicando all’equazione (71,11) l’ope- 
razione div e tenendo conto della (71,9), otteniamo 


A (P@'4+ quu)=0. (74,12) 


Sia x = Oil piano di discontinuità; i vettori v e u gli sono paral- 
leli. In ciascuno dei semispazi 2 >0 e 7<0 cerchiamo tutte le 
grandezze v’, u’, P' nella forma proporzionale a exp { i (kr — ot) + 
4 x}, ove k è un vettore bidimensionale nel piano yz. Dall’equazio- 
ne (71,12) ricaviamo 4° = x? in modo che si deve porre x = È sul 
lato zr <0e x = — ksullato x >D. In seguito, dalle componenti 2 
delle equazioni (71,10-11) escludiamo v; e troviamo 


, ’ , È 
P'+puu'= —u 3a [(0 —kv)®— (ku)?] (71,13) 


(il caso în cui l’espressio e tra parentesi quadre si annulli non pre- 
senta qui interesse poiché allora o è reale e l’instabilità, invece, può 
essere legata a soli valori complessi di @). 

Sia & (2, y, 2) lo spostarsi lungo l’asse x della superficie di discon- 
tinuità per perturbazione. Sulla superficie spostata devono essere sod- 
disfatte le condizioni (741,1-2): 


{P+P + 5x(1+u9)?) = {P'+puw}=0, 
Usn +Uin SUI — (UV) î=0) 
Uon + Uin; U2x — (UV) 6=0 


(la condizione dell’assenza del flusso di fluido attraverso la super- 
ficie di discontinuità si° verifica in questo caso automaticamente), 
Ponendo 

“L= cost -et(kr-01) 
e escludendo %, u;,, “x dalle tre equazioni testé scritte, otteniamo 
un'equazione che determina valori possibili di 0: ..% 


(© — kv,)? + (0 — kv,)? = (iu)? + (icu,)® 
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Questa equazione di secondo gradoF'non ha radici complesse se 
2 (ku)? + 2 (kuy)? ug — (km? >0 

ossia 
Quiirn + 2Qsiion — Vial Kika > 0 


ove v = v, — vj è il salto della velocità sulla discontinuità. 

Questa forma quadratica è positiva se sono positivi la traccia 
e il determinante del tensore del secondo ordine tra parentesi quadre. 
Di qui si ricavano le condizioni di stabilità cercate 1): 


W?2-+ H3>25nv?, [HyH,]}2>2zp ([H,v]}?+[H,v}?). (74,44) 


In effetti, tuttavia, poiché il liquido ha piccole ma finite visco- 
sità e resistenza elettrica la discontinuità tangenziale non resterà ta- 
le per un tempo illimitatamente lungo anche se le condizioni (71,14) 
sono soddisfatte. Sebbene la turbolenza in questo caso non compaia, 
al posto di una brusca discontinuità si ottiene una zona intermedia 
gradualmente allargantesi in cui la velocità e il campo magnetico 
variano in modo piano da un loro valore all’altro. 

Ciò è facile provare sulla base delle equazioni di moto (66,8-9) 
conservando in esse i termini dissipativi. Consideriamo la normale al- 
la discontinuità come l’asse x. Supponendo tutte le grandezze di- 
pendenti dalla sola coordinata x (e, forse, dal tempo), scriviamo le 
componenti trasversali di queste equazioni: © © 


0Hi __c° 8°H; Ovi _., 0° 
Tai = no dA a A (71,15) 


(il liquido è supposto incompressibile). Se il moto è supposto stazio- 
nario, i primi membri di queste equazioni si annullano. Ma allora 
l’unica soluzione che resta finita per x — + co è semplicemente 
H, = costante e v, = costante in contraddizione con l'ipotesi 
sull’esistenza di un salto dei valori di queste grandezze. Quindi, la di- 
scontinuità tangenziale non può avere larghezza stazionaria (come 
l’ha, ad esempio, un'onda d’urto debole). Le equazioni (71,15) hanno 
la forma” delle equazioni della conduzione termica. Come è noto 
dalla teoria della conduzione termica, la discontinuità di una gran- 
dezza descritta da queste equazioni si smussa con il passare del tem- 
po in una zona transitoria la cui larghezza cresce proporzionalmen- 
te alla radice quadrata del tempo. Essendo distinti i coefficienti nel- 
le due equazioni (71,15), le larghezze 6, e 67 delle zone di variazio- 
ne della velocità e del campo saranno diverse: 


6 (Vi), Gg (c8t/o)A (74,16) 


1) Se le densità dei mezzi incompressibili dai due lati della discontinuità 
sono distinte, in queste condizioni p si sostituisce con 20,02/(P; + Ls) 
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Quanto alle discontinuità rotatorie, esse risultano stabili (nel 
liquido incompressibile) rispetto a perturbazioni infinitesime per 
quale che sia il valore del campo magnetico (S./. Syrovatskij, 1953). 
Tuttavia, come le discontinuità tangenziali, anch'esse non possono 
avere larghezza stazionaria e si dilatano con il tempo sotto influsso 
della viscosità e della resistenza elettrica del mezzo (si veda il pro- 
blema). 


Problema 


Stabilire la legge di dilatazione con il tempo della discontinuità rotatoria. 

Soluzione. Sup onendo tutte le grandezze dipendenti dalla sola coordinata x 
(e dal tempo), da lo equazioni div v = 0 e divH=0 troviamo che v, = co- 
stante, H, = costante. Sia il sistema di coordinate considerato tale che 1 valori 
v e H dai due lati della discontinuità (cioè lontano dallo strato transitorio) siano 
legati dalle relazioni (71,8); allora v, = uv, (con la stessa notazione u come nelle 
(71,9-11)). Dalle formule (66,8-9) per le componenti trasversali u; e v: ricaviamo 
le equazioni | 


du dui dvVt c®? du 
dt Fux da * dr + tro 0x9 


6%v, (4) 


dvi vi _ du 
pre Gio, Ge 4 OE, 


dt dx * dx 


Poiché per x = + co la differenza v:— us si annulla in virtù delle relazioni 
(71,8), all'interno dello strato transitorio essa è piccola rispetto alla somma 
vi-+ us. Sommando le equazioni (1), possiamo perciò trascurare il termine con- 
tenente la differenza v;:— U; e otteniamo 


E) 4 2 02 
pi MTU)=7 E t v) Gas (Vit ui)e 


Si vede di qui che la larghezza della discontinuità varia secondo la legge 
c? 1/2 
5-[(#3 ++) i ° 


$ 72. Onde d'urto 
Passiamo all’altro tipo delle discontinuità nel quale 
j#0, {V} #0. (72,4) 


Queste discontinuità, come in idrodinamica ordinaria, si chiamano 
onde d'urto. Esse sono caratterizzate da un salto della densità e dal 
fatto che sono attraversate dal gas in moto (v,, e v,, sono non nulle). 
Quanto alla componente normale del campo magnetico, essa, in ge- 
nerale, è non nulla, ma in un caso particolare può essere anche H, = 
= 0. 

Dal confronto delle equazioni (70,4) e (70, 5) si vede (per H, # 
# 0) che i vettori Hx, — Hi; e V.H,, — VH, sono paralleli al me- 
desimo vettore v;, — Vi, ® perciò sono reciprocamente paralleli. Ne 
segue a sua volta la collinearità di H,, e H,;,, vale a dire che i vetto- 
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ri H,, H, e la normale alla superficie di discontinuità giacciono in 
unjpiano, contrariamente alle discontinuità tangenziali e a quelle di 
Alfvén in cui i piani H,, ne H,, n, in generale, non coincidono. Que- 
sto risultato è valido anche nel caso H, = 0 quando dalla (70,5) se- 
gue che V,H;, = V,H;, (questo caso sarà trattato in dettaglio alla 
fine del paragrafo). O 

Il salto vi, — Vi; si trova nello stesso piano che H,, H,. Senza 
perdere di generalità, si può supporre che i vettori stessi vj e vy 
giacciano nello stesso piano, cosicché il moto nell’onda d'urto è 
per sua natura piano. Per di più, è facile vedere che mediante una 
trasformazione appropriata del sistema di coordinate si può otte- 
nere (per 7, = 0) che da entrambi i lati della superficie di disconti- 
nuità i vettori v e H siano collineari. È necessario a tale scopo passa- 
re a un nuovo sistema di coordinate che si muove rispetto a quello 
iniziale con velocità 


v ;V 
Vi--H H=vi-g H, 

(valori di queste grandezze dai due lati della discontinuità sono ugua- 
li in virtù della condizione di frontiera (70,5)). Nelle formule suc- 
cessive non seguiremo questo sistema di coordinate speciale. 

Deduciamo una relazione che per le onde d’urto magnetoidrodi- 
namiche funge da adiabatica di Hugonio in idrodinamica ordinaria. 
Escludendo {v;} dalle due equazioni (70,4-5) otteniamo 


EnH}; (72,2) 


al posto di H; scriviamo qui H; già tenendo conto della collinearità 
di H,, e H,, 1). Per escludere v; dall’equazione (70,2) la riscriviamo 
identica n nte nella forma seguente: 


{+t-3+1{(v- rn) }+ 


1 1 
ta, {VHîi}— 3213;3 H{Hi}=0. 
Il terzo termine si annulla in virtù dell'equazione (70,4) e, di con- 
seguenza, v; scompare. Nell'ultimo termine sostituiamo j}? della 
(72,2) e nel secondo j? della (70,3), cioè 


Py—P1+(H%,— HZ,)18n 


2 — 
7 Vi=Va ° 


(72,3) 


1) In questo caso tuttavia i vettori H,, e H:, potrebbero essere diretti nella 
stessa direzione o in modo opposto, e in questo senso 7; e 7, potrebbero essere 
di segno uguale o opposto. Ma nel seguito ($ 73), partendo da altre considera- 
zioni, vedremo che questo segno deve essere uguale, 
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Infine, dopo semplici calcoli abbiamo 


(en—e,) +4 (P:+P,) (V:—-V) + 


1 
+ VV.) (Hg Hy)?=0. (72,4) 


Questa è l'equazione cercata esprimente adiabatica d’urto nell’idro- 
dinamica magnetica. Essa differisce dall’equazione ordinaria per il 
terzo termine. 

Scriviamo qui ancora una volta l'equazione (70,4): 


Hn 
VeaTVaT za; (HH), (72,5) 


(che determina il salto di v; rispetto a quello di H,. Le equazioni 
(72,2-5) costituiscono il sistema completo di equazioni descriventi 
le onde d’urto. Conveniamo di attribuire più avanti l’indice 4 al 
mezzo verso il quale l’onda si propaga; in altre parole, il gas stesso 
passa dalla parte 1 prima dell'onda d’urto verso la parte 2 dietro 
l'onda. Ricordiamo anche che abbiamo deciso di usare il sistema di 
coordinate nel quale l’elemento di superficie di discontinuità consi- 
derato è a riposo mentre è attraversato dal gas in moto. 

In idrodinamica ordinaria è valido il teorema di Zemplén (cfr. 
VI $ 84) secondo il quale la pressione e la densità nell’onda d'urto 
crescono: ®* 


P,>P.,, Pz > 015 (72,6) 


in altre parole, l’onda d’urto è onda di compressione. In questo caso 
è supposto che' WE 


(4) > 12,7 


praticamente sempre benché questa disuguaglianza non sia; termodi- 
namica. Il teorema di Zemplén è conseguenza della legge di aumento 
dell’entropia. 

È facile provare che il teorema di Zemplén resta in vigore anche 
nell’idrodinamica magnetica per le onde d’urto di intensità debole 
sotto l’unica condizione (72,7). In un'onda d’urto debole i salti di 
tutte le grandezze sono piccoli. Sviluppando l’equazione (72,4) in 
potenze dei salti della pressione e dell’entropia, otteniamo 


1 | 0°V 


IT (s-s)= (pr) (P:-P.}— 


2 
“Tr (FP). (P.— Pi) (Hi H)?; i (72,8) 
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il primo termine corrisponde all’idrodinamica ordinaria (cfr. VI 
$ 83). Poiché — (4V/0P), > 0 secondo una delle disuguaglianze 
termodinamiche, allora in accordo con la condizione s, — st >0 
dalla formula (72,8) deriva la disuguaglianza P, > P, e, rispettiva- 
mente, V,< V,. 

Se oltre al rapporto (72,7) è positivo anche il coefficiente di dila- 
tazione termica, (0V/07), > 0, il teorema di Zemplen si può dimo- 
strare in idrodinamica magnetica riducendo alla dimostrazione in 
idrodinamica ordinaria senza supporre che siano piccoli balzi di tut- 
te le grandezze (R.V. Polovin, G.J. Liubarskij, 1958; S.V. Iordan- 
skij, 1958). | 

Sia P,, V; lo stato iniziale assegnato del gas e sia s9” l’entropia 
nello stato finale del gas per V, assegnato in assenza di campo magne- 
tico. Indichiamo con st) l’entropia dello stato finale del gas per 
gli stessi valori P,, V,, V, in presenza del campo magnetico. In i- 
drodinamica ordinaria dalla disuguaglianza V, > Vi deriva s$£0< 
< $;, ciò che significa impossibilità di onda di rarefazione. Mostria- 
mo (sotto le condizioni suindicate) che s6"? < s in modo che a for- 
tiori sf? < s,; con ciò dimostriamo impossibilità di onde di rarefa- 
zione nell’idrodinamica magnetica. 

Derivando l’equazione (72,4) rispetto a P, per V, costante e usan- 
do l’uguaglianza (0e/0P)y = 7 (0s/0P)y, otteniamo 


s(H) 
r(SE) +4 = V+(L),=0 029) 


dove abbiamo introdotto la notazione 


4 
Q= 16n (Va Vi) (Hi Hu)? 


In virtù delle relazioni termodinamiche 


OP T OP 0P OP 0V 
ea la (ae) 

il segno del primo termine nella (72,9) coincide con il segno |di 
(0V/OT)p e, per ipotesi, è positivo. Perciò se V, >V,, allora 
(00/9P »)v, < 0. La presenza del campo magnetico implica aumento 
di Q (senza campo Q=0, e con campo Q>0) e, di conseguenza, 
diminuzione di P, (per V, assegnato). Poiché per ipotesi (0s/0P)y > 
> 0, ne segue a sua volta che SP) < $$, come dovevasi dimostrare. 

Infine, consideriamo il caso già menzionato all’inizio del para- 
grafo quando il campo magnetico da ambedue i lati della superficie 
di discontinuità giace nel piano H, = 0 tangenziale a questa superfi- 
cie (onda d’urto perpendicolare). In questo caso dalla (72,0) ricaviamo 
Vig = Vi, Cioè che la componente tangenziale della velocità resta 
continua. Con un sistema di coordinate appropriato sì può ottenere 
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perciò che dai due lati della discontinuità sia v; = 0, cioè che il gas 
si muova perpendicolarmente alla discontinuità; supporremo ciò 
realizzato. In seguito, dall’equazione (72,2) abbiamo 


V.H, = ViH.,. 


Tenendo conto di questa relazione è facile provare che le equazioni 
(72,3-4) si possono riscrivere nella forma 


so Pao Pi 
] Vi—Va ? 


et—et+4-(P5+P1) (VV) =0, 


che differiscono dalle equazioni ordinarie per le onde d’urto in as- 
senza di campo magnetico per il solo cambiamento dell’equazione di 
stato; al posto dell’equazione originale P = P (V, s) si deve ricor- 
rere all’equazione P* = P* (V, s) nella quale 


* b? 
P°= PA Gra 


«+ con la lettera d è denotato il prodotto costante HV. Rispettivamen- 
te, e* deve essere definita in modo tale che si verifichi la relazione 
termodinamica (0e*/0V), = —P* dalla quale deriva 


e*— d°_ 
= 8aV * 


$ 73. Condizione di evoluzione delle -onde d'urto 


Perché sia possibile l’esistenza reale di una discontinuità idrodi- 
namica, quest’ultima deve essere stabile rispetto alla scissione in 
due o più discontinuità. Questa condizione si può formulare altri- 
menti, e cioè che ogni perturbazione infinitesima dello stato inizia- 
le implichi variazioni sempre infinitesime della discontinuità; le 
discontinuità soddisfacenti a questa condizione si dicono evoluziona- 
li. Sottolineiamo che la proprietà di evoluzionare non coincide affatto 
con la stabilità nel senso diretto della parola. L’instabilità ordina- 
ria significa aumento graduale della perturbazione piccola iniziale 
che conduce in fin dei conti alla distruzione del regime del moto con- 
siderato; ma anche per aumento esponenziale (come e?, y > 0) du- 
rante un intervallo di tempo sufficientemente piccolo (t < 1/y) la 
perturbazione resta piccola. Nella discontinuità non evoluzionale la 
perturbazione diviene grande immediatamente (benché per # piccoli 
occupi ancora una piccola zona dello spazio). Ciò è illustrato dalla 
figura 41 ove è rappresentata la scissione del salto della densità 
£ (x) in due salti consecutivi; la perturbazione dp non è piccola seb- 
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bene occupi per t piccoli (quando due discontinuità non sono ancora 
separate da una distanza sensibile) un piccolo intervallo éx. 

Il criterio di evoluzione si può ottenere calcolando il numero di 
parametri indipendenti che determinano perturbazione piccola ini- 
ziale (per t = 0) qualsiasi della discontinuità, e il numero di equa- 
zioni (condizioni di frontiera linearizzate sulla discontinuità) cui 
questi parametri devono soddisfare. La discontinuità è evoluzionale 
se ambedue i numeri sono uguali; allora le condizioni di frontiera de- 
terminano univocamente un ulteriore sviluppo della perturbazione 
che per t>0 piccoli resta trascurabile 1). Se, invece, il numero di 
equazioni è superiore o inferiore 
al numero di parametri incogniti, il (x) | p(x) 
problema di piccola perturbazione 
della discontinuità non ha solu- 
zione affatto o ne ha un insieme 
infinito. Né il primo né il secondo dx 
caso è possibile, e questa situa- 
zione significa che l’ipotesi iniziale 
(piccolezza della perturbazione per 
£ piccoli) è scorretta e la discon- 
tinuità non evoluzionale. Fig. 44 

In idrodinamica ordinaria la hei 
condizione di evoluzione delle onde | 
d'urto non implica restrizioni complementari oltre alla condizione 
di aumento dell’entropia: le onde d’urto ammissibili dal teorema di 
Zemplen sono automaticamente evoluzionali (cfr. VI $ 84). Ciò non 
è così in idrodinamica magnetica e la condizione di evoluzione im- 
pone nuove restrizioni considerevoli sul carattere di variazione delle 
grandezze nell’onda d'urto (A.I. Achieser, G.J. Liubarskij, R.V. Po- 
lovin, 1958). 

Passando alla precisazione di fatto della condizione di evoluzione 
delle onde d’urto magnetoidrodinamiche, contiamo prima di tutto 
il numero di equazioni cui deve soddisfare una perturbazione picco- 
la qualsiasi sulla superficie di discontinuità. se 

Supponiamo piana l'onda d'urto e ne consideriamo il piano come 
quello yz. La direzione positiva dell’asse x facciamo ‘coincidere con 
quella di propagazione del gas attraverso la superficie di discontinuità. 
Supponiamo inoltre che i campi imperturbati H,, H, e le velocità 
del gas v,, v, dai due lati della discontinuità giacciano nel piano xy. 

Da ogni lato della superficie di discontinuità sono soggette a 
perturbazione sette grandezze: tre componenti della velocità del 
fluido (0,, Vy, Vz), due componenti del campo magnetico (Ty, H), 
la densità pg = 1/V e l’entropia s. Le perturo ni delle altre gran- 


1) In questo caso l'onda può essere sia instabile (se tra le autofrequenze 
delle equazioni esistono quelle complesse con la parte immaginaria positiva) sia 
stabile (se tali frequenze non esistono). 
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dezze termodinamiche (P, w) sono determinate dalle perturbazioni 
di pes. In virtù dell'equazione div H = 0H,/0x = 0 la componente 
longitudinale del campo H, è costante lungo l’asse x e non soggetta a 
perturbazione. Inoltre, è soggetta a perturbazione la velocità di pro- 
pagazione dell’onda d’urto stessa, vale a dire che l’onda acquisisce 
una piccola velocità (indichiamola con èU) rispetto al sistema di co- 
ordinate in esame (nel quale la discontinuità imperturbata è a riposo). 
Tuttavia questa velocità può essere espressa immediatamente in fun- 
zione delle perturbazioni di p e v, mediante la condizione di conti- 
nuità della densità del flusso di massa j attraverso la superficie di 
discontinuità. Infatti, la velocità del gas rispetto alla discontinuità 
ò 


Uro + ÒU, _ 6U, 


ove v,o è la velocità imperturbata e év, la sua perturbazione; scri- 
vendo anche p = po+6p, linearizzando la condizione di frontiera 
{ij} = 0 e omettendo in seguito l’indice 0 nelle grandezze impertur- 
bate, otteniamo | 


{67} = {p6vx} + {vx6p} — SU {p}= 0, 


di qui determiniamo 6U. 

La linearizzazione delle condizioni di frontiera di continuità per 
la componente II,, del flusso dell’impulso e la componente E, de) 
campo elettrico (cioè per le componenti z delle equazioni (70,4-5)) 
danno due equazioni 


{pw, òv, _ na H,6H,} = 0, {H, Òv, — VUx 6/1 ,} = 0! 


(ricordiamo che i valori imperturbati sono v, = 0 e H,=/0). Que. 
ste equazioni contengono perturbazioni delle sole due grandezze 


6v,, 6H.. (73,1, 


Le condizioni di frontiera di continuità del flusso di energia gx. 
delle componenti II xx, Ilyx del flusso dell'impulso e della componente 
E, del campo elettrico (cioè le equazioni (70,2-3) e le componenti y 
delle equazioni (70,4-5)) danno quattro equazioni lineari contenenti 
le perturbazioni 


° Sx, Sy, SH y, Sp, 85, (73,2) 


che non scriviamo qui. 

Contiamo ora il numero di parametri che determinano la perturba: 
zione dell'onda d'urto. Le perturbazioni dipendenti dal tempo come 
e7 ©! si propagano dai due lati della superficie di discontinuità sotto 
forma di onde magnetoidrodinamiche di tre tipi (onde di Alfvén. 
onde magnetoacustiche rapide e lente) e sotto forma di un’onda en- 
tropica; quest'ultima rappresenta una piccola perturbazione dell’en- 
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tropia la quale (in virtù della adiabaticità del moto del gas) va tra- 
sportata assieme al gas con la sua velocità. In questo caso, ovviamen- 
te, queste onde devono allontanarsi a sinistra o a destra della di- 
scontinuità. In ciascuna onda le variazioni di tutte le grandezze so- 
no reciprocamente connesse da determinate relazioni (come è stato 
mostrato nel $ 69); perciò ciascuna onda è determinata da un solo 
parametro, ossia dall’ampiezza di una delle grandezze. 

Le onde magnetoacustiche e entropiche trasportano le perturba- 
zioni (73,2) mentre le onde di Alfvén quelle (73,1). Poiché le equa- 
zioni per questi due gruppi di perturbazioni sono distinte, la condi- 
zione di evoluzione per ciascuna di esse deve essere soddisfatta se- 
paratamente (S./. Syrovatskij, 1958); questa circostanza rende più 
forti limitazioni che compaiono. | 

Consideriamo dapprima la condizione di evoluzione rispetto alle 
perturbazioni di Alfvén. Essa chiede che il numero di onde allonta- 
nantisi sia uguale a due, ossia al 
numero di equazioni. Le velocità 
di fase delle onde di Alfvén rispet- 
to alla superficie di discontinuità 
possono essere uguali a 


12 o COCO 
Uxr © UA Yxo i UA maman 


ove va è la velocità di fase (69,6) 
dell'onda rispetto al gas. In ac- 
cordo con la direzione considera- 
ta dell’asse x le velocità del gas 
Uri» Vxr > 0. Nella zona 7 prima 
della discontinuità l'onda si allon- 
tana da quest’ultima se la sua velo- 
cità di fase (rispetto alla disconti- 
nuità) è negativa, e nella zona 2 dietro la discontinuità se essa è 
positiva. Un' onda con velocità v,; + Ua1 mai soddisfa questa con- 
dizione (è sempre onda in arrivo), e un’onda con velocità Dar — 
— Ua1 Sempre si allontana per Vx, < UA: Analogamente un'onda 
con velocità v,, + ua2 sempre si allontana e con velocità VUx, — 
— un3 si allontana per v,, > ua2. Perciò esistono due zone di evo- 
luzione rispetto alle onde di Alfvén: 


1) Usi > UA» Vxz > UA29 
2) Uni <UALr Uxs < UA2- 


Queste zone sono rigate nella fig. 42 verticalmente; la figura è co- 
struita tenendo conto delle disuguaglianze 


Ur < UA < Ueo (73,3) 
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La condizione di evoluzione rispetto alle perturbazioni magneto- 
acustiche e entropiche richiede che il numero di onde allontanantisi 
sia uguale a quattro. L’onda entropica allontanantesi che si sposta 
‘con il gas sempre esiste, ma dal lato 2. Il nemero di onde magneto- 
‘acustiche allontanantisi deve perciò essere uguale a tre. La discussione 
condotta precedentemente per le onde di Alfvén conduce a due zone 
di evoluzione rispetto al.gruppo di perturbazioni considerato, che 
sono rigate nella fig. 42 orizzontalmente !). 

L’intersezione di ambedue zone rigate determina due zone di evo- 
luzione rispetto a tutte le perturbazioni: 1) onde d’urto rapide per 
le quali 


Uni > Urrr Urz > Una > UA? (73,4) 
e 2) onde d’urto lente per le quali 
Ua1 > Uni > Un Une > Una (73,9) 


#01 o. 


dell’onda (salti piccoli di tutte le grandezze) le onde d'urto rapide 
e lente si propagano con velocità Upg ® U,1 © Up ® Uy,, rispettiva- 
mente. | | | 

Applichiamo le condizioni di evoluzione ottenute allo studio del 
carattere di variazione del campo magnetico nell’onda d’urto. Par- 
tiamo dall’uguaglianza (72,2) 


H? Hi 1 
a {B}= 3 = << {Hi 
ossia 


(È — Un) Ha= (2 _ Ung } Ho. (73,6) 


Osservando che HZ/4np = ui, si può riscrivere questa uguaglianza 
nella forma 


2 2 2 2 
u e u —V 
AI n1 A2 n2 
Uni Un2 


Tenendo conto delle disuguaglianze (73,4-5) si vede dalla (73,7) che 
i campi tangenziali dai due lati dell'onda d’urto sono collineari e, 


per di più, hanno la stessa direzione. ca. 
Nelle onde d’urto lente dai due lati della discontinuità 


1) È da notare che tra le zone di non evoluzione si verificano dei casì quan» 
do il numero di parametri è sia maggiore che inferiore al numero di equazioni, 
ossia rispetto a ciascuno dei due gruppi. di perturbazioni. 
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Osservando anche che dalla continuità del flusso di massa, p,vn; = 
= P>Uno, e dalla disuguaglianza p, < p, segue che 


Uni > Uno» (73,8) 


concludiamo dalla (73,6) che H;,< Hi, vale a dire che nell’onda 
d’urto lenta il campo magnetico tangenziale si indebolisce. Nell’onda 
d’urto rapida, invece, v, > Hî/4nj e dalla (73,6) segue che Hig > 
> Hi cioè il campo magnetico tangenziale si rafforza. . 

È da notare un caso particolare delle onde d'urto in cui il campo 
magnetico dai due lati della superficie di discontinuità sia parallelo 
alla normale a questa superficie. Come è stato detto all’inizio del 
$ 72, sempre è possibile considerare un sistema di coordinate tale 
che dai due lati i vettori v e H siano reciprocamente paralleli. Allo- 
ra nel caso considerato sarà 


Hi, = H,=0, va =vVig=0 


(onda d’urto parallela). Per questa onda le condizioni di frontiera, 
in generale, non contengono campo magnetico, cioè coincidono con le 
condizioni di frontiera per l’onda d’urto in idrodinamica ordinaria. 
L'esistenza del campo magnetico fa sì, tuttavia, che in un intervallo 
di valori dei parametri dell'onda siano violate le condizioni di evo- 
luzione, e tali onde sono impossibili (si veda il problema 1). 

Quanto alle onde d’urto perpendicolari considerate alla fine del 
paragrafo precedente, tutte queste onde di compressione sono evo- 
luzionali e sono, fra l’altro, onde rapide. Quest'ultimo fatto è 
evidente in quanto per #, = 0 le velocità ua = up = 0. 

Dopo aver studiato tipi diversi di discontinuità nell’idrodinami- 
ca magnetica soffermiamoci ancora sulla questione della possibilità 
di esistenza dei casi transitori tra questi tipi, cioè di discontinuità 
tali che godessero contemporaneamente delle proprietà dei due tipi. 
Queste possibilità sono fortemente limitate da restrizioni derivanti 
dalla condizione di evoluzione. 

Prima di tutto, la discontinuità di Alfvén non può trasformarsi 
con continuità in un'onda d'urto. Infatti, in un'onda d'urto la 
normale alla superficie di discontinuità e il campo magnetico da am- 
bedue i suoi lati giacciono in un piano. E questa onda d'urto può 
coincidere con la discontinuità di Alfvén a condizione però che il vet- 
tore H in essa ruoti di 180°. Ma in questo caso la componente tangen- 
ziale del campo cambia di segno mentre nell’onda evoluzionale essa 
non cambia di segno. 

Tra le onde d’urto rapida e lenta sarebbe possibile il passaggio Con- 
tinuo soltanto per H,; = H,;) = 0 poiché nell’onda rapida il campo 
H, (qualora non sia nullo) si rafforza e in quella lenta indebolisce; 
in altre parole, il passaggio continuo potrebbe essere soltanto tra le 
onde parallele rapida e lenta. Ma le zone di evoluzione di queste on- 
de sono a contatto soltanto per ua, = ue, quando l’onda lenta scom- 
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pare (si veda il problema 1). Quindi, il passaggio continuo tra le onde 
d'urto rapide e lente è impossibile. 

Un'onda rapida non può trasformarsi con continuità in una 
discontinuità tangenziale in virtù delle disuguaglianze (73,4). 

In tal modo, sono possibili soltanto passaggi continui tra la di- 
scontinuità tangenziale, da una parte, e la discontinuità a contatto, 
quella di Alfvén o l’onda d'urto lenta, dall’altra. 


Problemi 


1. Trovare la zona di valori vj; in cui si viola l'evoluzione dell'onda d urto 
parallela nel gas monoatomico perfetto (nel senso termodinamico) con il rap- 
porto tra capacità termiche cp/e, = 0/3. 

Soluzione. Per il gas in questione la funzione termica è w = 5P/2p e il si- 
stema di condizioni di frontiera (70,1-3) assume la forma 


P1D1=3U2, P1tpivî= Pat Padî, 
P P 
+5 L=-024+5 A, 
it Di 2+ D, 


Di! qui ricaviamo 
_ vi +-3uî, 
2 4vi 


(ove uo = (5P/3p)!/2 è la velocità del suono: ordinaria) e in seguito: 


Do 1 201 VALI 
___ W(502— ud) (02+3u3,) 


Uoa = 4vi 


Urg= Max (toi Uan), Ufg= min (Uo1: UA), 
Urg= MAX (Uos) UA2), Ula== MIN (Ugs, Una). 


Per uA1 < uo: le condizioni di evoluzione sempre sono soddisfatte e, inol- 
tre, l’onda d’urto è rapida. Nella fig. 43 è rappresentata approssimativamente la 
forma delle dipendenze vs (v;) (linea in grassetto) e wA2 (Vi); Ure (01) = woa (01) 
in questo caso; la linea pendente in tratteggio punteggiato è la bisettrice di un 
angolo retto. 

Nella fig. 44 è rappresentato il diagramma analogo per il caso wa; > Ugg. 
Le curve sottili continue sono di nuovo le dipendenze ua» (01) e usa (v1); in di- 
versi tratti di queste curve è indicato quale delle velocità urg 0 u1, coincide con 
esse. La curva continua in grassetto è la dipendenza vg (v;) nelle zone di evolu- 
zione; il suo tratto sinistro corrisponde alle onde d’urto lente e quello destro 
alle rapide. Il tratto punteggiato in grassetto è non evoluzionale e occupa l’in- 
tervallo 


UAL Vi < Viu, —3uf,; 
esso è limitato a destra da un punto in cui v, = ua3!). 


1) Per tratto della linea B2 si veda il problema 2. 
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:. 2. Davanti ad un’onda d'urto il campo magnetico tangenziale è H;, = 0 
e dietro di essa H:, # 0 (tale onda d’urto si chiama onda di inclusione). Trovare 
l’intervallo di valori della velocità vn; che può avere questa onda in un gas con 
le stesse proprietà termodinamiche del problema 1. e 


Fig. 44 


Soluzione. Dalla (72,2) segue che per Hi; == 0 la velocità dietro l'onda ri- 
spetto a gas è Ò O 
e davanti al gas 


om= 22 vna=uan / LE >uss. 
Pi Pi 


Questa è un’onda rapida; lev e Una sono reciprocamente legate dalla relazione 
; | 
UniVng = UA1L!). 
‘ . » ». . n . C) . . 
Per l’onda di inclusione nel gas con le proprietà termodinamiche suindicate 
si può ottenere dalle condizioni di frontiera 


H? 
02 Pi 2 2 52 9 9 
8a ui (On4a UA 1) (Aupg e 3up i Und)» 
AI 1 


Poiché il secondo membro dell'uguaglianza deve essere positivo e poiché vn, > 
> ua; vediamo che i valori possibili di v,1 nell’onda di inclusione sono limitati 
dall’intervallo 


el ; 2 2 
UA1 S Uni & Viu, — UG: 


l 1) Si chiama onda di inclusione quella in cui Hy, 7 0 e Hig = 0. Essa sì 
riferisce alla categoria di onde lente e le sue velocità sono 
Uni = UAI» Una Di UAZZ UAnr. Uniria T Uda. 
2 
Può sorgere un dubbio che le onde di inclusione e di esclusione siano evolu- 
zionali; così, nell’onda di inclusione vn, > vA: e perciò sembrerebbe che da essa 
non potesse partire che una sola onda di Alfvén di perturbazioni con velocità 
Vn2 + “As = 204 indietro. Non si deve dimenticare, tuttavia, che per appli: 
cazione dì perturbazione il campo magnetico tangenziale diviene non nullo. 
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Da queste disuguaglianze si vede che le onde di inclusione sono possibili soltanto 
per ua1 > vo;. Nella fig. 44 a queste onde corrisponde il tratto B8 della curva 


sottile continua. 


$ 74. Dinamica turbolenta 


Il moto turbolento di un fluido conduttore gode di una proprietà 
notevole: esso può implicare la generazione spontanea di campi 
magnetici relativamente grandi, fenomeno che porta il nome di 
dinamica turbolenta. Nel fluido conduttore sempre esistono piccole 
perturbazioni causate da fatti estranei al moto stesso del fluido e 
accompagnate dalla comparsa di campi elettrici e magnetici molto 
deboli (tali perturbazioni possono essere legate, per esempio, all’ef- 
fetto magnetomeccanico in alcuni tratti del fluido in rotazione e per- 
sino alle fluttuazioni termiche). Nel seguito tutto dipenderà dall’an- 
damento di queste perturbazioni: a causa del moto turbolento esse si 
rafforzano, in media, o indeboliscono. 

Con il tempo l'andamento della variazione di perturbazioni così 
comparse una volta del campo magnetico è determinato dal gioco 
delle cause fisiche più disparate. Nella direzione in cui il campo si raf- 
forza agisce un effetto magnetoidrodinamico specifico che consiste 
nell’estensione delle linee di forza. Nel $ 65 è stato detto che nel 
caso di un fluido in moto (di conducibilità sufficientemente grande) 
le linee magnetiche di forza anch'esse si spostano in quanto « conge- 
late » nel fluido, mentre l’intensità del campo magnetico varia pro- 
porzionalmente all’estendersi della linea di forza in ogni suo punto. 
Ma per il moto turbolento due particelle vicine qualsiasi del fluido 
con il passare del tempo divergono in media. Come risultato le linee 
di forza si distendono e il campo magnetico si rafforza. 

Nella direzione in cui il campo magnetico indebolisce agisce la dis- 
sipazione dell’energia magnetica emanata sotto forma di calore di 
Joule delle correnti indotte. Poiché la dissipazione dell’energia è 
proporzionale a (rot H)”, cioè è quadratica rispetto alle derivate spa- 
ziali del campo, è chiaro che la dissipazione sarà piccola per un moto 
a variazione del campo su scala spaziale sufficientemente grande. Ciò 
non significa affatto che su tale scala il campo si rafforzi. Infatti, 
la estensione menzionata delle linee di forza è accompagnata da un 
« intrecciarsi » di queste ultime, ciò che implica diminuzione della 
scala spaziale. Perciò è probabile una situazione quando al posto 
del rafforzamento del campo con la scala non compaia altro che il 
flusso di energia dalle pulsazioni turbolente su grande scala alle pul- 
sazioni su piccola scala e, appena raggiunta una scala sufficientemen- 
te piccola, l’energia va dissipata. 

Si verificherebbe questa situazione se la turbolenza fosse « bidi- 
mensionale », cioè se la velocità v del fluido fosse ovunque parallela 
al medesimo piano xy (Ja.B. Zeldoviè, 1956). Sottolineiamo che il. 
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campo generato H non è supposto in questo caso bidimensionale. 
Dimostriamo questo fatto. 

Consideriamo soprattutto l’evoluzione della componente H, 
del campo, perpendicolare al moto del fluido. Tenendo conto delle 
uguaglianze div H = 0 e div v = 0 (in questo paragrafo il fluido è 
supposto incompressibile!) la componente z dell’equazione (66,1) 
assume la forma 


0 
25 = (VV) Hy+ vmVHi; ° (74,1) 


ove entra la sola H,. Il primo termine descrive semplicemente il 
trasporto di un dato valore H, con l’elemento di fluido cui la compo- 
nente si riferisce. Il secondo termine descrive l’equalizzazione « dif- 
fusiva » dei valori H, in punti distinti del fluido. Evidentemente, né 
l'uno né l’altro effetto possono condurre ad un aumento di 
H,. Se la perturbazione iniziale di H, occupa una zona finita dello 
spazio essa si smorza con il passare del tempo in seguito alla « dif- 
fusione ». 

Per la dimostrazione dello smorzamento delle componenti H,, 
H, del campo si può porre H, = 0 poiché si deve escludere la proba- 
bilità che queste componenti restino dopo lo smorzamento di H, *). 
Dimostriamo questo fatto sotto la condizione complementare che 
tutte le grandezze (v e H) siano indipendenti dalla coordinata 2 ?). 
Allora il vettore rot H è diretto lungo l’asse z, così come il vettore 
IvH], e perciò (come risulta dall’espressione (66,6)) il campo elet- 
trico E è diretto anch'esso lungo l’asse z. In questo caso si può de- 
scrivere il campo elettromagnetico mediante il potenziale vettoriale 
A diretto lungo l’asse z e indipendente dalla coordinata 2: 
dA, TO. dA, ] 
UT dx 


_1 94, ‘AIA: _ 
E,= — TE div A= 3, = 0, 
Sostituendo queste espressioni nella formula (66,6), dopo una sempli- 
ce trasformazione otteniamo l’equazione esprimente 4, 


die (vW) A+ondA; (74,2) 


che formalmente coincide in modo’ esatto: con l'equazione (74,1). 
Ne segue di nuovo che con il passare del. tempo; le perturbazioni 
di A,, e con esse di /,, #,, si smorzano. co | 
Quindi, la dinamica turbolenta rappresenta un: {enomeno sostan- 
zialmente tridimensionale. Per illustrare questa. circostanza: diamo 


1) Considerazioni ulteriori. non' escludono che il campo possa’ aumentare 
nello stadio iniziale del processo. 

2) Questa ipotesi serve qui alla sola semplificazione e non assume carat- 
tere di principio. Una discussione un po’ più complicata consente di dimostrare 
lo stesso risultato senza questa restrizione. o SI 
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un'‘esempio di moto che implica rafforzamento del campo senza varia- 
zione della sua scala spaziale. Consideriamo l’insieme di linee ma- 
gnetiche di forza chiuse, congelate all’interno di un toro sito nel fluido 
(fig. 45,a). Supponiamo che per il moto del fluido la lunghezza di 
questo toro raddoppi (fig. 45,0); allora diminuisce di due volte l’area 
della sua sezione e aumenta la grandezza del campo magnetico. Sup- 
poniamo in seguito che per il moto il toro «si torca » (fig. 45,c) 


È 2 cl @ 


Fig. 49 


e poi i cappi si sovrappongano reciprocamente (fig. 45,d). Come risul- 
tato si ottiene una configurazione pressappoco della stessa dimensione 
iniziale ma con il valoreraddoppiato del campo. Una ripetizione infi- 
nita di questo ciclo conduce a un rafforzamento esponenziale infi- 
nito del campo. Evidentemente, questo moto è in linea di massima 
tridimensionale. 

È ovvio che questa illustrazione non serve di dimostrazione del- 
l’esistenza vera e propria della dinamica turbolenta; esistono altri 
moti che frazionano le scale del campo. Per chiarire questa questione 
è necessario condurre uno studio diretto della stabilità del moto tur- 
bolento del fluido conduttore rispetto a piccole perturbazioni inizia- 
li del campo magnetico. Questa via ha consentito di ottenere risul- 
tati convincenti secondo i quali per valori sufficientemente grandi 
del numero magnetico di Reynolds la generazione del campo magne- 
tico effettivamente ha luogo !). Non esporremo queste analisi molto 
complicate limitandoci a una descrizione generale della turbolenza 
magnetoidrodinamica venutasi a creare sotto ipotesi di esistenza 
della dinamica turbolenta. | | 

Come è noto, il moto turbolento si può considerare come insieme 
di « pulsazioni turbolente » di diversa scala a partire da quella fon- 
damentale « esterna » / fino alla scala più piccola « interna » Ao. 
La prima coincide con le lunghezze caratteristiche che determinano 
le dimensioni della regione in cui ha luogo il moto turbolento. La 
seconda invece determina le distanze alle quali la dissipazione del- 
l'energia diviene importante (cfr. VI, $$ 341, 32). Quando parliamo della 
stazionarietà della turbolenza teniamo conto che le sue caratteri- 
stiche medie sono costanti; ossia quelle rispetto a intervalli di tempo 
dell’ordine di grandezza dei periodi delle pulsazioni corrispondenti, 


1) Cfr. VainStein S.I. — JETF, 1980, v. 79, p. 2175; 1982, N. 83, p. 164. 
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ma, ovviamente, piccoli rispetto a tutto il tempo dell’osservazione. 
Indichiamo con A le caratteristiche medie delle pulsazioni della sca- 
la 4, per esempio, v,, H, sono le variazioni medie della velocità e 
del campo a distanze — 4. 

Quando affermiamo che esiste la dinamica turbolenta, ciò signi- 
fica che sulla scala fondamentale / esistono campi magnetici H, per 
i quali la densità dell’energia 77/8 è commensurabile con la densità 
dell’energia cinetica pv}/2 del fluido. In altre parole, la velocità di 
Alfvén nel campo 7; sali 


UA Vino , (74,3) 
è comparabile con la scala fondamentale della velocità idrodinamica 
v; = (variazione della velocità media a distanze — /). Per le sca- 
le A</ i campi ZH, < H}). o 

Sottolineaimo immediatamente la principale differenza tra la 
turbolenza magnetoidrodinamica e quella ordinaria. Nell’ultima il 
moto su scala fondamentale non incide sensibilmente sulle proprietà 
delle pulsazioni di piccola scala: esso non implica che « deviazione » 
di queste ultime per convezione. Nel caso magnetoidrodinamico, in- 
vece, il campo 77, della scala fondamentale incide sul moto di tutte 
le scale più piccole. | o 

Poiché per le scale A < / il campo H; si può supporre localmente 
omogeneo e siccome H7,< ZH, in questo caso il moto di piccola sca- 
la non è altro che l’insieme di onde magnetoidrodinamiche di piccola 
ampiezza con vettori d'onda k- 1/4 e velocità — ua. Secondo la 
(69,11) in queste onde l’energia cinetica e l’energia magnetica del 
fluido sono uguali. In altre parole, nelle pulsazioni di piccola scala 
si osserva con grande precisione l’equipartizione tra le energie ma- 
gnetica e cinetica: e 


ov Hi/4a. (74,4) 


Per ordine di grandezza, questa relazione si può estrapolare rispetto 

alla scala fondamentale nella quale si ha u-— wa4 in accotdo con l’ipo- 

tesi. o 
Consideriamo la regione delle scale 4 nell’intervallo 


IDAS do (74,5) 


È da tener conto che la dissipazione viscosa e la dissipazione di Jou- 
le, in generale, possono essere importanti per valori diversi di À, e in 


1) Qui presenta interesse la generazione del campo magnetico turbolento 
a dimensioni caratteristiche della variazione spaziale <I. Come risulta, la 
generazione del campo «con grande scala » e dimensioni caratteristiche >L 
è possibile a sola condizione che le caratteristiche medie del moto turbolento 
non siano invarianti rispetto all’inversione spaziale (questo caso qui non è trat- 
tato). Per teoria corrispondente si veda il libro di VainStein S.I., Zeldoviè Ja.B., 
Ruzmajkin A.A. Dinamica turbolenta in astrofisica. — Mosca, Nauka, ed. 
russa, 1980. î 
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questo senso nella turbolenza magnetoidrodinamica possono esistere 
due scale interne; con A, nella (74,5) si intende la più grande di esse 
in modo che nella zona (74,9) (detta inerziale) non esiste nessuna dis- 
sipazione. 

Come nella teoria della turbolenza ordinaria, introduciamo la 
quantità media di energia (indicandola con e) dissipata in unità di 
massa del fluido per unità di tempo. Questa energia viene attinta 
dal moto di grande scala da cui si trasmette gradualmente a tutte le 
scale più piccole finché non sarà dissipata nelle pulsazioni delle sca- 
le A < A. Evidentemente nella zona inerziale in cui la dissipazione 
non esiste la quantità e rappresenta, al tempo stesso, un flusso di ener- 
gia costante (indipendente da 4) nella direzione delle scale decrescen- 
ti. Nella teoria della turbolenza ordinaria puramente idrodinamica si 
poteva affermare che le proprietà della turbolenza locali (cioè su 
lunghezze A < /) dovessero essere determinate dalle sole grandezze, 
f, e e, ovviamente, dalle distanze stesse À ma non dalle scale delle 
dimensioni / e della velocità u in totale; ciò era sufficiente per tro- 
vare la dipendenza di v, da 4, già sulla base delle considerazioni 
dimensionali. Nella turbolenza magnetoidrodinamica, invece, le pro- 
prietà locali possono dipendere anche dal campo 7; (0, che è lo stes- 
so, dalla velocità ua). Ora le considerazioni dimensionali sono in- 
sufficienti e si deve prendere in esame il meccanismo di formazione 
del flusso di energia. | | 

Questo meccanismo è rappresentato dall’interazione tra le onde 
magnetoidrodinamiche di piccola ampiezza descritta dai termini non 
lineari nelle equazioni di moto. Perciò il flusso di energia e deve es- 
sere sviluppato in potenze delle piccole ampiezze v, e, inoltre, 
questo sviluppo deve partire dai termini di potenza superiore alla 
seconda (poiché i termini quadratici corrisponderebbero alla dissi- 
pazione ordinaria che in questo caso non esiste). I termini cubici 
dipenderebbero dalle fasi delle onde interagenti e, quindi, scompaiono 
per il calcolo della media rispetto a queste fasi casuali. Perciò 
e vi. Ora è possibile già determinare il coefficiente di proporzio- 
nalità partendo dalle considerazioni dimensionali (la dimensione 
di e è erg/(g-s) = cm°/s?): 

0 E viluah, (74,6) 
ossia È 
Ur > (ALA) (74,7) 


(R.H. Kraichnan, 1965). Questa espressione sostituisce la legge di 
Kolmogorov-Obuchov (v, = (£4) ”*) della turbolenza idrodinamica 
ordinaria. Estrapolando la (74,6) alla scala fondamentale otteniamo 
per e la seguente stima: 

e nilual=> uS/1, 


ossia la stessa come nell’idrodinamica ordinaria. 
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La scala interna della turbolenza 4, si può stimare considerando 
le pulsazioni di piccola scala come onde magnetoidrodinamiche sullo 
sfondo del campo di grande scala #7. La viscosità e la conducibilità 
del mezzo implicano assorbimento di queste onde; il coefficiente di 
assorbimento corrispondente y è stato trovato nel problema al $ 69. 
La dissipazione diviene sensibile quando la lunghezza di assorbimen- 
to 1/y) va comparata con la lunghezza d’onda, cioè con la scala %. 
Poiché le onde magnetoidrodinamiche si propagano con la velocità 
ua (indipendente dalla loro lunghezza), allora la frequenza @ — u4/4. 
Abbiamo la seguente stima per il coefficiente di assorbimento: 


gr (V+ vm) /A° Un. 


Per A-À dalla condizione y- 4/4 ricaviamo la scala interna 
Mn im, (74,8) 


Se v> vm, allora Xp — v/u— 1/R, oveRA ul/v è il numero di Rey- 
nolds per il moto fondamentale. Analogamente per v,n > v abbiamo 
Ao UR me 

Per concludere notiamo un’altra proprietà interessante del mo- 
to turbolento di un mezzo fortemente conduttore: il campo magnetico 
va spinto fuori dalla zona turbolenta. Consideriamo infatti una zona 
finita occupata dalla turbolenza all’esterno della quale si trova un 
campo magnetico. Le linee di forza di questo campo entrando nella 
zona turbolenta la si scompigliano in quanto sono « congelate » e il 
campo diventa caotico nelle direzioni. Questo fatto sta a significare 
l'annullamento della media dell'intensità H rispetto al tempo con 
precisione più grande quanto più grande è la conducibilità del mez- 
zo (ma la conducibilità finita implica « scivolamento » delle linee 
di forza in modo che la caotizzazione del campo è incompleta). In 
altre parole, per applicazione di un campo magnetico non troppo Îor- 
te al fluido animato da un moto turbolento (in una zona limitata) 
il fluido si comporta come mezzo diamagnetico con permeabilità ma- 
gnetica trascurabile (u < 1) la quale è più piccola quanto più grande 
è il numero di Reynolds Rn. 

Un campo magnetico sufficientemente forte non può non pene- 
trare nel fluido. Tuttavia, ciò non significa che un campo magnetico 
forte debba sopprimere completamente la turbolenza. In un campo 
magnetico uniforme arbitrariamente forte (diretto lungo l’asse z) è 
possibile la turbolenza bidimensionale in cui la velocità del fluido è 
parallela ovunque al piano xy e non dipende dalla coordinata z. 
Infatti, in questo caso 


rot [vH] = (HV)v=0 
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e dall’espressione (65,2) segue che il moto del fluido non perturba 
il campo esterno il quale resta uniforme. Perciò non compaiono cor- 
renti e la forza di Lorentz è nulla. Si può dire che il moto bidimensio- 
nale « non sente » in generale l’esistenza di un campo uniforme. È 
questa turbolenza bidimensionale nella quale degenera la turbolenza 
‘in un campo magnetico forte esterno. 


Capitolo IX 


EQUAZIONI DELLE ONDE ELETTROMAGNETICHE 


$ 75. Equazioni del campo in dielettrici senza dispersione 


Nel $ 58 abbiamo dedotto le equazioni del campo elettromagne- 
tico variabile in metalli: | 


rotH= cE, rotE= ——-— (75,41) 
Cc Cc i 


che si verificano per variazione sufficientemente lenta del campo; 
le frequenze del campo devono essere tali da non incidere sulle di- 
pendenze di j da E e di B da H (se in generale B differisce sensibil- 
mente da H) che si riferiscono al caso stazionario 1). 

Ora consideriamo una questione analoga per il campo elettroma- 
gnetico variabile in un mezzo dielettrico e deduciamo equazioni va- 
lide per frequenze tali quando i legami tra D e E e tra Be H restano 
ancora gli stessi come nei campi costanti. Se, come ciò di solito si 
avvera, questo legame si riduce a una semplice proporzionalità, la 
condizione suindicata significa che si può porre 


D= E, B= uH (75,2) 


con valori statici e e pu. | 

Queste relazioni si violano (0, come si suole dire, compare la 
dispersione di e e u) per frequenze commensurabili con le autofrequen- 
ze di quelle oscillazioni molecolari o elettroniche alle quali è dovu- 
ta la comparsa della polarizzazione elettrica o magnetica della so- 
stanza. L'ordine di grandezza di queste frequenze dipende della na- 
tura della sostanza e varia in limiti molto larghi. Esso può essere as- 
solutamente distinto per fenomeni elettrici e magnetici 2). 


1) Quanto alla condizione! « 4, essa non ha niente a che vedere con l'ap- 
plicabilità delle equazioni (75,1) come tali. Il ruolo di questa condizione per le 
questioni studiate nel cap, VII consiste nella possibilità di trascurare effetti 
di ritardo nel campo all’esterno del conduttore. l 

2) Così, nel diamante la polarizzazione elettrica è di natura elettronica e la 
dispersione di e comincia soltanto nella regione ultravioletta dello spettro. In 
un fluido polare come acqua la polarizzazione è legata all’orientazione: 
delle molecole con momenti di dipolo rigidi e la dispersione di e comincia a fre- 
quenze 0 = 10"! (cioè nella gamma di onde di lunghezze in cm). La dispersione u 
nei ferromagnetici può cominciare anche prima, 
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Le equazioni 
divB=0, (75,9) 
1 9B , 
sì ottengono immediatamente per sostituzione di e e h nelle equazio- 
ni microscopiche esatte di Maxwell con le loro medie E e B. Perciò 
queste equazioni non necessitano di cambiamenti per nessuna condi- 
zione. Quanto all’equazione 


divD=0, (75,5) 


essa si ottiene (cfr. $ 6) mediante il calcolo della media dell’equazio- 
ne microscopica div e = 4np tenendo conto dell’unica circostanza 
che la carica totale del corpo è nulla. Evidentemente, questa deduzio- 
ne non dipende in nessuna misura dalla stazionarietà del campo 
supposta nel$ 6 e perciò l'equazione (75,9) conserva la sua forma anche 
nei campi variabili. | 

Un'altra equazione dev'essere derivata mediante il calcolo della 
media dell’equazione 


19 4 
rth=— 4 = pv. (75,6) 
Questa media dà 
1 9E han — 
rotB=— di + pv. (79,7) 


Tuttavia nel caso di un'campo macroscopico dipendente dal tempo è 
molto difficile stabilire il legame tra la media pv e le grandezze tro- 
vate precedentemente. E più facile calcolare la media indicata non 
direttamente bensì nel modo seguente più formale. 

Supponiamo provvisoriamente che nel dielettrico siano introdotte 
cariche esterne alla sua sostanza di densità di volume pest. Queste 
cariche nel loro moto creano la corrente « esterna » jest, e la conser- 
vazione di queste cariche è espressa mediante l’equazione di conti- 
nuità 


d «+ 
“De8t L div jor=0. 
Al posto dell'equazione (75,5) avremo 


{efr. la (6,8)). Derivando questa uguaglianza rispetto al tempo e usan- 
do l'equazione di continuità, otteniamo 


| IPest CReeE RIE 
a divD=4% Det — — 4 div fest» 
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. OD + 
div (7 + 4stjest ) =0. 


Ne segue che il vettore sotto il.segno div può essere rappresentato co- 
‘me rotore di un altro vettore, che indichiamo. con cH; allora 


4N , 
rot H-=- Er Jestt i di . (709,8) 
All'esterno del corpo questa equazione deve coincidere con l’equa- 
zione di Maxwell esatta per il campo nel vuoto per cui il vettore H 
‘coincide con l'intensità del campo magnetico. All’interno del corpo, 
invece, la corrente jes; nel caso statico è legata al campo magnetico 
mediante l'equazione 


rot H = si Jest: 


dove H è una grandezza introdotta nel $ 29 e legata in determinato 
modo con la media intensità B. Ne deriva che nel limite della fre- 
quenza tendente a zero il vettore H nell’equazione (75,8) coincide 
con la grandezza statica H(B), mentre la supposta « lentezza » di va- 
riazione del campo qui significa che anche per questi campi variabili 
si conserva la stessa dipendenza H(B). In tal modo H diventa una 
grandezza ben determinata e, omettendo la grandezza ausiliare 
Îest, otteniamo infine l'equazione 


1 0D 
rotH=— di | (75,9) 


La grandezza D/4xn si dice corrente di spostamento. 

Questa equazione sostituisce per i dielettrici la prima delle equa- 
zioni (75,1) descrivente il campo nei metalli. Si può supporre che nel 
caso dei metalli in questa equazione per un campo variabile si debba 
tener conto di un termine con la derivata 0E/dt, cioè che si debba scri- 
vere | 

43 e dE 

rotH=-——0E4+— (75,10) 
con il coefficiente costante e. Tuttavia per conduttori buoni (metal- 
li autentici) l’introduzione di un termine simile sarebbe insensata. 
I due termini a secondo membro dell'equazione (75,10) rappresenta- 
no infatti i primi termini dello sviluppo in potenze della frequenza 
del campo. Poiché quest’ultima è supposta sufficientemente piccola, 
il secondo termine significherebbe nel migliore dei casi l’introduzio- 
ne di una piccola correzione. In realtà, invece, esso non può avere 
neanche questo senso poiché nei metalli di fatto le correzioni dovute 
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alla disuniformità spaziale del campo diventano importanti prima 
che la correzione alla frequenza (si veda la nota alla pag. 298). 

Fsiste tuttavia una categoria di corpi (conduttori cattivi) per ì 
quali l'equazione (75,10) può aver senso. Per ragioni particolari (pic- 
cola quantità di elettroni di conduzione nei semiconduttori, scar- 
sa mobilità di ioni nelle soluzioni elettrolitiche) la conduzione di 
tali sostanze è anomalmente piccola, e perciò il secondo termine a 
secondo membro dell’equazione (75,10) può essere paragonato con 
il primo termine e persino superarlo nel caso di frequenze per le qua- 
li si possono considerare o e e costanti. In un campo monocromatico 
il rapporto tra il secondo. e il primo termine è ew/4rn0. Se questo rap- 
porto è piccolo, il corpo si comporta come conduttore ordinario di 
conduzione o. Per le frequenze ®© > 4r0o/e esso si comporta come 
dielettrico con permettività dielettrica e. 

In un mezzo omogeneo con e e u costanti le equazioni (75, 3-5) 
e (75,9) assumono la forma 


divE=0, divH=0, (75,41) 
a u dH __ 8 9E 
rotE= — tc di rtH=—-—. (75,12) 


Escludendo da queste equazioni in modo ordinario E (o H) ottenia- 
mo 


_8 0d s____ he 2°H 
rotrotH=-— — rotE= a DA 
e poiché rotrotH = graddivH — AH = —AH, abbiamo così 


l'equazione d’onda 


eu d°H 
AH- 5 D7-=0. 


Ne deriva che la velocità di propagazione delle onde elettromagneti- 
che in un mezzo dielettrico omogeneo è 


Cc 
7a (75,13) 
La densità del flusso di energia è la somma del flusso di energia 
del campo elettromagnetico e del flusso di energia trasportata diret- 
tamente dalla sostanza in moto. Nel mezzo immobile (che stiamo qui 
considerando) l’ultima parte manca e la densità del flusso di energia 
nel mezzo dielettrico è data dalla stessa formula (30,20): 


S=7 [EH], (75,14) 
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come nei metalli. È facile provarlo calcolando div S. Usando le equa- 
zioni (75,4) e (75,9) otteniamo 


divS= 7 (HrotE—Erot H)= — 2 (EP+H 08) __ MU, 


in accordo con l’espressione 


1 
dU = (E dD + H dB) 


per il differenziale dell'energia interna del dielettrico per densità ed 
entropia date. 

Come è noto, la condizione di simmetria del tensore energia- 
impulso quadridimensionale di qualsiasi sistema chiuso (nel caso 
considerato abbiamo a che fare con un dielettrico nel campo elet- 
tromagnetico) conduce all’ uguaglianza (a meno del fattore c?) tra. 
la densità del flusso di energia e la densità spaziale dell'impulso. 
del sistema (cfr. II, $$ 32, 94). Perciò quest’ultima vale ° 


1 (EHI. (75,16) 


In particolare, di questa circostanza bisogna tener conto nella 
determinazione delle forze che agiscono sulla sostanza dielettrica 
nel campo elettromagnetico variabile. Si può calcolare la forza f 
(riferita all'unità di volume) in base al tensore degli sforzi 0;, come 


_ d0ik 
fi _ ELA 


In questo caso, tuttavia, si deve tener conto che c;; è la densità del 
flusso dell'impulso che fa variare l'impulso sia della sostanza che 
del campo elettromagnetico. Se con f si intende la forza agente esclu- 
sivamente sul mezzo, dall'espressione scritta bisogna sottrarre la va- 
riazione dell'impulso dell'unità di volume del campo, cioè 


fi; = 0 _ 24 (EH, (75,17) 


In un campo costante l’ultimo termine è nullo, la ragione per cui 
questo problema prima non è stato sorto. 

La lentezza di variazione del campo consente di ricorrere per il 
tensore degli sforzi alle espressioni precedenti ottenute per il campo 
costante. Così, per il mezzo dielettrico liquido il tensore 0;, è dato 
dalla somma delle parti elettrica (15,9) e magnetica (39,2). 

Ma derivando queste espressioni rispetto alle coordinate si deve 
tener -conto: del. fatto. che. al. posto delle equazioni rot E = 0 e 
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rotH=0 per un campo costante (libero dalle correnti) abbiamo 
ora le equazioni (75,12). Ciò implica la comparsa di termini nuovi 


e _ 
x [E rot E] Ar [H rot H] 
che ora sono non nulli, bensì * valgono 


ev? [EH], 


Tr (EH]— T dre dt 


In tal modo, la forza cercata è 
li | n 
= — vPslo, T)—g7 Ve—- V+ 
0 E? 1 L 
+v[e($F) +e (3), + 7 (EHI. (75,18) 


r 81 Aste 
L'ultimo termine in questa espressione si chiama forza di Abraham 
(M. Abraham, 1909). 


$ 76. Elettrodinamica dei dielettrici in moto 


Il movimento del mezzo implica la comparsa dei fenomeni di re 
ciproca influenza tra campi elettrici e magnetici. Per i conduttori 
questi fenomeni sono stati già studiati nel $ 63, e ora studiamo que- 
sto problema per i dielettrici. In questo caso si tratta infatti di fe- 
nomeni che si verificano nei corpi in moto in presenza del campo e- 
sterno elettrico o magnetico. Sottolineiamo che questi fenomeni non 
hanno niente a che vedere con la comparsa dei campi dovuta al mo- 
vimento stesso dei corpi (ciò che abbiamo già studiato nei $$ 36, 64). 

Come punto di partenza nel $ 63 sono state le formule di tra- 
sformazione del campo nel passare da un sistema di coordinate a un 
altro. In questo caso era sufficiente conoscere le formule ordinarie 
di trasformazione dell'intensità elettrica e magnetica del campo nel 
vuoto le cui medie forniscono immediatamente le formule di tra- 
sformazione di E in B. Per i dielettrici la questione è più complicata 
in quanto esiste grande quantità di grandezze che descrivono il cam- 
po elettromagnetico. 

Nel caso dei corpi macroscopici in moto si ha a che fare di solito 
con velocità piccole rispetto alla velocità della luce. Tuttavia, è 
più facile ottenere le formule approssimate di trasformazione corri- 
spondente sulla base delle formule relativistiche che sono valide qual- 
siasi siano le velocità. 

Come è noto, nell’elettrodinamica del campo nel vuoto le compo- 
nenti dei vettori e e hdell’intensità elettrica e magnetica sono in real- 
tà componenti di un tensore quadridimensionale (4-tensore) an- 
tisimmetrico del secondo ordine (cfr..II, $ 23). Poiché E e B sono Je 
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medie di e e h, per queste grandezze è valida l’osservazione prece- 
dente. In tal modo, esiste un 4-tensore Fuy avente le seguenti com- 
ponenti 1): 

0 E, E, E, 
—_£E, 0 -B, B, 


F,,= | 
pv — E, B, 0 —B, ? 

—E, —B, B, 0 

0 -E. E, —E.\ (76,1) 
pio_{Ex 0 —B. B, 


E, B, 0 —B, 
E, —B, B., 0 


Mediante questo tensore la prima coppia delle equazioni di Maxwell 


. 1 0B 
divB=0, rotE= 7% (76,2) 
può essere scritta nella forma .quadridimensionale seguente: 
OFiu OFuy OF __ 0 
dx‘ t dx t da (76,3) 


Con ciò si rivela l’invarianza relativistica di queste equazioni. È 
da sottolineare che l'applicabilità stessa delle equazioni (76,2) ai 
corpi in moto è di per sé evidente poiché queste equazioni si ottengo- 
no direttamente sostituendo a e e h nelle equazioni microscopiche esat- 
te di Maxwell le loro medie E e B. | sE 

Ma la seconda coppia delle equazioni di Maxwell 


divD=0, rt H=—© (76,4) 


conserva anch'essa l’aspetto formale nei mezzi in moto. Ciò è evi- 
dente dalle considerazioni citate nel paragrafo precedente nelle quali 
sono state usate esclusivamente proprietà generali (la nullità della 
carica totale, per esempio) cui godono sia i corpi in moto che quelli 
immobili. In questo caso, tuttavia, i legami delle grandezze D e B 
con le grandezze E e H non devono coincidere affatto con quelli che 
esistono nei mezzi immobili. 

Le equazioni (76,4), essendo valide sia per i corpi immobili che 
per quelli in moto, devono conservare la loro forma per la trasfor- 
mazione di Lorentz. Per il campo nel vuoto i vettori D e H coincido- 
no con E e Be l’invarianza relativistica della seconda coppia delle 
equazioni di Maxwell significa che queste ultime pure possono essere 
scritte nella forma quadridimensionale mediante lo stesso tensore 


1) In questo paragrafo gli indici tensoriali quadridimensionali, che de- 
scrivono i valori 0, 1, 2, 3, si indicano con le lettere greche 4,.&, v. 
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F,w: 0FM4/0x4 = 0 (cfr. II, $ 30). È chiaro perciò che per assicurare 
l’invarianza relativistica delle equazioni (76,4) è necessario che le 
componenti dei vettori D e H si trasformino in realtà come componen- 
ti diun 4-tensore costruito analogamente. al tensore F,y. Indichiamo 
questo tensore con Hyy: 


0 D, Dy D, 
—D, 0 —H, H, 


Huy= —D, H, 0 -H,l|' 

\-D, —-Hy, H,y 0 

0 —D, —D, —D, (76,5) 
HM — D, 0 — H, H, 


D, H, 0 -H.l' 
D, —H, H, 0 
Esso consente di scrivere le equazioni (76,4) nella forma 


on 
dx 


Precisando il carattere tensoriale quadridimensionale delle gran- 
dezze E, D, H e B, abbiamo stabilito così la legge della loro trasfor- 
mazione nel passare da un sistema inerziale ad un altro. Tuttavia a 
interessarci è non tanto questa legge quanto il legame tra le dette 
grandezze nel mezzo in moto, il quale generalizza le relazioni D = 
= gEeB= uH valide per i corpi immobili. 

Indichiamo con ut il 4-vettore di velocità del mezzo; le sue com- 
ponenti sono legate con la velocità tridimensionale v mediante 


=0. (76,6) 


1 Vv 
ult = — ———— — — =_= |]. 
| Vi1—-v?/c? "6 VI—- v2/c? 


Tramite questo 4-vettore e i 4-tensori FYY e HH costruiamo le com- 
binazioni che nel mezzo immobile si trasformano in E e D. Tali so- 
no i 4-vettori F24 u, e H*4u,; per v = 0 le loro componenti tempo- 
rali si annullano e quelle spaziali si trasformano in E e D, rispetti- 
vamente. È ovvio perciò che la generalizzazione quadridimensiona- 
le dell'uguaglianza D = £E è 1) 


Hu, = ePru,. (76,7) 

Proviamo analogamente che la generalizzazione della relazione 

B = uH è rappresentata da un’'uguaglianza quadridimensionale 
FiyUy + Fuylii + Fyxliy _—U (Ha yly + HuyUa + HyxUy). (76,8) 
1) È da notare che scrivendo relazioni contenenti il solo valore locale della 


velocità trascuriamo con ciò effetti deboli dovuti all’esistenza eventuale del 
gradiente della velocità (effetti giromagnetici, ad esempio; cfr. $ 36). 
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Passando dalle notazioni quadridimensionali nuovamente alle 
grandezze tridimensionali, da queste due equazioni deduciamo rela- 
zioni vettoriali 1) 


D+ i {vB]=e(E+4{vB]), 
Li reet. Ln (76,9) 
B+-- [Ev]=u(H+--[Dv]). 


Queste formule, ottenute da H. Minkowski nel 1908, sono esatte 
nel senso che finora non contengono nessun’ipotesi sul valore della 
velocità. Supponendo piccolo il rapporto v/c e risolvendo queste equa- 
zioni rispetto a DeBameno dei termini del primo ordine, ottenia- 
mo 


eu—1 


D=eE+. z [vH], (76,10) 
B=uH+ euri [Ev]. (76,11) 


Le ultime formule assieme alle equazioni di Maxwell (76,2) e (76,4) 
costituiscono la base dell’elettrodinamica dei dielettrici in moto. 

Le condizioni di frontiera per le equazioni di Maxwell sono sog- 
gette anch'esse a una modifica. Dalle equazioni div D=0 e 
div B=0 derivano come sempre le condizioni di continuità delle 
componenti normali dell’induzione: 


Dn = Dias Bai = Bano (76,12) 


Quanto alle condizioni per le componenti tangenziali del campo, 
esse si ottengono più facilmente passando dal sistema inerziale im- 
mobile K a un sistema nuovo X' che si muove con l’elemento di su- 
perficie considerato del corpo; la velocità di quest’ultimo (diretta 
lungo la normale n) indichiamo con v,. Nel sistema K' sono valide 
le condizioni ordinarie di continuità di Ej e H;. In accordo con le 
formule di trasformazione relativistiche (cîr. II, $ 24) queste condi- 
zioni sono equivalenti alla condizione di continuità delle componenti 
tangenziali dei vettori | o | 


E+ 4 vB], H—4 [vD). 


1) Se una delle relazioni D = €Eo B= uH nonsi verifica nel mezzo immo- 
bile, allora la relazione corrispondente (76,9) va sostituita con un’altra dipen- 
denza funzionale fra due somme vettoriali che figurano in ambedue membri 
dell'uguaglianza. 


Proiettandole sul piano perpendicolare a n e tenendo conto dell’ugua- 
glianza. (76,12), otteniamo le condizioni di frontiera richieste: 


[n, E, E]j=-® (B.—B,), 
i (76,13) 
[n, Ho, H,j]}= 2 2 (Da DI). 


Sostituendovi le espressioni (76, 10-11) e trascurando i termini di 
ordine superiore in v/c, abbiamo ‘© 


(n, E.— E]=-7 (lata) Hi, 


(76,14) 
[n H,—H, =—-2 (e,—e,)E,. 


In questa approssimaziorie a secondo membro delle uguaglianze si 
possono non distinguere valori assunti da H e È sui due lati della su- 
perficie di separazione. ‘ = 

Se il corpo si muove in modo tale che sua superficie non si sposti 
nella direzione perpendicolare. a se stessa (per rotazione del corpo 
attorno al proprio asse, ad esempio), allora v, = 0. Questo è è l’unico 
caso in cui le condizioni di frontiera (76,13) o (76,14) si riducono alle 
condizioni ordinarie di continuità di E, e H,. 


Problemi - 


° 1. ‘Una sfera dielettrica ruota uniformemente (nel vuoto) in un campo ma- 
gnetico uniforme costante $. Determinare il campo elettrico che si crea attorno 
alla sfera. 

Soluzione. Per il calcolo del campo elettrico generato il campo magnetico 
va considerato tale come per la sfera immobile poiché se tenessimo conto dell’in- 
fluenza inversa del campo magnetico variabile ciò implicherebbe correzioni infi- 
nitesime di ordine superiore. All’interno della sfera il campo magnetico è uni- 
forme e vale 


H(i)= —_ — 


EST 


(cfr. la formula 8, 2)). 

Essendo stazionaria la rotazione, il campo elettrico generato è costante e, 
come qualsiasi campo elettrico costante, gode del potenziale: E = —V@. All’e- 
sterno della sfera il potenziale verifica l’ equazione Agla = 0 e all’interno della 


sfera l'equazione 


car 


e: 


Ag = 2 sot OH, Li (0) 
ove 9 è è la velocità angolare della rotazione. (questa requazione si deduce da 


div D. = 0con la sostituzione per D dell’espressione (76,10) con:v = [Qr]). L 
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condizione di continuità della componente normale di D sulla superficie sferica 
mostra che sere 
dipl) 


— 


+E21 a (050 (On(Hm)= — LA as 


da (2) 


Or |r=a Or ssa 
(a è il raggio della sfera, n il vettore unitario nella direzione r). 

Per simmetria della sfera il campo elettrico cercato è definito in tutto da due 
vettori costanti: Q e ©. Con le loro componenti si possono costruire linearmente 
rispetto a © e € lo scalare QQ e il tensore si 


. 2 
Lin + On din 62 


con la somma dei termini diagonali nulla. Conformemente a. ciò cerchiamo ‘il 
potenziale del campo all’esterno della sfera nella forma ///” ©“ *‘’ 


lE) _. _r———_{ __|l—-r__ 
po= 6 Din 0x; dxp | r ) _ 2 Din rs (3) 
dove Dj è un tensore costante (fra l’altro Dj ; = 0), Dip il tensore del momento 
di quadrupolo elettrico della sfera (cÎr. II $ 41). Il termine della forma costante/r 
non può essere in (€) poiché esso fornirebbe il flusso totale non nullo del campo 
elettrico attraverso la superficie che delimita la sfera (mentre la sfera non è ca- 
rica). Il potenziale del campo all’interno della sfera cerchiamo nella-forma 
| ca sd 
= Dipinti 5 QH(Ò (r3_a?). (4) 
Il primo termine rappresenta la soluzione dell'equazione Aq = 0 e il coefficiente 
in essa assicura la continuità del potenziale (e con ciò anche di Ex) sulla super- 
ficie sferica. Sostituendo le (3) e (4) nella (2) troviamo 


ao _3(eu_1) 
co (3-+2e)(24-p) 


In tal modo, attorno alla sfera ruotante si creà un campo elettrico avente carat- 
tere di quadrupolo e il momento di quadrupolo della sfera è dato dalla formu- 
la (5). In particolare, se la sfera ruota attorno alla direzione del campo esterno 
(asse 2), allora Dj ha le sole componenti diagonali 


Dig= — (Di9+90:—-$ 81n62) . (9) 


_ a 41) nd 


Analogamente, attorno alla sfera ruotante in un campo elettrico omogeneo 
si crea un campo di quadrupolo magnetico. Il momento di quadrupolo magnetico 
della sfera è dato in questo caso da una formula che si deduce dalla (5) cambian- 
do il segno e sostituendovi €, u, © con p, €, € rispettivamente. 

2. Una sfera magnetizzata ruota uniformemente (nel vuoto) attorno al suo 
asse parallelo all’asse di magnetizzazione. Determinare il campo elettrico che si 
crea attorno alla sfera 1). 


1) Se le direzioni della magnetizzazione e dell'asse di rotazione non coinci- 
dono, cambia sostanzialmente l’impostazione del problema poiché la sfera pro- 
duce la radiazione di onde elettromagnetiche nello spazio circostante. |. 
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‘Soluzione. Il campo magnetico all’interno della sfera è omogeneo e si espri- 
me mediante la costante di magnetizzazione M in accordo con le equazioni 
B() + 2HCl) = 0 (cfr. la formula (8,1)) e B(?) — H(?) = 4xM dalle quali 


81M ; 41M 
3_? H(?)= — 3 
In questo caso la seconda delle formule (76,9) non si verifica (in quanto non si 


verifica la formula B = uH per un ferromagnete immobile), mentre dalla 
prima formula per l'interno della sfera otteniamo 


B(i)= 


D= eE+ iej—£ vaj=er+ det!) [vM]. 
c c dc 
Il potenziale del campo elettrico all'esterno della sfera verifica l’equazione 
Aqte) = 0 e all’interno della sfera l'equazione 


81 (284-141). 


i)— 
Aq(?) 3c6 


MQ. 


La condizione di continuità di D, sulla superficie della sfera è 
Id dp(e) 


or r=0 dr rea i 


eri aQM sen? 0= — 


ove 0 è un angolo formato dalla normale n e dalla direzione Q e M (asse z). Cer- 
chiamo q(°) e q(*) nella forma 


(€) = PALA = Ta (3 cos? @— 1), 


gb Tr D.,(3 cost 0—1) + Seti MQ (r2—a2) 


e dalla condizione di frontiera otteniamo la seguente espressione per il momento 
di quadrupolo elettrico che si crea nella sfera ruotante: © 
| 1 


428441) 0 Cl __ 
ua 3c (28-43) 9A, Dax=Dyy=—-5 Du 


(MU è il momento magnetico totale della sfera). Per una sfera metallica bisogna 
“porre € + co e allora 


Dzz = 


D:= — 3 QoMta?. 


$ 77. Dispersione della permettività dielettrica 


Passiamo ora allo studio della questione importantissima sui cam- 
pi elettromagnetici rapidamente variabili le cui frequenze non sono 
limitate dalla condizione di piccolezza rispetto alle frequenze carat- 
teristiche affinché stabilisca la polarizzazione elettrica e magnetica 
della sostanza. 

— Un campo elettromagnetico variabile nel tempo è necessariamen- 
te variabile anche nello spazio. Per la frequenza © la periodicità spa- 
ziale va determinata dalla lunghezza d’onda il cui ordine di grandez- 
za è A - clo. All’aumentare ulteriore della frequenza la grandezza 
À diventa in fin dei conti commensurabile con le dimensioni atomi- 
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che a. In queste condizioni è impossibile la descrizione macroscopica 
del campo. 

Ciò premesso, si può chiedere se esiste in generale un dominio di 
frequenze in cui, da una parte, siano già notevoli fenomeni disper- 
sivi e, d’altra parte, sia ancora ammissibile la considerazione macro- 
scopica? E facile vedere che questo dominio deve necessariamente esi- 
stere. Il meccanismo più rapido della comparsa nella sostanza della 
polarizzazione elettrica o magnetica è quello elettronico. Il tempo 
di rilassamento è dell'ordine di grandezza dei tempi atomici a/v, 
ove a sono le dimensioni atomiche e v le velocità elettroniche nell’a-. 
tomo. Poiché v«&c, anche la lunghezza d’onda A ac/v corrispon- 
dente a questi tempi è ancora grande rispetto ad a. Supponiamo più 
avanti soddisfatta la condizione A > a !). Tuttavia, si deve tener 
conto che questa condizione può essere insufficiente: nei metalli a 
temperature basse esiste il dominio di frequenze in cui la teoria ma- 
croscopica è inapplicabile sebbene sia verificata la disuguaglianza 
clo>a (cfr. $87). 

La teoria formale trattata più avanti si riferisce in misura uguale 
sia ai metalli che ai dielettrici. Per frequenze corrispondenti ai mo- 
tielettronici intraatomici (frequenze ottiche) e più grandi ancora scom- 
pare di fatto persino la distinzione quantitativa tra le proprietà dei 
metalli e dei dielettrici. 

Già dalle considerazioni esposte nel $ 75 risulta con ‘chiarezza 
che la scrittura formale delle equazioni di Maxwell 


divD=0, divB=0, (77,4) 
di 1 9B . 1. 0D 


resta la stessa nei campi elettromagnetici variabili arbitrari. Ma 
queste equazioni in misura notevole sono prive di oggettività finché 
non sarà stabilito un legame fra le grandezze D, B e E, H che in esse 
figurano. Per grandi frequenze qui considerate ora questo legame 
non ha niente a che vedere con quello che si verifica nel caso statico 
e al quale abbiamo ricorso nei campi variabili senza dispersione. 

Prima di tutto, è violata la proprietà fondamentale di questo le- 
game che aveva luogo precedentemente, ossia la dipendenza univoca 
di D e B dai valori di E e H allo stesso istante di tempo. Nel caso ge- 
nerale di un campo variabile qualsiasi i valori D e B in un istante di 
tempo non sono determinati affatto dai soli valori E e H allo stesso 
istante. Viceversa, si può affermare che i valori D e B in un dato istan- 
te dipendono, in generale, dai valori delle funzioni E (t) e H (t) 
in tutti gli istanti precedenti. Questa circostanza esprime il fatto 
che la polarizzazione elettrica o magnetica stabilitasi della sostanza 


1) Gli effetti legati ai termini dei successivi ordini di grandezza. rispetto al 
piccolo rapporto a/A saranno studiati nei $$ 104-106. 


390 CAPITOLO IX. 


non fa in tempo a seguire la variazione del campo elettromagnetico. 
(In questo caso le frequenze per cui compaiono fenomeni dispersivi 
nelle proprietà elettriche e magnetiche della sostanza possono essere 
assolutamente distinte.) 

In questo paragrafo parleremo della dipendenza di D da E, mentre 
le particolarità specifiche della dispersione delle proprietà magnetiche 
della sostanza saranno trattate nel $ 79. 

Nel $ 6 il vettore di polarizzazione P è stato introdotto in accordo 
con la definizionep = — div P, ovep è la densità autentica (micro- 
scopica) di cariche nella sostanza. Questa uguaglianza esprimeva la 
neutralità elettrica del corpo nel suo insieme ed era sufficiente (as- 
sieme alla condizione P = 0 all’esterno del corpo) per mostrare che 


il momento elettrico totale del corpo è uguale all’integrale (P dV. 


Evidentemente questa conclusione si riferisce ai campi variabili nella 
stessa misura che ai campi costanti. Quindi, in campo variabile 
qualsiasi, anche se esiste la dispersione, il vettore P = (D — E)/4x 
conserva il significato fisico del momento elettrico riferito all’ unità 
di volume della sostanza. 

Nèi campi variabili rapidamente si ha a che fare di solito con in- 
tensità relativamente piccole per cui il legame fra De Esi può sup- 
porre lineare '). La forma più generale della dipendenza lineare fra 
D (t)e i valori della funzione E (t) in tutti gli istanti precedenti ‘può 
essere scritta come relazione integrale 


D(0)=E()+ |{(ME(U—mdr (77,8) 
| 0 


(è comodo evidenziare il termine E (t) per ragioni che saranno preci- 
sate nel seguito). Qui f (t) è la funzione del tempo dipendente dalle 
proprietà del mezzo. Per analogia con la formula elettrostatica D = 
=. E scriveremo la relazione (77,3) nella forma simbolica seguente: 
_ È Ds eE, 

ove € è un operatore integrale lineare la cui azione è determinata in 
base alla formula (77,3). 

— Ogni campo variabile può essere ridotto (mediante lo sviluppo 
di Fourier) a un insieme di componenti monocromatiche in cui la 


) Qui supponiamo che D dipenda linearmente soltanto da E, ma non da H. 
In un campo costante la dipendenza lineare di D da H è esclusa dalla condizione 
di invarianza rispetto al cambiamento del segno temporale. In un campo varia- 
bile questa condizione non si verifica e la dipendenza lineare di D da H è possi- 
bile per tipi di simmetria determinati della sostanza. Essa si riferisce, tuttavia, 
a quei piccoli effetti a/X menzionati nella nota alla pag. 389. 
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dipendenza di tutte le grandezze dal tempo è data dal fattore 
e-i©!, Per questi campi il legame (77,3) fra D e E assume la forma 


D=e(0)E,  (TT,A) 


ove la funzione e (©) è definita come 
e(0)=1+ | Ho) 60% dr, (77,5) 
| 0 


x 


Quindi, per i campi periodici è possibile introdurre la nozione di 
permettività dielettrica come coefficiente di proporzionalità fra 
D e E; fra l’altro, tuttavia, questo coefficiente dipende non esclusi- 
vamente dalle proprietà del mezzo, ma anche dalla frequenza del 
campo. La dipendenza di e dalla frequenza si chiama anche legge 
della sua dispersione. 

La funzione e (@) è in generale complessa ene indicheremo le par- 
ti reale e immaginaria con e’ e e” 


e (0)=e' (0) È ie’ (o I (77,6) 
Dalla definizione (77,5) si vede immediatamente. che. : 
€ (— ®) = e* (®). (77,7) 


Separando in questa relazione le parti reale ed immaginaria, ‘otte 
niamo 
se e (- 0)=e' (0), e" (0) = — e" (0). (77,8) 


In tal modo, e’ (©) è una funzione pari e e " (0) funzione dispari 
della frequenza. 

‘ ‘Per frequenze piccole (rispetto alla frontiera dell’inizio della di- 
spersione) la funzione e (©) si può sviluppare in serie di potenze di ©. 
Lo sviluppo della funzione pari e' (®) contiene termini delle sole 
potenze pari, mentre lo sviluppo della funzione dispari e” (@) termi- 
ni delle potenze dispari. Nel limite © + 0 la funzione £ (©) nei die- 
lettrici tende, ovviamente, alla permettività dielettrica elettrosta- 
tica (che indichiamo qui con ey). Perciò nei dielettrici lo sviluppo di 
£ (0) comincia dal termine costante e,, mentre lo sviluppo di 

(0) comincia, in generale, da un termine proporzionale a o. 
Ber piccole frequenze la funzione e (@) si può considerare anche 
nei metalli supponendo che nel limite wi +'0-l’equazione 


1 dD 
rotH=7gr 
si trasformi nell’equazione 


rot H=-L cE 


392 ‘CAPITOLO IX 


nel caso del campo costante nei conduttori. Dal confronto delle due 
equazioni si vede che per ®© + 0 la derivata 0D/60t deve trasformarsi 
in 4noE. Ma in un campo periodico 8D/dt = — iogE, e si ottiene 
così la seguente espressione limite di e (0) per frequenze piccole: 


e(o=i1 EL, (77,9) 


Quindi, nei conduttori lo sviluppo della funzione e (@) comincia 
da un termine immaginario proporzionale a 1/0 che si esprime median- 
te la conducibilità ordinaria o rispetto alle correnti costanti 1). 
Il termine successivo nello sviluppo di e (0) è una costante reale. 
Questa costante, tuttavia, per i metalli non ha quel significato elet- 
trostatico di cui essa gode nei dielettrici “). Inoltre, bisogna indicare 
di nuovo che questo termine dello sviluppo può essere privo di qual- 
siasi senso in generale se gli effetti della disuniformità spaziale del 
campo dell'onda elettromagnetica compaiono prima che gli effetti 
della sua periodicità temporale. 


$ 78. Permettività dielettrica per frequenze 
” molto grandi 


n 


‘Nel limite @-+ co la funzione ‘e (@) tende all’unità. Questo è 
evidente già da considerazioni fisiche elementari: per una variazione 
del campo sufficientemente rapida, in generale, processi di polariz- 
zazione che conducono a un’induzione D diversa da E non riescono a 
prodursi. 

È possibile stabilire la forma limite della funzione per grandi fre- 
quenze che sia valida per solidi qualsiasi (metalli o dielettrici). 
Quel che importa è che la frequenza del campo deve essere grande 
rispetto alle frequenze del moto di tutti (o almeno della maggioranza) 
gli elettroni negli atomi della sostanza in esame. Se questa condizione 
è osservata nel calcolare la polarizzazione della sostanza gli elettro- 
ni si possono supporre liberi trascurando la loro interazione reciproca 
e con i nuclei atomici. | 

Le velocità v degli elettroni negli atomi sono piccole rispetto alla 
velocità della luce. Perciò le distanze v/® attraversate dagli elet- 
troni durante il periodo dell'onda sono piccole rispetto alla lunghezza 
d'onda c/m. Ciò premesso, nel calcolare la velocità acquistata da un 


1) Talvolta la parte immaginaria della funzione e (®) per tutte le frequenze 
è presentata nella forma (77,9), il che si riduce all’introduzione al posto di 
e” (0) di una nuova funzione o (@): con questa nuova notazione della funzione 
sì esaurisce il suo significato fisico. so 

2) A scanso di equivoci sottolineiamo che rispetto al $ 75 qui c’è un cam- 
biamento delle notazioni. Nell’equazione (75,10) per i conduttori cattivi al 
posto della grandezza £ (0) si scrive-la somma 4sic/® + £. 
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elettrone nel campo dell’onda elettromagnetica si può supporre que+ 
st'ultimo uniforme. 
L'equazione del moto dice: 
dv' 


_—___ —_ — i0t 
ma eE = eE,e 


(e, m sono la carica e la massa dell'elettrone e v' la velocità comple- 
mentare acquistata dall’elettrone nel campo dell'onda); ne segue che 


/ 


v' = ieE/mo. Quanto allo spostamento r dell’elettrone sotto l’in- 


flusso del campo, esso è legato con v' mediante la relazione r = v', 
perciò r = — eE/mo?. La polarizzazione P della sostanza è il mo- 
mento di dipolo dell’unità di suo volume. Sommando a.tutti gli elet- 
troni troviamo 


P=Yer= —-&; NE, 


dove N è il numero di elettroni in tutti gli atorri dell'unità di volume 
della sostanza. D'altra parte, in accordo con la definizione dell’in- 
duzione elettrica D = eE = E + 4nP. Perciò otteniamo infine la 
seguente formula: 


4xNe?. 
mo? 


e (0) = 1 FL (78,4) 


Il dominio di applicabilità di questa formula comincia di fatto 
dal lontano ultravioletto in elementi più leggeri oppure dalle fre- 
quenze di Roentgen in elementi più pesanti. 

Per la conservazione del significato letterale della grandezza 
€ (0) che essa ha figurando nelle equazioni di Maxwell la frequenza 
deve anche verificare la condizione ® < c/a. Vedremo tuttavia nel 
seguito ($ 124) che all’espressione (78,1) si può attribuire un signi- 
ficato fisico anche per frequenze ‘più ‘grandi. 


$ 79. Dispersione della permeabilità ‘magnetica 


A differenza di e (0) la permeabilità magnetica u (@) perde rela- 
tivamente presto il proprio significato fisico all’aumentare della 
frequenza; per tali frequenze sarebbe illecito tener conto della dit- 
ferenza di u (©) da 1. Per mostrarlo vediamo in che misura nel cam- 
po variabile si conserva il significato fisico della grandezza M = 

— (B — H)/4n quale momento magnetico dell’unità di volume. Il 
momento magnetico del corpo è, per definizione, l'integrale 


CAI fr-pv] dV. (79,4) 
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La media della densità microscopica di corrente è legata con il cam- 
po medio mediante l'equazione (75,7): 


4n —' ‘41 dE } 
rot B =TPVT+7 Gi (79,2) 
Sottraendo dalla (79,2) termine a termine l'equazione 
_d OD 
gtteniamo | 
pv=crot M+ dî. (79,3) 


Fra l’altro, l’integrale (79,1) si può ridurre alla forma Mi dV 


sotto la sola condizione che pv = c rot M (e M =0 all’esterno del 
corpo), come ciò è stato mostrato nel $ 29. 

In tal modo, il significato fisico della grandezza M (e con essa 
della suscettività magnetica) è legato alla possibilità di trascurare il 
termine dP/dt nella formula (79,3). Vediamo in che misura possoho 
essere soddisfatte le condizioni che ammettono questa possibilità. 

Per una data frequenza le condizioni più favorevoli per la misu- 
razione della suscettività richiedono che il corpo abbia possibilmente 
piccole dimensioni (per aumentare le derivate spaziali in rot M) e 
che il campo elettrico sia possibilmente debole (per diminuire P). 
Il campo dell’onda elettromagnetica non soddisfa quest’ultima condi- 
zione poiché in esso E — H. Perciò consideriamo un campo magneti- 
co variabile nel solenoide, ad esempio, quando il corpo in esame è 
collocato sul suo asse. Il campo elettrico compare soltanto in seguito 
all’induzione dal campo magnetico variabile. È possibile ottenere 
l'ordine di grandezza della sua intensità all’interno del corpo sti- 
mando i due membri dell'equazione 
O 1 dB 
roi E= == TE di ’ 


da cui E/l - ©H/c oppure E > (c/c) H, ove l sono le dimensioni del 
corpo. Ponendo e — 1-1 -avremo © ©» 


0... | Ol gg 


Per le derivate spaziali del momento magnetico M = yH abbiamo 
crotM- = yH. 


Confrontando ambedue le espressioni troviamo che la prima è picco- 
la rispetto alla seconda se 


DU - B< vel... (79,4) 
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-..-E chiaro che la nozione di suscettività magnetica può essere sen- 
sata sotto l’unica condizione che questa disuguaglianza ammetta 
(almeno con una riserva non molto grande) dimensioni macroscopiche 
del corpo, cioè che essa sia commensurabile con la disuguaglianza 
Î > a, ove a sono le dimensioni atomiche. Questa condizione va vio- 
lata a priori già nel dominio delle frequenze ottiche. Infatti, la su- 
scettività magnetica per queste frequenze è una grandezza — v?/c? 1) 
(v sono le velocità elettroniche nell’atomo); quanto alle frequenze 
ottiche stesse, esse sono ®@- v/a e perciò il secondo membro della 
disuguaglianza (79,4) — a?: E È A SILE, 
« In tal modo, non ha senso ricorrere alla permeabilità magnetica 
già a partire dal dominio ottico delle frequenze e per lo studio dei 
fenomeni corrispondenti bisogna porre up = 4. L’intento di tener con- 
to della differenza fra B e H in questo dominio sarebbe una vera e 
propria esagerazione della precisione. Infatti se tenessimo conto del- 
la differenza di u da 1 ciò esagererebbe la precisione per la maggioran- 
za dei fenomeni già a frequenze molto più basse di quelle ottiche ?). 
L'esistenza di dispersione sensibile della permeabilità magnetica 
conduce alla possibilità di esistenza delle oscillazioni quasi-stazio- 
narie della magnetizzazione nei corpi ferromagnetici; per escludere 
un:‘influsso eventuale della conducibilità della sostanza tratteremo 
più avanti i corpi ferromagnetici non metallici, ossia i ferriti. 
._ La quasi-stazionarietà significa, come sempre ($ 68), che la. fre- 
quenza è supposta soddisfacente alla condizione © <c/I, ove 
sono le dimensioni caratteristiche del corpo (oppure la « lunghezza 
d’onda » delle oscillazioni). Inoltre, trascureremo l'energia di scam- 
bio dovuta alla comparsa della distribuzione non omogenea della 
magnetizzazione per oscillazioni (in altritermini, è supposta inessen- 
ziale la dispersione spaziale della permeabilità magnetica; cfr. $ 103). 
A tale scopo le dimensioni / devono essere grandi rispetto alla lun- 
ghezza caratteristica per l'energia di disuniformità: 


ISV a 


ove a è l'ordine di grandezza dei coefficienti che figurano nell’espres- 
sione (43,1). | | | 

Rappresentiamo H e B nella formaH = H, + H'eB=B, + B, 
ove H, e By sono intensità e induzione nel corpo staticamente magne- 


1) Questa stima corrisponde alla suscettività diamagnetica; i tempi di rilas- 
samento di certi processi para- o ferromagnetici sono grandi a priori rispetto ai 
periodi ottici. Sottolineiamo tuttavia che i calcoli sono stati eseguiti per un 
corpo isotropo e devono essere applicati con prudenza ai ferromagneti. In 

articolare, i termini girotropi nel tensore pu; (cfr. problema 41) che decrescono 
entamente (come 1/0) all'aumentare della frequenza possono diventare sostan- 
ziali anche per frequenze sufficientemente alte. 
: ?) Questa circostanza sarà trattata da un punto di vista diverso nel $ 103; 
si veda Ja nota. alla pag. 5419.. È 
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tizzato, H' e B' componenti variabili dell’intensità e dell’induzione 
per oscillazioni. Queste ultime, se va trascurata la corrente di spo- 
stamento, verificano le equazioni 


rot H' = 0,.div B' = 0 (79,9) 


che differiscono dalle equazioni della magnetostatica per il solo fat- 
to che ora la permeabilità magnetica (che per un campo monocroma- 
tico e e-i®!) è la funzione della frequenza e non una costante 1). 
Il mezzo ferromagnetico è magneticamente anisotropo e perciò la sua 
permeabilità è data da un tensore u;, (®), che determina il legame 
lineare tra le componenti variabili dell’induzione e dell’intensità. 

In virtù della prima equazione (79,5) il campo magnetico è po- 
tenziale: H' = — Vw. Sostituendo in seguito nella seconda equazio- 
ne. 


Ti , d' 
Bi= Wa H,= — in 3 
otteniamo un'equazione per il potenziale all’interno del corpo: 
82 
Lia (OT =0, (79,6) 


All’esterno del corpo il potenziale verifica l'equazione di Laplace 
Aw = 0, mentre sulla frontiera del corpo devono essere continue, 
come al solito, Hj e B,. La prima condizione si riduce alla continuità 
del potenziale stesso w, mentre la seconda significa la continuità 
dell'espressione 


d 
Mina Gan? 


ove n è il vettore unitario della normale alla superficie del corpo. 
Lontano dal corpo deve essere + 0. 

Il problema così formulato ha una soluzione non banale soltanto 
per determinati valori delle grandezze u;, considerate come para- 
metri. Uguagliando le funzioni u;, (©) a questi valori, troviamo le 
frequenze delle autooscillazioni della magnetizzazione del corpo, 
che si chiamano frequenze della risonanza ferromagnetica non uni- 
forme. 

La forma elementare delle oscillazioni magnetostatiche di un el- 
lissoide magnetizzato uniformemente sono oscillazioni che non vio- 
lano l’uniformità, e la magnetizzazione dell’ellissoide oscilla come 
un tuttuno. La ricerca delle loro frequenze non richiede nuova solu- 


1) Perciò le oscillazioni in esame si dicono magnetostatiche. La teoria delle 
oscillazioni magnetostatiche omogenee (si veda più avanti) è stata data da 
Ch. Kittel nel 1947, e di quelle non omogenee da L. Walker nel 1957. 
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zione delle equazioni del campo e può essere realizzata direttamente 
mediante le relazioni (29,44): 


Hit nr (Ba — H,)= $i (79,7) 


ove n;x è il tensore di demagnetizzazione dell’ellissoide, H e B sono 
relativi al campo interno dell’ellissoide, e & il campo magnetico 
esterno. Quest'ultimo è supposto uniforme, mentre in H e B si di- 
stinguono di nuovo le parti oscillanti H' e B' ma, in questo caso, 
uniformi rispetto al volume del corpo. Per queste ultime otteniamo 
la relazione 


Hj+-ryn (Bi— H{)=0 
ossia 
(bin + dr Xn) An = 0, 


ove abbiamo introdotto il tensore di suscettività magnetica Y;x (0) 
in accordo con la definizione u;g = d;ja + 4NY;a. Uguagliando a ze- 
ro il determinante di questo sistema di equazioni lineari omogenee, 
otteniamo l'equazione | 


det. | 8, + 4rtrz Xin (0) | = 0, (79,8) 


le cui radici determinano le frequenze delle autooscillazioni. Esse si 
chiamano frequenze della risonanza ferromagnetica uniforme. 


Problemi 


1. Nei limiti dell’equazione macroscopica del moto del momento magne- 
tico (equazione di Landau-LifSits (69,9) del vol. IX) e in assenza di dissipazione 
trovare il tensore di permeabilità magnetica per un ferromagnete uniassico 
magnetizzato uniformemente del tipo asse facile (L.D. Landau, E.M. LifSits, 
1935). E n 
Soluzione. L'equazione del moto della magnetizzazione nel ferromagnete è 


M= y[(1.+ 6M,v) MI, 


ovey=g|el|/2mec (g èil rapporto giromagnetico), f > 0 è il coefficiente di 
anisotropia, v il vettore unitario della magnetizzazione facile (asse z). Rap- 
presentiamo il campo H nella forma H = H, + H', ove H' è un piccolo campo 
variabile diretto in modo qualsiasi e Hy un campo costante che supponiamo di- 
retto lungo l’asse 2 1). Con il campo H' è piccola anche da esso creata la magne- 
tizzazione trasversale M,, M,, e M, M = costante. Trascurando le grandez- 
ze infinitesime del secondo ordine troviamo le seguenti equazioni: 


—ioM, = —% (Ho —- BM): M, + yMHy,. 
—i0M, = v (Ho, + BM) M, — yMHg, 


.- 3). Introduciamo qui questo campo tenendo conto del fatto che i risultati 
saranno trattati nei problemi che seguono. 
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Determinando mediante quest'ultime Mx, My, troviamo la suscettività (come 
coefficienti nelle relazioni Mj = Yx;xH7}) e tramite essa la permeabilità: . 


4a: Om(0 O ue 
bag = han! To ilo pop > Mena 


ove Om = YBM, og = YHo- Badiamo alla girotropia del mezzo ferromagnetico 
(per definizione di questa nozione si veda il $ 101) 

2. Trovare le frequenze della risonanza ferromagnetica omogenea ‘di Un 
ellissoide uno degli assi principali del quale coincide con l'asse di magnetiz- 
cazione facile. Nella stessa direzione è applicato un campo esterno (Ch. Kittel, 

947) ‘). 

Soluzione. All’interno dell’ellissoide lungo l’asse 2 (asse di magnetizzazione 

facile) esiste il campo 


Hj = GW Atin(?)M.- 
(n), n(Y), n?) sono coefficienti di demagnetizzazione lungo gli assi principali 


dell’ ellissoide). Un calcolo elementare del determinante (79, 8) conduce all’ equa- 
zione 


o) Y) — 08 
(om + 0g)" 0° 
ove AIUrE 
0) = y[MB+ $ + 4n.M (n) — ne), 
0) = y [MB + $+ 40M (n) — n0©))], 


=0 


Di qui troviamo la frequenza della risonanza uniforme: 
o = (0(*)o(V))!/2, 


Così, per una sfera. abbiamo. ne) = = Preti. =. = nt). = 4/8 e la frequenza della ri- 
sonanza: è. Ni 


= 7 MB+ 0). 


Per una lamina pianoparallela la cui superficie è perpendicolare all’asse di 
magnetizzazione facile abbiamo r(*) = n(9) =:0, nl@Y-= 1 e la frequenza. della 
risonanza è 


= ‘MB + 6: — ra, 


(la lamina è magnetizzata se MB+ 9 > 4nM). 
‘ 3. Trovare la legge di dispersione delle oscillazioni magnetostatiche in un 
mezzo illimitato. 

Soluzione. Con il tensore 4; dell’(1) l'equazione (9, 6) assume la forma 


0% 03 0% __ ca ui 
v(e+3) a 928. =’. 2 


Ponendovi co e!" traviamo” che SIR DI 
MESI - Db (0) = = —ctg®. 0;-- i 


1) Nei problemi ‘2-4 è: swpposto che Ja permeabilità magnetica della s sostanza 
sia data dalle formule (1). 
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ove 6 è l'angolo formato da k e «dall'asse di magnetizzazione facile (asse 2). 


Con u (0) dell’(1) (© = 0) otteniamo la frequenza delle oscillazioni 
o = yM (P + 4a sen? 6)1/2, 


Essa dipende dalla sola direzioné e non dalla grandezza del vettore d'onda. 
Questo risultato coincide, come deve essere, con la legge dispersiva limite (per 
k + 0) delle onde di spin nei ferromagneti (cfr. IX $ 70). presa 
4. Trovare le frequenze della risonanza non uniforme in una lamina piano- 
parallela illimitata la cui superficie è perpendicolare all'asse di magnetizzazio- 
ne facile; lungo questo stesso asse è diretto un campo esterno £. 
. Soluzione. Si deve trovare soluzione dell'equazione (2) per il potenziale 
«(*) all’interno della lamina e dell'equazione Ay(°) = 0 per il potenziale all’e- 
sterno della lamina con le condizioni di frontiera se I 


IP) _ dY(e) 


dz dz 
Y(C) «> 0° per 2} 00. 


p(i)— jp(e), 


per z=8+L, 


(l’asse z è perpendicolare alla superficie della lamina, il piano 2 = 0 passa per 
la sua metà, 2Z lo spessore della lamina). La soluzione può essere pari o dispari 
rispetto a z. Nel primo caso | 


‘p(1) A cos iù ee ii A 
A 008 kzz ie et, pe = pe tal at, 


fra l’altro, uk? = — k? (il vettore d'onda giace nel piano 22); le condizioni di 
frontiera conducono alla relazione i 


Nel secondo caso I 
Rab ie . 
9? 


yp(#)= A sen taz ve!a*, y(e)= + Be 

e dalle condizioni di frontiera ricaviamo ci, 
| n tg k,L= — k,/ky. @ 

Il coefficiente demagnetizzatore della lamina è n(7) = 1 ìn modo che il. campo di 
demagnetizzazione è —4M. Mediante l’espressione di p (©) dall’(1) troviamo là 
frequenza delle oscillazioni: ssa iO ne 0. “ci 


o°= y (MB+ © — 4nM) (MB +t Ko, _ 4riM così 0), 6) 


ove © è l'angolo tra k e l’asse z. Per ogni ‘valore arbitrario %, esiste un'infinità 
discreta di valori £X, determinati dalle condizioni (3) e (4). Le frequenze corri- 
spondenti sono. date dall'espressione (5) e dipendono esclusivamente dal rapporto 
k,/k,. Tutti i valori possibili della frequenza appartengono all'intervallo 


v (MB +9 — 4nM) < 0'<y{(MB+ ©— 4nM) (MB + 9)NA. 


Per £X, + 0 sono possibili le sole oscillazioni simmetriche e dalla (8) sì vede 
che %,L » (k,L)?, cioè è una grandezza infinitesima del secondo ordine. :Po+ 
nendo conformemente a ciò 0 = 0 nella (5), troviamo la frequenza coincidente, 
come deve essere; con quella della risonanza uniforme. 
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$ 80. Energia del campo nei mezzi dispersivi 
La formula 
S=7 [EH] (80,1) 


esprimente la densità del flusso di energia resta valida in campi elet- 
tromagnetici variabili qualsiasi anche se esiste dispersione. Ciò de- 
riva con evidenza dalle considerazioni esposte alla fine del $ 30: 
essendo continue le componenti tangenziali di E e H, la formula 
(80,1) deriva univocamente dalla condizione di continuità della com- 
ponente normale di S sulla frontiera del corpo e dal fatto che essa 
si verifica nel vuoto all’esterno del corpo. 

La variazione (in un secondo) dell'energia concentrata nell’'uni- 
tà di volume del corpo si calcola come div S. Questa espressione si 
riduce mediante le equazioni di Maxwell alla forma 


. 4 dD dB 
—divs= 7 (EF+H57) (80,2) 


(cfr. la (75,15)). In un mezzo dielettrico senza dispersione, quando 
e e u sono grandezze reali costanti, questa grandezza può essere con- 
siderata come variazione dell’energia elettromagnetica 


U=-- (cE°+ pH?), (80,3) 


che ha il senso termodinamico esatto: ciò è la differenza tra l’ energia 
interna di 1 cm° di materia, se c'è il campo, e l’energia se il campo è 
assente, per densità ed entropia identiche. 

Se dispersione esiste questa semplice interpretazione è già impos- 
sibile. Per di più, nel caso generale di dispersione qualsiasi è impos- 
sibile dare una definizione sensata dell’energia elettromagnetica 
come grandezza termodinamica. Ciò è dovuto al fatto che la disper- 
sione è legata, in generale, all’esistenza contemporanea della dissi- 
pazione dell’energia, vale a dire che il mezzo dispersivo è al tempo 
stesso mezzo assorbente. 

Per definire questa dissipazione consideriamo un campo elettro- 
magnetico monocromatico. Calcolando la media della grandezza 
(30,2) rispetto al tempo, troviamo così l’afflusso sistematico di 
energia (nell’unità di tempo per l’unità di volume del mezzo) da 
sorgenti esterne che alimentano il campo. Poiché l'ampiezza del cam- 
po monocromatico è supposta costante, tutta questa energia è con- 
sumata per compensarne la dissipazione. In tal modo, sotto le con- 
dizioni in esame, è proprio la media della grandezza (80,2) rispetto 
al tempo a dare la quantità di calore media Q. emanata entro un se- 
condo da 1 cm* del mezzo. 

Essendo l’espressione (80,2) quadratica rispetto al campo, nel 
suo calcolare tutte le grandezze devono essere seritte nella forma rea- 
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le. Se con E e H intendiamo rappresentazioni complesse delle gran- 
dezze, ciò che è conveniente per il campo monocromatico, allora 
nell'(80,2), per E e 0D/0t, si devono sostituire rispettivamente le 
espressioni 


1/5 (E + E*) e !/, (— ioeE +.ioe* E*) 


e analogamente per H è 9B/at. Nel calcolare rispetto al tempo i pro- 
dotti EE e E*E* contenenti i fattori e72i©! si annullano e resta 


Q=0 {(e*— e) EE*+ (u*— p) HH*)=-© (e’|E|2+p"|H?). 
(80,4) 


Questa espressione. ‘si può anche riscrivere: nella . forma. 
| Q=2 (E + pH), (80,5) 


ove E e H sono intensità reali del campo e il trattino superiore signi- 
fica la media rispetto al tempo (si veda la nota alla pag. 300). 

È facile dedurre anche la formula esprimente la dissipazione del- 
l'energia nel campo non monocromatico che si annulla in modo suî- 
ficientemente rapido per t + +00. In questo caso è opportuno con- 
siderare la dissipazione non entro un'unità di tempo, bensì durante 
tutto il tempo di esistenza del campo. 

Sviluppando il campo E (8) nell'integrale. di Fourier, scriviamo 


E (t)= \ E,e-iet Br kai = VC e (0) Eee! so 3 


Fia cont 9i 
ove E, = Ei. Scrivendo il | prodotto di queste grandezze nella for- 
ma dell’integrale doppio e integrando in seguito rispetto al tempo, 
abbiamo 
x (es E37 7 di — i , 0e (0) E Eyre toto 


do do' 
(271)? 


dt. 


L'integrazione rispetto atò realizzabile in base alla. formula 


00 


| er fotani di= = 200 (0-4 i di 


Sia “43 RA ii 
«- 00 . / 


dopo di chè la funzione $ si elimina integrando rispetto a 0’. Come 
risultato otteniamo 


00 . 
i ( dio 
E | 0s (0) |Eo57- 
— 00 
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Dopo la sostituzione & = e' + ig” il termine contenente e’ (@) 
si annulla per integrazione in quanto l’espressione integranda è di- 
spari quale funzione di ©. Assieme all’espressione analoga per il cam- 
po magnetico troviamo infine 


{ Qdi=7- | ole (0) E +" (0)|Ho1]-57 (80,6) 
— 00 = 0 
(l'integrale da —co a -+oo può essere sostituito con l'integrale 
doppio da 0 a 00). si | 

Dalle formule dedotte si vede che l’assorbimento (dissipazione) 
dell'energia è determinato dalle parti immaginarie di e e u; i due 
termini nell’(80,5) si chiamano perdite elettrica e magnetica, ri- 
spettivamente. In virtù della legge di crescita dell’entropia queste 
perdite hanno un segno ben determinato: la dissipazione dell’energia 
è accompagnata dall’emanazione di calore, cioè si ha sempre Q > 0. 
Ne segue che le parti immaginarie di e e pu sono sempre positive: 


e">0,u”>0 (80,7) 


per tutte le sostanze e per tutte (positive) le frequenze !). Il segno 
delle componenti reali di e e u (per © # 0) non è limitato da nessuna 
condizione fisica in modo che e’ e pu’ possono essere grandezze sia 
positive che negative. 

Ogni processo non stazionario in una sostanza reale è in questa o 
quella misura sempre termodinamicamente irreversibile. Perciò le 
perdite elettriche e magnetiche nel campo elettromagnetico variabi- 
le esistono sempre in qualche misura (anche piccola). In altre parole, 
le funzioni e” (©) e u” (@) non si annullano a rigore per nessuna fre- 
quenza non nulla. Vedremo nel paragrafo seguente che questa affer- 
mazione ha una grande importanza di principio anche se non esclude 
in nessun modo la possibilità di esistenza di domini di frequenze 
tali per cui le perdite sono relativamente piccole. 

I domini di frequenze in cui e” e p” sono piccole (rispetto a e' e 
b') si dicono domini di trasparenza della sostanza. Trascurando l’as- 
sorbimento, si trova che in questi domini è possibile introdurre la 
nozione dell’energia interna del corpo nel campa elettromagnetico 
nel senso usato per il campo costante. 


1) Questa affermazione si riferisce ai corpi che si trovano (in assenza di 
campo variabile) in equilibrio termodinamico, ciò che è supposto ovunque. Se 
il corpo di per sé non si trova in equilibrio termico, allora, in linea di massima, 
Q potrebbe essere anche grandezza negativa. La seconda legge termodinamica non 
chiede altro che l’entropia cresca totalmente sia sotto influsso del campo elettro- 
magnetico variabile che sotto influsso del non equilibrio termodinamico non 
dovuto all'esistenza del campo. Come esempio di tale corpo può servire la so- 
stanza i cui atomi sono stati portati in modo artificiale (cioè non sotto influsso 
di autoeccitazione termica arbitraria, bensì dal « campo di pompaggio » esterno) 


in stati eccitati. 
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Per determinare questa grandezza è insufficiente considerare il 
campo monocromatico vero e proprio poiché grazie alla sua periodi- 
cità rigorosa in esso non si verifica nessuna accumulazione sistema- 
tica di energia elettromagnetica. Perciò considereremo un campo rap- 
presentante insieme di componenti monocromatiche con frequenze 
appartenenti a uno stretto intervallo attorno a un certo valore medio 
0. Le intensità di questo campo si possono scrivere nella forma se- 
guente: 


E=E,(i)e-i0!, H=Hp(t)e-i0s, (80,8) 


ove E, (i) e KH, (#) sona due funzioni del tempo che variano lenta- 
mente (rispetto al fattore exp ( — imyt)). Le parti reali di queste e- 
spressioni devono essere sostituite a secondo membro dell’(80,2) 
e dopo calcoliamo la media temporale rispetto al periodo 2x/©% 
piccolo in confronto al tempo di variazione dei fattori E, e Ho. 

Il primo termine nell’(80,2) dopo il passaggio alla rappresenta- 
zione complessa di E assume la forma 


4 E-+E* D+D* 
uan” 2 2 


(analogamente per il secondo termine). I prodotti ED e E*D* scom- 
paiono per il calcolo della media temporale suindicata e perciò essi, 
in generale, non vanno presi in considerazione. Quindi, non resta 
altro che 


1 0D* 
167 (E dt + Fr di 7) (80,9) 
Seriviamo la derivata @D/0t nella forma fE, ove Î è un operatore 
A ò A. 
f= ri E, 


e vediamo quale è il risultato che produce l’azione di questo opera- 
tore su una funzione della forma (80,8). Se E, fosse costante avremmo 
semplicemente 


fE =} (@)E, f(@)= —ias (0). 


Nel case considerato realizziamo lo sviluppo di Fourier della fun- 
zione E, (t) rappresentandola nella forma di applicazione di compo- 
nenti della forma E,,€e **' con E, costanti. La lentezza di variazione 
di E, (t) significa che in questo sviluppo figurano le sole componenti 
con a « ©. Tenendone conto scriviamo 


rà DI (+21! = f (14-00) Ey WELCILIPO 19, 
RI [ Î (0) + call pot | E 30° {(Got9, 
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Realizzando ora la sommatoria invèrsàa delle: componenti di Fourier 
otteniamo 


- 


E (t) e i®ot = f (00) Eo en i®ot + gi — jo (00) a emiQdoi, 
Vo 
-Omettendo più avanti l'indice 0 in Oo abbiamo così 


2 _ 
dt 


= —ime (0) E+ è (00) a ecioi, (80,410) 


Sostituendo questa espressione ‘nell’ (80, 9 e ricordando che la parte 
immaginaria della funzione e(®) va trascurata, otteniamo 


A_ LICOI (EE dEo jp, SEI d)_ __t d(00) d L 2 EB») 


160. dt 16m de 


(il prodotto E,E5 coincide con EE*). Aggiungendo l’espressione ana- 
loga al campo magnetico possiamo concludere che la velocità di va- 
riazione sistematica dell’energia contenuta in 1 -em* del-mezzo-è data 
dalla derivata dU/dt, ove | E 


77 ‘d (Ge) 2101 
U= mel so EE++ So) “do BB*] (80,11) 


Mediante le intensità. reali; È e H questa espressione si riscrive 
nella. forma . i 


o=— ( [sE i 4 < SH? | (80,12) 


(L. Brillouin, 1921). 


Questo è il risultato cercato, vale a dire che U rappresenta la me- 

dia della parte elettromagnetica dell’energia interna contenuta nell'u- 
nità di volume del mezzo trasparente. Se la dispersione non esiste e 
e 4 sono costanti e 1’ (80, 12): si trasforma, come deve essere, nella me- 
dia dell'espressione (80,3). - 
‘ Sel’alimentazione del corpo di energia eleitromagnetica dall’ester- 
no cessa, allora sempre esiste di fatto almeno piccolo assorbimento 
che in fin dei conti implicherà il passaggio di tutta l’energia U in 
calore. Poiché in accordo con la legge di crescita dell'entropia questo 
calore deve essere emanato. e non assorbito, deve essere YU > 0. Se- 
condo la formula (80,11) a tale scopo devono: essere soddisfatte le di- 
suguaglianze 


d(0e) > i La) > 0. (80,13) 
In realtà queste condizioni si verificano automaticamente come con- 


seguenza di disuguaglianze più forti cui sempre soddisfano le funzioni 
€ (0) e p (©) nei domini di trasparenza (si veda la nota alla pag. 421). 
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È da sottolineare ancora una volta che l’espressione (80,12) è 
stata ottenuta nella prima approssimazione rispetto alle frequenze 
o. di variazione dell’ampiezza E, (#). Perciò essa si verifica per i soli 
campi la cui ampiezza varia con il tempo in modo sufficientemente 
lento (questa riserva si riferisce anche al calcolo del tensore degli sfor- 
zi che sarà trattato. nel paragrafo prossimo): 


$ 81. Tensore degli sforzi nei mezzi dispersivi 


Presenta interesse notevole anche la questione sulla medià (ri- 
spetto al tempo) del tensore degli sforzi che determina forze agenti 
sulla sostanza nel campo elettrico variabile. Mostriamo che anche se 
esiste la dispersione (ma sempre senza assorbimento) l’espressione per 
questo tensore non contiene derivate rispetto alla frequenza a diffe- 
renza dell'espressione (80,12) per l'energia. In particolare, per un 
fluido isotropo dispersivo trasparente nel campo elettrico monocro- 
matico la media 0;, si ottiene dalla formula (15, 9) con la semplice 
sostituzione di e con e (©) e dei prodotti £;E,, E? con le loro. medie 
E;E,, E? (L.P. Pitaevskij, 1960). — 

Per dimostrare questa affermazione torniamo alla conclusione ot- 
tenuta nel $ 15 cambiandone un po’ la. formulazione. Là abbiamo 
considerato il condensatore piano riempito di dielettrico e determina- 
to il tensore degli sforzi dalla condizione di uguaglianza del lavoro 
compiuto dalle forze ponderomotoriche per spostamento del rivesti- 
mento alla variazione del potenziale termodinamico corrispondente. 
Scriviamo qui questa condizione per grandezze complete (non per uni- 
tà di area) e rappresentiamola nella forma 


Act = (0U) ge (84,1) 


(A è l’area dell’armatura del condensatore). Al posto del potenziale 


F qui figura l’energia ordinaria U la cui variazione è considerata per 
dati valori dell’entropia 7 del dielettrico e delle cariche totali +e 
nell’armatura del condensatore (al posto del potenziale dato @); 
inoltre, in accordo con il teorema sulle piccole aggiunte abbiamo 


(8F)r, = ($U) e* 


Questa condizione nella forma (84,1) ha un significato particolar- 
mente semplice: il condensatore termoisolato con cariche date nel- 
l’armatura rappresenta un sistema elettricamente chiuso; se una 
sorgente esterna compie un lavoro meccanico (spostando l’armatu- 
ra) sul condensatore, tutto questo lavoro ne aumenta l’energia. 
L'energia del condensatore è è 
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ove U, è l'energia del dielettrico in assenza del campo (per la stessa 
entropia ?) e C la capacità del condensatore; per un condensatore 
piano si ha C = gA/4nh, ovehèla distanza fra le armature. Di qui 


(EU) p_,= (Up Ta (00) g- (84,3) 


Esprimendo $C in funzione dello spostamento delle armature 5 (te- 
nendo conto che e dipende dalla densità del dielettrico variabile per 
spostamento) si ottiene facilmente la formula (15,9) !); non ci soffer- 
miamo su questo risultato di per sé evidente. 

Se la dispersione esiste l’espressione per l'energia U cambia. Mo- 
striamo che ciò nonostante la relazione (81,9) resta valida per la va- 


riazione media 8% rispetto al tempo e con ciò sarà dimostrata l’affer- 
mazione summenzionata sulla media del tensore degli sforzi. 

Supponiamo che la carica nelle armature del condensatore varii 
secondo una legge monocromatica con frequenza @. Allora il con- 
densatore di per se stesso non sarà più sistema elettricamente chiuso 
in quanto è necessario fornire e portare via la carica. Tuttavia questo 
sistema è rappresentato da un contorno oscillante con autofrequenza 
© composto da un condensatore e da autoinduzione appropriata °); 
quindi, per la sua energia sarà valida la relazione (81,1). 

Se la resistenza non esiste la differenza di potenziale @ nei rive- 
stimenti del condensatore è uguale alla somma della forza elettro- 
motrice esterna e della forza elettromotrice dell’autoinduzione: 


; 1 dj 


e la corrente Y è legata alla carica e nelle armature del condensatore 
mediante l'uguaglianza J = de/dt. Per le grandezze variabili con il 
tempo secondo una legge monocromatica, in accordo con la defini- 
zione della capacità C (@), abbiamo @ = e/C (0). Ponendo nell’(81,4) 
É =0, J = — ie troviamo, prima di tutto, che anche per di- 
spersione della capacità l’autofrequenza del contorno verifica, come 
precedentemente, la relazione di Thomson (62,9): 


o=c/VIC(@). (81,5) 


1) In questo caso la formula sarà espressa in altre variabili: al posto della 
derivata 98/90 e della funzione P, isotermiche in essa figureranno le grandezze 
adiabatiche. Ma ambedue le espressioni sono, ovviamente, equivalenti. 

2) Perché le condizioni di quasi-stazionarietà siano soddisfatte è necessario 
che le dimensioni del contorno siano piccole rispetto alla lunghezza d’onda c/w. 
Questa limitazione, tuttavia, non ha carattere di principio e non viola la gene- 
ralità dell'affermazione fatta. 
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In seguito, moltiplicando l'uguaglianza (81,4) per J = de/dt e 
considerando (come nel dedurre la formula (80, 12)) grandezze « quasi 
monocromatiche », otteniamo senza difficoltà alcuna: 


er_ d (LI? d(oc) Pî 

I=7{+ o F} 
È chiaro dalla forma di questa uguaglianza che l’espressione tra 
parentesi graffe rappresenta l’energia % del contorno oscillante. 
Il primo termine di questa espressione trasformiamo mediante la 
sostituzione J = —imwe e usando l'(81,5): 


A ria_.! 
202 LJ — 2e? 


L’enèrgia del contorno scriviamo infine nella forma 1) 


al _1 d(0°C) 9? i 
“= 7 do 2° (81,6) 

Dobbiamo calcolare la variazione di questa energia per piccolo 
spostamento delle armature del condensatore, cioè per piccola va- 
riazione della sua capacità. Nel campo variabile questo spostamento 
bisogna supporre come processo infinitamente lento. Ma per questo 
cambiamento resta costante l’invariante adiabatica uguale (come 
per qualsiasi sistema oscillante lineare) al rapporto tra energia di 


oscillazioni e frequenza ?). In tal modo, è (AL/0) = 0, cioè 


su-u-, (81,7) 


A causa della piccola variazione della capacità del condensatore 
dall’uguaglianza (31,5) ricaviamo 


do ÒC 
@ = 7 30° (31,8) 
Ma la variazione della capacità è composta delle due parti seguenti: 
pes d | 
8C= (80) + SL so. (81,9) 


Il primo termine è la parte « statica » della variazione legata alla 
deformazione nello stesso modo come nel caso statico (qui è più 
importante che per dispersione la capacità C (0) si esprima in fun- 
zione di e (0) come nel caso statico). Il secondo termine; invece, è 


1) Qui è più avanti per rendere più semplice la serittura delle formule omet- 
tiamo la parte « non elettromagnetica » dell’energia %,. 

2) Cfr. I, $ 49. L'invarianza della grandezza suindicata è particolarmente 
evidente nei termini della teoria quantistica: il rapporto 7/f@ rappresenta nu- 
mero dello stato quantistico che non varia per cambiamento adiabatico delle 
condizioni. | i 
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legato semplicemente alla variazione della frequenza. Dalle for- 
mule (81,3- 9) ricaviamo la parte « statica » 


(80) = 3" d(0°0) 89, (81,10) 


Se sostituiamo 1’(831,6) nell’ (84, 7) e teniamo conto dell’(81,10), l 
derivata dC/do scompare e la variazione dell’energia si ottiene nella 
forma s° 


SU = —L(60)1= 3 (80), (84,14) 


che coincide di fatto” con la media del secondo termine nell’espres- 
sione (84,3). 

Osserviamo che la scomparsa dei termini con la derivata rispetto 
a c in 89 ha un carattere assolutamente generale e non è legata a un 
modo concreto di variazione del corpo (del condensatore nel caso in 
esame). In particolare, per un mezzo con dispersione resta valida 


(sostituendo E? con E?) la formula (14,1) descrivente la variazione 
dell'energia libera per piccolo cambiamento di e: 


89 =— {e (a) Ed. (84,12) 


Se è noto:il'tensore'degli sforzi, allora mediante :-la- formula 
(75,17) si può trovare la forza agente sull’unità di volume del dielet- 
trico. In questo caso i termini contenenti le derivate spaziali coin- 
cideranno con i termini corrispondenti della media dell'espressione 
(75,18) calcolata rispetto al tempo (nella quale si deve porre u = 1). 
Ma il termine con la derivata rispetto è al | tempo (forza di Abraham) è 
diverso. 

Infatti, questo termine compare come differenza 

Tr {37 (DH]— EM}, 

la cui media deve essere calcolata rispetto al tempo. A tale scopo 
rappresentiamo D, E, H nella forma complessa (cioè sostituiamo que- 
ste grandezze con (D + D*)/2 e via di seguito) e in seguito per la 
derivata 9D/0t usiamo la formula (80,10). Come risultato otteniamo 
la forza di Abraham nella forma 

1 

Tre (e— 1) Red 7 [EH*]+ 
(Ch. Vasina, V.I. Karpman. 1976). 

La questione sul tensore degli sforzi nel campo variabile ha senso 
sia per il mezzo trasparente che per quello dispersivo, a differenza 
della questione sull’energia interna che può essere formulata a sola 
condizione che sia trascurata la dissipazione. Tuttavia, è lecito 


03 Re[TH*| (81,48) 


n 
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supporre che nel mezzo assorbente il tensore degli sforzi non possa 
essere espresso in funzione della sola permettività dielettrica e, quin- 
di, non possa essere trovato nella forma generale in modo macro- 
scopico. 


$ 82. Proprietà analitiche della funzione e (0) 


La funzione f (t) nella formula (77,3) è finita per tutti i valori 
della sua variabile indipendente, compreso t = 0 !). Nei dielettrici 
questa funzione tende a zero, per t + co. Questa circostanza espri- 
me semplicemente il fatto che sul valore D (t) in un dato istante 
non possono influenzare sensibilmente i valori E (t) in istanti molto 
lontani. Il meccanismo fisico che sta alla base di una dipendenza 
integrale della forma (77,3) consiste nei processi di stabilimento della 
polarizzazione elettrica. Perciò l’intervallo di valori in cui la fun- 
zione f (t) differisce sensibilmente da zero è dell'ordine di grandezza 
del tempo di rilassamento che caratterizza la velocità dei processi 
suindicati. SO 

Quanto detto si riferisce anche ai metalli con la sola differenza 
che per t-+ co tende a zero non la funzione stessa, bensì la diffe- 
renza f (t) — 4no0. Questo fatto significa che già il passaggio della 
corrente stazionaria di conduzione, pur non implicando un cam- 
biamento reale dello stato fisico del metallo, conduce nelle equazioni 
considerate alla comparsa dell’induzione D secondo la relazione 


41 0D 430 
7a =" SÈ 


ossia 


t 00 
D(t)= { 4n0E (t) dt 4r10 | E(t— 1) di. 
‘La funzione e (0) è stata definita secondo lai formula (77,5): 
e (0) =14 | eat (1) dî, (82,4) 

0 


Si trova possibile precisare alcune proprietà molto generali di que- 
sta funzione considerando ® come variabile complessa (0 = @' + 
+ io”). Queste proprietà si potrebbero formulare qui immediata- 
mente osservando che la suscettività elettrica [e (0) — 1]/4n si 
riferisce alla categoria di grandezze (suscettività generalizzate) già 
considerate in V $ 123, Gionondimeno ripeteremo qui in parte le 

1) A tale scopo nella dipendenza integrale (77,3) è stato evidenziato il ter- 
mine E (#): in caso contrario f (t) sarebbe per 't = 0 una singolarità del tipo. 
della funzione è. 
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considerazioni e i risultati corrispondenti sia per rendere più facile 
la Lettura che per sottolineare alcune distinzioni tra dielettrici e me- 
talli. 

Dalla definizione (82,1) e dalle proprietà suindicate della fun- 
zione f (t) deriva che in tutto il semipiano superiore e (0) è una 
funzione monodroma che non diventa infinita in nessun punto, cioè 
non avente nessun punto singolare. Infatti, per 0” > 0 nell’espres- 
sione integranda della formula (32,1) esiste il fattore e-®"t esponen- 
zialmente decrescente, e poiché la funzione j (t) è finita in tutto il 
dominio d’integrazione l’integrale converge. La funzione e (©) non 
ha singolarità sull’asse reale stesso (0” = 0), tranne, forse, l’origine 
delle coordinate (in metalli la funzione e (©) ha in questo punto 
semplice polo). 

Nel semipiano inferiore la definizione (82,1) è inapplicabile in 
quanto l’integrale diverge. Perciò la funzione £ (0) nel semipiano 
inferiore può essere definita soltanto come prolungamento analitico 
dell’espressione (82,1) dal semipiano superiore. In questo dominio la 
funzione e (©), in generale, ha dei punti singolari. Nel semipiano 
superiore la funzione e (@) ha sia il significato formale matematico 
che quello fisico: in altre parole, essa determina un legame tra D 
e E per campi con l'ampiezza crescente (come e®" ). Nel semipiano in- 
feriore, invece, questa interpretazione fisica è impossibile almeno 
per esistenza del campo che indebolisce (come exp (+ | ©" | t)), ciò 
che ne suppone valore infinito per t + — co. 

È da notare che la conclusione circa la mancanza di punti singo- 
lari della funzione € (©) nel piano superiore è, dal punto di vista 
fisico, conseguenza del principio di causalità. Quest'ultimo si rivela 
nel fatto che nella (77,3) si integra unicamente rispetto al tempo pre- 
cedente a un dato istante t, ragione per cui nella formula (32,1) il 
dominio d’integrazione va da 0 a co (anziché da —oc0 a +00). 

In seguito, dalla definizione (32,1) è evidente che 


e(— 0*) = e* (0). (32,2) 


Questa è la generalizzazione della relazione (77,7) concernente i va- 
lori reali di ©. In particolare, per valori puramente immaginari di 
® abbiamo 


e (i0”) = e* (iw”). (32,9) 


Ciò vuol dire che sul semiasse immaginario superiore la funzione 
e (0) è reale 1). 


1) Per il semiasse immaginario inferiore questa conclusione, in generale, 
sarebbe non vera. La funzione € (0) può avere qui punti di ramificazione e per 
la sua definizione come funzione analitica nel semipiano inferiore può essere 
necessario un taglio lungo il semiasse. Allora l’uguaglianza (82,2) non significa 
altro che la coniugazione complessa dei valori di € (0) su ambedue le sponde 
del taglio. 
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Sottolineiamo che la proprietà (82,2) esprime semplicemente che 


il legame operatoriale D = 8E deve rendere reale D per reale E. Se 
la funzione E (t) è data dall’espressione reale 


E= Ege- to! + Epeto*t, (82,4) 


A 
allora, applicando l’operatore e a ciascuno dei due termini, otte- 
niamo 


D=e (0) Eye-î0!4e(— 0*) Efeio*t; 


la condizione per cui questa grandezza è reale coincide con la con- 
dizione (82,2). 

Secondo i risultati del $ 80 la parte immaginaria della funzione 
€ (0) è positiva per valori reali positivi di © = ©’, cioè sulla parte 
destra dell’asse reale. Poiché, secondo l'(82,2), Im e(-w) = 
= — Ime (È), nella parte sinistra di questo asse la parte immagi- 
naria di e (0) è negativa. Quindi, 


Ime>0 per o=@®'>0, 
| 2? (82,5) 


Imne<0 per o=0 <0. 


Nel punto o = 0 la funzione Im e cambia di segno passando per zero 
(in dielettrici) o per infinito (in metalli). Questo è l’unico punto 
dell’asse reale in cui Im e (0) può diventare nulla. 

Quando © tende all’infinito seguendo qualsiasi via (nel semi- 
piano superiore) la funzione e (©) tende all’unità. Questa circostanza 
è stata già menzionata nel $ 78 per il caso in cui © + co lungo l’asse 
reale. Nel caso generale ciò risulta dalla stessa formula (82,1): se 
© + 00 in modo tale che 0" + co, allora l’integrale nell’(82,1) si 
annulla grazie al fattore exp (—t0”) nell'espressione integranda; se, 
invece, @” resta finita e se | ©” | + co allora l’integrale si annulla 
grazie al fattore oscillante ei?@°t, 

Le proprietà suindicate della funzione £ (©) sono sufficienti per 
dimostrare il seguente teorema: la funzione e (©) non assume valori 
reali in nessun punto finito del semipiano superiore, ad eccezione 
dei punti dell’asse immaginario; su quest’ultimo la funzione e {@) 
decresce monotonamente dai valori e, > 4 (in dielettrici) o da + 00 
{in metalli) per © = i0 fino a 1 per @®@ = ico. Ne segue, in partico- 
lare, che la funzione € (0) non ha zeri nel semipiano superiore. Non 
ripetiamo qui la dimostrazione di queste affermazioni, data in V 
$ 123; si deve ricordare soltanto che da suscettività generalizzata 
funge non la funzione stessa e (0), ma la differenza e (0) — 1. 

Non ripetiamo neanche la deduzione delle relazioni tra le compo- 
nenti reale ed immaginaria della funzione e (@). Scriviamo soltanto 
le formule derivate cambiando, in modo opportuno, le denotazioni. 
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Scriviamo la funzione e (@) della variabile reale © così come nel 
$ 77, nella forma e (0) = e' (@) + ie” (0). Se la funzione e (@) si 
riferisce ai dielettrici, le relazioni summenzionate sonò 


40, 
e (-1=>T = de, (82,6) 


Koll 
cel EI de, (82,7) 


ove il trattino trasversale riel segno di integrale significa che l’inte- 
grale dell'espressione polare è inteso nel senso di suo valore prin- 
cipale (H.A. Kramers, R.L. Kronig, 1927). Ricordiamo che l’unica 
proprietà fondamentale della funzione è (@) usata nel dedurre queste 
formule è la mancanza di:‘punti singolari nel semipiano superiore. 
Perciò si può affermare che le formule di Kramers-Kronig (così come 
la proprietà della funzione £ (@)) sono conseguenza diretta del prin- 
cipio fisico di causalità. 

Tenendo conto che la fuîizione ie’ o) è dispari, si può ridurre 

l'(32,6) alla forma 


e (0)— (nia ce da, (82,8) 


Se si ha a che fare con un conduttore, nel punto ® = 0 la funzione 
e (©) ha un polo nell’intorno del quale e = 4n0î/0 (77,9). Ciò im- 
plica la comparsa nella formula (82,7) di. un. termine addizionale 
(cfr. V, la formula (123,18)) | 


end T 4 (82,9) 


quanto alla formula (82,6) o (82,8), esse restano immutate. Inoltre, 
nel caso dei metalli si deve fare la seguente osservazione. Alla fine 
del $ 77 è stato detto che per i metalli possono esistere domini di 
frequenze in cui la funzione e (©) perde il suo significato fisico per 
effetti della non uniformità spaziale del campo. Fra l’altro, nelle 
formule in esame si deve integrare rispetto a tutte le frequenze. In 
questi casi con £ (©) nei domini di frequenze corrispondenti si deve 
intendere funzione che si ottiene in seguito alla soluzione del proble- 
ma formale concernente il comportamento del corpo nel campo elet- 
trico periodico spazialmente uniforme virtuale (e non nel campo-.im- 
mancabilmente non uniforme dell'onda elettromagnetica). 

È di importanza particolare la formula (82,8). Essa consente. di 
calcolare la funzione £‘..(@) se è nota almeno in modo approssimato 
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(empirico, ad esempio) la funzione e” (0) per-il corpo ‘in. esame. In 
questo caso è importante che per ogni funzione €” (@) soddisfacente 
fisicamente alla condizione necessaria €” > 0 per © > 0 la formu- 
a (82,8) fornisca la funzione e’ (0) che non contraddice nessuna 
condizione fisica necessaria, cioè in linea di principio possibile (il segno 
e la grandezza di e' non sono limitati da nessuna condizione fisica gene- 
rale). Questa circostanza è a dare la possibilità di usare la formu- 
la (82,8) anche per una funzione e” (©) approssimata. Viceversa, la 
formula (82,7) non dà (nel caso generale della funzione e’ (©) qual- 
siasi) una funzione e” (@) fisicamente possibile poiché la positività 
di quest’ultima non è assicurata automaticamente. 

Nella teoria della dispersione si “Può scrivere l’espressione di 
€ (0) nella forma 


e' (-1= E LOL, de, (82,10) 
ove e, m sono la carica e la massa dell’elettrone e f (0) do si chiama 
forza degli oscillatori nell'intervallo di frequenze do. Secondo 1°(82,8) 
questa grandezza è legata con e'° (0) mediante la relazione 


{(0)= 2a 020). (82,11) 


Nei metalli f (@) tende a un limite finito per 0 +0. 
Per @ sufficientemente grandi nell'espressione integranda . del- 
1’(82,8) si può trascurare x rispetto a ©. Allora 


DR sa I SI 
eli 7 )re' (0) de: 
e RI 
D'altra parte, abbiamo la formula (73,1) esprimente la permettività 
dielettrica per grandi frequenze. Il confronto di ambedue le espres- 
sioni conduce alla regola delle somme 


Sliso Pt A 
(eo) 


Te \ we” (0) do = ; Î (0) do=N, i (82,12) 
. 0 d 


ove N è il numero totale di élettroni nell’unità di volume della so- 
stanza. 

Se e’ " (0) non ha singolarità per 0 = 0; nella formula (82, 8) si 
può passare al limite + 0 e si ottiene così 


e 0-1=2 | 2 (0) gr, (82,13) 
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Se, invece, il punto @ = 0 è singolare per la funzione e” (@) (nei 
metalli), il limite cui tende l'integrale (82,8) per © + 0 non coincide 
con il valore che si ottiene per semplice cancellazione di @® in esso. 
Per il calcolo del limite suindicato è necessario sostituire preliminar- 
mente nell'espressione integranda e” (7) con 


questa sostituzione non cambia il valore dell’integrale poiché si ha 
identicamente 


© da 

x | 
{ x2— (03 =0. 
0 


Per i dielettrici la formula (82,13) si può riscrivere come segue: 


ep 1= FE GA, (82,14) 


ove il trattino superiore indica la media caleolata mediante la forza 
degli oscillatori: 


0 = 


i (0) do. 


4 
N n? 


ot_a8 


Questa espressione può essere utile per diverse stime delle gran- 
dezze o. | 

Infine, si può dedurre una formula esprimente vafori della fun- 
zione e (©) sul semiasse immaginario superiore in funzione dei valori 
di e" (0) sull’asse reale (i calcoli corrispondenti sono stati eseguiti 
in V $ 123). Questa formula si scrive così: 


; 2 (ass) 199 


Integrando questa espressione rispetto a 0 da entrambe le parti, 
otteniamo 


} le (ia) — 1] do= | e" (0) do. (82,16) 
0 0 


Tutti i risultati ottenuti (con qualche piccola modifica) si riferi- 
scono alla permeabilità magnetica u (©). La differenza è legata soprat- 
tutto al fatto che all'aumentare della frequenza la funzione p (@) 
perde relativamente presto il suo significato fisico. Perciò è necessa- 
rio applicare le formule di Kramers-Kronig, ad esempio, nel se- 
guente modo. Al posto dell’intervallo infinito consideriamo quello 
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finite di valori © (da 0 a @,) che si estende fino a frequenze per le 
quali u ha ancora senso, ma cessa già di variare e si può supporne la 
componente immaginaria nulla; il valore corrispondente di p indi- 
chiamo con pu, !). Allora la formula (82,3) si deve scrivere come se- 
gue: 


u' (0) — mi 2 Te na) x. (82,17) 


Contrariamente a eo, il valore ug = w (0) può essere sia minore che 
maggiore di 1. La variazione di u (@) lungo l’asse immaginario rap- 
presenta, come prima, una decrescenza monotona, ma questa volta 
da ho a bi < Mo. 

da notare infine che delle proprietà analitiche stabilite in 
questo paragrafo per la funzione £ (0) gode in misura uguale anche 
la funzione n (0) =41/e (0). Così, l’analiticità di n (©) nel semi- 
piano superiore deriva dall’analiticità e dalla mancanza di zeri 
della funzione £ (0) in questo semipiano. Per la funzione n (©) si 
verificano le stesse relazioni di Kramers-Kronig (82,6-7) che per 


e (0). 
$ 83. Onda monocromatica piana 
Le equazioni di Maxwell (77,2) per il campo monocromatico sona 
iou (0) H = crotE, ias(@)E = — eretH. (89,1) 


Queste equazioni di per se stesse costituiscono un sistema completo 
in quanto da esse derivano automaticamente le equazioni (77,1), e 
perciò non si devone considerare separatamente. Supponendo omo- 
geneo il mezzo e eseludendo da queste equazioni H (o E), otteniamo 
l'equazione del secondo ordine 


AE+ep E=0 (83,2) 


(e la stessa equazione per H). 

Consideriamo un'onda monocromatica piana propagantesi in un 
mezzo omogeneo illimitato. Nell’onda piana nel vuoto la dipendenza 
del campo dalle coordinate è data da un fattore della forma ek" con 
il vettore d’onda reale k. Quando va considerata la propagazione 


1) Di fatto ®, deve verificare la condizione @,t > 1, ove t è il più piccolo 
dei tempi di rilassamento per i processi ferro- e paramagnetici nel magneti, 
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delle onde nei mezzi materiali nel caso > generale, :è-necessario intro- 
durre: anche. ‘valori complessi: 


k=k + ik”, 


ove k' e k” sono vettori reali. 
Ponendo E e H proporzionali a eîkr e derivando le equazioni 
(33,1) rispetto alle coordinate, otteniamo 


op = c [KE], ©eE = — c [KH], (83,3) 


Escludendo E e H da queste due relazioni troviamo la seguente e- 
spressione per il quadrato del vettore d' onda: 


ki= _ bra "2 + 2ik'k"= eu È . (83,4) 


Si vede che k può essere reale esclusivamente se e e u sono reali e 
positive. Ma persino in questo caso k può essere anche complesso a 
condizione che debba essere k k" = 0 (avremo a che fare con questo 
caso studiando la riflessione totale, si veda il $ 86). 

Si deve tener conto che nel caso generale dei vettori k complessi 
si può chiamare « piana » l'onda soltanto in modo convenzionale. 
Scrivendo 


etkr — — etere TEt, 


vediamo che i piani perpendicolari al vettore L' sono piani della 
fase costante. Ma piani dell’ampiezza costante sono quelli perpendi- 
colari al vettore k” lungo la direzione del quale l’onda si smorza. 
Quanto alle superficie del valore costante del campo stesso, esse nel 
caso generale non saranno piane. Le onde di questo tipo si chiamano 
onde piane eterogenee a differenza delle onde piane omogenee ordi- 
narie. 

Il legame tra componenti: dei campi elettrico e magnetico nel 
caso generale è dato dalle formule (83,3). In particolare, moltipli- 
cando queste formule scalarmente per k, otteniamo 


KE=0, kH=0, (83,5) 


ed elevando una di esse al quadrato e ‘usando l’espressione. (83,4) 
troviamo 


E:=- È H?, (83,6) 


Tuttavia, si deve ricordare che essendo complessi tutti e tre.i vettori 
k, E, H, queste relazioni nel caso generale non hanno- quel signifi- 
cato evidente che avrebbero per grandezze reali. 

Senza soffermarci.su relazioni complicate che si ottengono nel 
caso generale, consideriamo alcuni casi particolari più importanti. 
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Risultati particolarmente semplici si ottengono per un'onda che 
si propaga senza smorzamento in un mezzo omogeneo non assorbente 
(trasparente). Il vettore d’onda in questo caso è reale e per grandezza 
vale e 


fa Va O sot n o , (83,7) 


ove n = V eu si chiama indice di rifrazione del mezzo. Sia il campo 
elettrico che quello magnetico giacciono nel piano perpendicolare al 
vettore k (onda trasversale pura), essendo fra l’altro mutuamente 
perpendicolari e legati dalla relazione 


e 
= — [IE ,8 
H=])/ < 0E) (83,8) 
(1 il vettore unitario nella direzione k). Ne risulta che 
gEE* = uHH*; 


ciò non significa tuttavia uguaglianza delle energie elettrica e magne- 
tica nell'onda (come nel caso senza dispersione) poiché quest'ultime 
sono date da altre espressioni (due termini nella formula (80,11)). La 
densità totale dell’energia elettromagnetica in questo caso si può 
ridurre alla forma 


77 1 a dk 
U = Too de (0%) Eer= q/ £ Sd ER*. (83,9) 

La velocità u di propagazione dell’onda nel mezzo:è data dalla 
nota espressione per la velocità di gruppo 1): 


. i dio» e 


= £ = 750: (83,10) 


Quindi, u = S/U conformemente al suo significato come velocità di 


trasporto dell’energia nel pacchetto d’onda; qui U è la densità 
dell'energia data dalla formula (83,9) e uu 


a c € 

S=gyL È EE* (83,11) 

la media del vettore di Poynting. Nel caso senza dispersione allorché 

l'indice di rifrazione è indipendente dalla frequenza, l’espressione 
(83,10) si riduce semplicemente a c/n (cfr. la formula (75,13)). 

In seguito, consideriamo il caso più generale di propagazione 

dell’onda elettromagnetica nel mezzo assorbente quando il vettore 

d'onda ha una direzione ben determinata, cioè k' e k”sono mutua- 


1) Se esiste un assorbimento sensibile l'introduzione della nozione di velo: 
cità di gruppo è in generale impossibile poiché nel mezzo assorbente i pacchett 
d'onda non si propazano ma sono soggetti a un rapido smussamento. 
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mente paralleli. Tale onda è piana nel senso letterale poiché da su- 
perficie di valori costanti del campo fungono in essa i piani perpen- 
dicolari alla direzione di propagazione (onda piana omogenea). 

In questo caso è possibile introdurre la « lunghezza » complessa £ 
del vettore d'onda secondo k = &l (1 è il vettore unitario nella dire- 


zione k' e k”), e dall’(83,4) abbiamo così %X = Veuo/e. Si suole 


descrivere la grandezza complessa V/ eu. nella forma n + ix con n e x 
reali in modo che 


k=Vent=M+i). (83,12) 


La grandezza r si chiama indice di rifrazione e x coefficiente di assor- 
bimento del mezzo; quest’ultimo determina la velocità di smorzamento 
dell’onda a misura della sua propagazione. È da sottolineare, tutta- 
via, che lo smorzamento dell’onda non è legato necessariamente 
all'esistenza di assorbimento vero e proprio; la dissipazione dell’ener- 
gia si verifica esclusivamente per e o u complessi, mentre il coeffi- 
ciente x può essere non nullo anche per e e u reali (negative). 
Esprimiamo le grandezze n e x in funzione delle parti reale e 
immaginaria della costante dielettrica supponendo in questo caso 
che up = 14. Dall’uguaglianza n° —x° + 2inx=e=e’' + is” 
abbiamo | 


nî — 3 = e’, 2Dnn = e". 


Risolvendo queste equazioni rispetto a n e x, otteniamo 1) 
e’ e'ipg'? —e' e'2-4-e"? 
na EEVETTE, ga SEEN, (83,18) 


In particolare, per i metalli nel dominio di frequenze in cui si veri- 
fica la formula (77,9), la componente immaginaria di e è grande ri- 
spetto a quella reale ed è legata alla conducibilità mediante 


la relazione e” = 4n0/0; trascurando e’ rispetto a e”, troviamo che 
n e x coincidono e valgono (in accordo con la (09,4)) 
2100 


Quanto al legame tra i campi E e H nell’onda omogenea piana 
considerata, riotteniamo la formula (83,8) ma con le grandezze e e pu 
complesse. Essa mostra nuovamente che i due campi sono perpendi- 


1) Poiché e" > 0, n e x possono essere di segno identico conformemente al 
fatto che l’onda si smorza nella direzione in cui si propaga. I segni positivi 
nell'(83,13) corrispondono all’onda propagantesi nella direzione positiva del- 
l'asse z.. 
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colari alla direzione di propagazione dell’onda e tra diessi. Se p = 4, 
allora scrivendo Ve nella forma 


Ve=Vn2+ x? exp [iarctg (x/n)], 


vediamo che il campo magnetico in valore assoluto supera il campo 


elettrico di V n? + x? volte e per fase è in ritardo di un angolo 
arctg (x/n); nel caso (83,14) lo sfasamento vale n/4. 


Problema 


— In un istante dato (t = 0) esiste perturbazione elettromagnetica in un do- 
minio spaziale. Non alimentata da sorgente esterna questa perturbazione si smor- 
zerà con il tempo. Trovare le condizioni che determinano questo smorzamento. 

Soluzione. Sviluppiamo la perturbazione iniziale nell’integrale di Fourier 
rispetto alle coordinate e consideriamo una componente con k come vettore 
d’onda (vettore reale!). La sua dipendenza ulteriore dal tempo è data (per t 
sufficientemente grande) dal fattore e-*@* con una frequenza @ complessa da de- 
finire; il decremento dello smorzamento è —Im @. 

Dalle equazioni | 


—c3H = rot.E = i [kE], c-1D = rot H = i [KH] 
ricaviamo, escludendo H, 

SE c-*D = [k [kE]]. (1) 
Consideriamo la direzione k come l’asse x. Per la parte longitudinale della: per- 
turbazione di qui abbiamo D, = 0, e perciò D.,= 0. | a 

D'altra parte, il legame tra D, e £, è dato dall'operatore integrale 

t. 
AL (* 2° Lu 
Ex (1) 389D= o \ F.(t-).D,(v) di. (2) 
Mana | 
Poiché in questo caso D, (1) = 0 per # >-0 (percui non esistono sorgenti del 
campo per t > 0), allora È 
0 


Ex(t)=. ( .F (21) Dx (1) di. (3) 


Di qui si vede che per # grandi la dipendenza di £,, dal tempo è determinata pri» 
ma di tutto dalla dipendenza temporale della funzione 7 (t). 
Per il campo monocromatico dalla (3) ricaviamo: 


1 -{ Ot K. 
ITA RANA dt 
0 
e, viceversa, 
Uol 1 d 
- io 20 
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Per stimare questo integrale per t grandi spostiamo il cammino di integrazione 
nel semipiano inferiore © ove l’espressione integranda decresce rapidamente. 
In questo caso si devono aggirare tutti i punti singolari della funzione 1/£ (@) 
cioè gli zeri della funzione £ (0) e i suoi punti di diramazione. Come risultato 
l'integrale sarà proporzionale soprattutto a e *°0%, ove ©, è il più vicino all’as- 
se reale dei punti singolari suindicati. Con ciò si risolve il problema posto per 
la parte longitudinale della perturbazione. 
Per le componenti trasversali dall’(1) abbiamo 


1 0° . 
7a DurrthEy,2=0 


Uno studio analogo consente di concludere che la parte cercata ©, è nel caso 
considerato lo zero più vicino all'asse reale o il punto di diramazione della 
funzione 


$ 84. Mezzi trasparenti; 


Applichiamo le formule generali dedotte nel $ 82 a mezzi debol- 
mente assorbenti (in un dato dominio di frequenze), supponendo cioè 
che per queste frequenze si possa trascurare la parte immaginaria 
della permettività dielettrica. 

In questo caso è superfluo calcolare il valore principale nella 
formula (82,2) poiché il punto x = © scompare difatti dal dominio 
d’integrazione. In seguito, l’integrale si può derivare rispetto al pa- 
rametro w come integrale ordinario non avente singolarità nell’e- 
spressione integranda.. Dopo questa derivazione otteniamo 


00 
de _40 | re” (7) da 


do TT (02 — x)? ® 


Essendo positiva l’espressione integranda in tutto il dominio di 
integrazione, possiamo concludere che ni 


do > 0, (64,1) 


vale a dire che nel dominio senza assorbimento la permettività dielet- 
trica è una funzione monotonamente crescente della frequenza. 

Nello stesso dominio di frequenze si ottiene analogamente: un’al- 
tra disuguaglianza 


d 4 38” 
A tar e-1) = | LEO 
0 


da >D, 


ossia | | 
de 2(41—-2) 
To > —__- (84,2) 


"(1 RR 
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Se e «1 o persino negativa, questa disuguaglianza è 
‘quella (84,1) 1). 

È da notare che le disuguaglianze (84,1) e (84,2) (e quelle analoghe 
per u (0)) garantiscono automaticamente che sia soddisfatta la di- 
suguaglianza u<c per la velocità di propagazione delle onde. Così, 
per p = 1 abbiamo n = Ve e, introducendo n? al posto di e nelle 
(84,1) e (84,2), otteniamo 


più forte di 


d Leo) d (no) 1 
> To > 1: (84,3) 


Quindi, per la velocità uv (83,10) si ottengono due disuguaglianze: 
u<cineu<cn, da cui si vede che u < c come per n > 1 così per 
n<4/. Da queste disuguaglianze risulta anche che u > 0, vale a 
dire che la velocità di gruppo è diretta come il vettore d’onda. 
Questa sua proprietà è del tutto naturale anche se dal punto di vista 
meramente logico non è affatto obbligatoria. 

Supponiamo che il dominio di assorbimento debole si estenda in 
un intervallo largo di frequenze da ®, a ©, (e che 0, > ©) e consi- 
deriamo frequenze ® tali che 0, « © < ©. Il dominio di integra- 
zione nell’(82,8) si dimezza in due parti:  < @, e x > @©,. Nella 
prima parte si può trascurare a denominatore dell’espressione inte- 
granda x rispetto a ©, e nella seconda —@ rispetto a x: 


ca .00 > da 
e(0)=14+È | e (ME È fe (2) da, (84,4) 
‘Oa . 
vale a dire che la funzione £ (©) nel dominio considerato ha la for- 
ma a — b/w?, ove a e db sono costanti positive. La seconda di esse può 
essere espressa in funzione della forza degli oscillatori N, responsa- 
bili per assorbimento nel dominio da 0 a @, (cîr. l'(82,12)), e allora 


i. 49Nxe? (QUA 
e(o=a- fe, (84,5) 

Da questa espressione risulta che in un dominio sufficientemente 
largo di assorbimento debole la permettività dielettrica, in generale, 
passa per lo zero. Ricordiamo in questo proposito che è trasparente 
nel senso letterale un mezzo in cui la funzione e (0) è non soltanto 
reale, ma anche positiva; per la grandezza e negativa l’onda si smor- 
za in profondità del mezzo anche se in essa non si produce dissipa- 
zione vera e propria dell’energia. © 

Nel caso della frequenza per la. quale. e=0 l’induzione D si 
annulla identicamente.e le equazioni di. Maxwell ammettono l’esi- 


') Operando con la semisomma delle disuguaglianze (84,1) e (84,2) otte- 
MAmnO che d (0£)/do > 1, cioè questa disuguaglianza è più forte di quella 
(80,43). 
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stenza di uh campo elettrico variabile soddisfacente alla sola equazio- 
ne rot E =0 per il campo magnetico nullo. In altre parole, in 
questo caso è possibile l’esistenza delle onde elettriche longitudinali. 
Per determinare la velocità della loro propagazione è necessario 
tener conto della dispersione della permettività dielettrica non sol- 
tanto rispetto alla frequenza, ma anche rispetto al vettore d’onda; 
torneremo a questa questione nel $ 105. 

Supponiamo infine che in un dominio di trasparenza largo esista 
un dominio (« linea ») di assorbimento attorno a una certa frequenza 
©. Consideriamo l’intorno di questa frequenza soddisfacente alla 
condizione | o 


YK|1O— 001 K (84,6) 


ove y è la larghezza della linea. In questo dominio si può sostituire 
ovunque nell'espressione integranda (32,6) x con @,, ad eccezione 
della funzione rapidamente variabile e” (x). Allora otteniamo 


’ 1 d, 
TOI OL ren MI (84,7) 
ove l'integrazione. segue la linea di assorbimento, 


Problema 


Sulla frontieraidel semispazio (7j > 0) riempito da un mezzo trasparente 
(u = 1) cade nella direzione normale un’onda elettromagnetica piana con il 
fronte anteriore che si interrompe bruscamente. Determinare la struttura del 
fronte d’onda capitato fnell’interno del mezzo (A. Sommerfeld, L. Brillouin, 
1914). 

i oluzione. Supponiamo che l’onda incida sulla frontiera del mezzo all’i- 
stante t = 0 in modo tale che per x = 0 il campo dell'onda incidente (£ o 77) sia 


Ej= 0 per t < 0;1E c0 e7Î%0. perfe > 0, 


Sviluppando questo campo nell’integrale di Fourier rispetto al tempo, riduciamo 
il problema alia caduta delle onde infinitamente estese di frequenza diversa 
sulla stessa frontiera. L'ampiezza della componente di Fourier di frequenza © 
è proporzionale a 


ett@ = ®o)T di. 


). 


© Loser, 8 


L'onda incidente di frequenza è penetrata all’interno del mezzo iha la forma 
a (0) exp (iortitne) 


ove l’ampiezza a (0) è una funzione lentamente variabile della frequenza, Per- 
ciò, nel caso in questione, il campo dell'onda nel mezzo è 


+00 | _ 00 
E co | dea (0) exp (ict: 2 nx } | el0=0IT gr, 
0 
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Nel dominio in prossimità del fronte d’onda in questo integrale sono impor- 
tanti i valori di © vicini a ®y. Introducendo la nuova variabile È = © — ©g, 
sostituiamo a (0) con a (0) e sviluppiamo l'esponente in potenze di $. Ometten- 
do tutte le costanti inessenziali e i fattori di fase, otteniamo 


E co | i exp ta (t24i) LL; o} di dt, 
0 -c0 


ove u="u(0) è la velocità di propagazione (83,10) e = 


== 
Integrando rispetto a dé è facile ridurre £ alla forma seguente: a 
x— ul 
E co | etti Ti 
w #9 V 2 lu'| 


(il segno dell’esponente dipende dal segno di wu’). L’intensità dell'onda in pros- 
simità del suo fronte è distribuita secondo la legge 


00 l 9 
I0| | eittan| ° 
w 


Questa espressione coincide formalmente con la formula che determina la 
distribuzione dell'intensità in prossimità dell’orlo dell’ombra per diffrazione 
di Fresnel (cfr. II $ 60). Per w > 0 l'intensità decresce monotonamente all’au- 
mentare di w, e per w< 0 compie oscillazioni con ampiezza decrescente attorno 
a un valore costante cui tende per w + — 00, 

A grandi distanze il fronte considerato è preceduto dai cosiddetti « precur- 
sori » propagantisi a velocità c. Essi corrispondono alle componenti di Fourier 
con grandi frequenze per le quali e + 1, 
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$ 85. Ottica geometrica 


La condizione di applicabilità dell’ottica geometrica consiste, 
come è noto, nella piccolezza della lunghezza d’onda 4 rispetto alle 
dimensioni caratteristiche del problema / (cfr. II $ 58). Il legame 
tra l’ottica geometrica e quella ondulatoria è stabilita dal fatto che 
per ) < ogni grandezza q descrivente il campo dell’onda (ciascuna 
delle componenti di E o H) è espressa da una formula del tipo 


Q = dei 


ove l'ampiezza a è funzione lentamente variabile delle coordinate 1 
del tempo, mentre la fase w, grandezza rilevante, è funzione « quasi 
‘lineare » delle coordinate e del tempo. Quest'ultima si chiama 
iconale nell'ottica geometrica e gioca ruolo fondamentale, La sua 
derivata temporale determina la frequenza dell’onda: 


7% (85,1 

e le derivate rispetto alle coordinate determinano il vettore d'onda: 
Vyp= k (85,2) 

e quindi la direzione dei raggi (semirette) in ciascun punto dello 


spazio. 

Per l’onda monocromatica nelle condizioni stazionarie la fre- 
quenza è grandezza costante e la dipendenza dell’iconale dal tempc 
è data dal termine —@t. Al posto di p introduciamo un’altra fun- 
zione wp, (che chiameremo sempre iconale) secondo. 


pa —ot+wjf(2, y, 2); (85,3) 
y, è la sola funzione delle coordinate e il suo gradiente 
Vy, = n, (85,4) 
ove n è un vettore legato a k mediante 


k=tn, (85,5) 
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Il valore assoluto del vettore n è uguale all’indice di rifrazione n 
del mezzo *). Perciò l'equazione dell’iconale per la propagazione. 
dei raggi in un mezzo con l'indice di rifrazione r (%, Y, 2) come fun- 
zione data è 


veg (GE)+ (+ (e) (85,6) 


L'equazione per la propagazione dei raggi (nelle condizioni sta- 
zionarie) può essere anche ottenuta dal principio di Fermat secondo 
il quale per la traiettoria del raggio tra due punti dati A e 2 dello. 
spazio l’integrale 


8° B 
)p,= ina =Î ndl 
A A 


è minimo, Uguagliando a zero la variazione di questo integrale ab- 
biamo | 


B 
6p,= \ (Sn-dl+ nò dl)=0. 
A 


Supponiamo che ér sia lo spostamento della traiettoria del raggio 
per variazione. Allora abbiamo 


$n = ér-Vn, $dl=1d8r, 


ove 1 è il vettore unitario della tangente al raggio. Sostituendo in. 
òyp, e integrando il secondo termine per parti (tenendo conto che nei 
punti A e Béèr = 0) abbiamo 


B 
54,= far vn d14 | nl aér= | (ve= SUI) $r.d1=0, 
A A A 
Di qui 
d (nl) 
di 


= Vl (359,7): 


Sviluppando la derivata e-sostituendovi di =lVn, riscriviamo questa 
equazione nella forma 

i | 
TI = {yn-1(1Vn)}. di (85,8) 


Questa è l'equazione che determina la forma dei raggi. 
Come è noto dalla geometria differenziale, la derivata ddl lungo 
‘il raggio vale N/R, ove N è il vettore unitario della normale prihei- 


1) Nell'ottica geometrica si studiano i soli mezzi trasparenti. 


426 CAPITOLO X Ì 


pale e R il raggio di curvatura del raggio. Moltiplicando l'equazione 
30,8) da ambo le parti per N e tenendo conto della mutua perpendi- 
colarità di Ne I, otteniamo 


V 0‘ 
Pant, (85,9) 


Il raggio si incurva verso il crescere dell'indice di rifrazione, 
La velocità di propagazione dei raggi nell’ottica geometrica è 
«diretta lungo l e data dalla derivata 


dw 
dk * 
«Questa velocità si chiama velocità di' gruppo e il rapporto w/k velo- 
cità di fase. Quest'ultima non corrisponde alla velocità della propa- 
.gazione fisica reale qualunque ne sia la grandezza. 

E facile scrivere anche l’equazione che determina la variazione 
«dell’intensità della luce lungo il raggio. L'intensità / rappresenta 
‘valore assoluto della media (rispetto al tempo) del vettore di Poyn- 
ting. Quest'ultimo è diretto assieme alla velocità di gruppo lungo l: 


S=IL 


Nelle condizioni stazionarie la densità media dell’energia del campo 
dn ogni punto dello spazio non varia con il tempo. Perciò l’equazio- 


ne di conservazione dell’energia è div5 = 00. 
div (1/1) = 0. (85,11) 


‘Questa è l'equazione cercata. 

Consideriamo infine la questione sul modo di variazione della 
«direzione lungo il raggio della polarizzazione della luce polarizzata 
linearmente (S.M. Rytov, 1938). | 

Come è noto dalla geometria differenziale, una curva spaziale 
(nel caso considerato un raggio) è caratterizzata in ciascun suo punto 
«da tre vettori unitari mutuamente perpendicolari appartenenti alla 
‘tangente I, alla normale principale N e alla binormale b (il cosiddet- 
to triedro naturale). In virtù della trasversalità delle onde elettro- 
magnetiche il vettore E (o H) giace sempre nel piano normale, ossia 
inel piano N, b. 

Supponiamo che in un punto del raggio la direzione E coincida 
con la direzione N, cioè che essa giaccia nel piano osculatore (piano 
N, 1). Come è noto, la deviazione della curva sulla lunghezza dl 
-dal piano osculatore è sempre un infinitesimo di ordine superiore 
{del terzo ordine). Perciò si può affermare che il vettore E nello spo- 
:sstarsi lungo il raggio per la distanza dl resta nel piano osculatore 
iniziale. Il nuovo piano osculatore, invece, ruota rispetto a quel 
vecchio difangolo dp = dl/T, ove T è il raggio di torsione della cur- 


us 
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va. A ciò sarà uguale, quindi, l’angolo di rotazione del vettore E 
rispetto al vettore N nel piano normale. In tal modo, nello spostarsi 
lungo il raggio la direzione della polarizzazione ruota nel piano nor- 
male in modo tale che il suo angolo con la direzione della normale 
principale varia secondo l'equazione 
dp __1 n) 
da T* (85,12) 


In particolare, se non esiste torsione, cioè quando il raggio è una 
curva piana, la direzione del vettore E nel piano normale resta 
immutata come ciò è evidente a priori per ragioni di simmetria. 


Problemi 
1. Stabilire la legge di trasformazione della velocità di propagazione della 


luce in un mezzo (della velocità di gruppo) per trasformazione del sistema iner- 
ziale. 


Soluzione. Per definizione della velocità di gruppo u, abbiamo 
do = u dk, do' = u' dk’; 


le grandezze con apice si riferiscono al sistema inerziale X' che si muove a velo- 
cità v rispetto al sistema KX (grandezze senza apice). Secondo le formule della 
trasformazione di Lorentz per ogni 4-vettore d'onda abbiamo 


kx = Y (kx — v@/c?), ky, = ky, hg =kz 
ovo + ve); | 
ove y= 1/V1 — v?/c2 (gli assi x, 2’ coincidono conla direzione v). Dalla for- 
mula nella seconda riga abbiamo: 0-0 
do = y. (do + vdkg) = y (u' dk’ + v dig). 


Sostituendovi dk’ espresso in funzione di dk e do dalle formule della prima riga 
e riunendo tutti i termini con do, otteniamo 


1 | 
v (14-27-0048) dov (U&+-0) dex +-uj dky +; dis. 


Confrontando con do = u dk, troviamo che le velocità u’ e v si sommano in u 
secondo le formule relativistiche ordinarie: della somma di velocità, come ciò 
si dovrebbe aspettare. 

2. Determinare la velocità di propagazione della luce in un mezzo in 
moto (rispetto all’osservatore). 

Soluzione. Siano @ e k la frequenza e il vettore d'onda luminosa nel siste- 
ma inerziale fisso K, e 6’, k’ le stesse grandezze nel sistema KX’ che si muove ri- 
spetto a K assieme conunliquido a velocità v. Nel sistema K' il liquido è immo- 
bile e percià 0’ e k' sono legati dalla relazione 


ck => o'n (0). (1) 


Seconao le formule esprimenti la trasformazione di Lorentz per un 4-vet- 
tore d'onda abbiamo a meno dei termini del primo ordine in v/c; 


ofemo==kv, k' ke V, punk vl 
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1= k/k). Sostituendo queste espressioni nell'(1) e sviluppando la funzione 
n (0°) in potenze di v, otteniamo con la stessa precisazione 1) 


d 


| La velocità di propagazione (velocità di gruppo) in un mezzo immobile si 
ottiene derivando la relazione ck = @n (0) e vale 


>» 


k= Conti [1-n° Te] vl. (2) 


_ c | 
— d(n0)/do 


Nel mezzo in moto essa si ottiene derivando la relazione (2) che preliminarmente 
riscriviamo nella forma 


(3) 


Uo 


i k= 2 n+-kv (1-1). 


Troviamo di nuovo a meno dei termini del primo ordine 


Un UÈ no duo 


= o_o RO do __lo ‘14, 
u=up+1(Iv) (20 DO Ze) Ly (140), (4) 
Quando la luce si propaga nòila direzione del moto del mezzo (v|4I, di 
qui ricaviamo ?) ; 
uno duo 
e do 0) 


uzugbo (1-28) 


c? 


I primi due termini si possono ottenere semplicemente applicando la formula 
relativistica della somma di velocità. Se, invece, v e l sono mutuamente per- 
pendicolari, allora 


u=u,--v (1-20) . (6) 


La velocità di fase dell'onda si ottiene dalla (2) nella forma 


® e fi 1 0 dn si 
rrrt(iati o) 


Per v 1 l in'essa nòn-ésiste effetto def primo ordine. 


$ 86. Riflessione. e rifrazione delle onde 


Consideriamo la riflessione e la rifrazione di un’onda elettroma- 
gnetica monocromatica piana sulla frontiera piana di separazione tra 
.due mezzi omogenei. L'incidenza si produce dal mezzo trasparente 
(mezzo /); per il momento non supponiamo che il secondo mezzo sia 
trasparente. Le grandezze relative alle onde incidente e rifratta in- 
dichiamo con gli indici 0 e 4, rispettivamente, e all’onda rifratta 


1) È da notare che il secondo termine nella (2) e con esso tutti gli effetti 
del primo ordine si annullano identicamente per n° = e = 1 — cost-07. 

2) Questa formula descrive il cosiddetto effetto Fizeau previsto prima da 
A. Fresnel (1818). L'influenza della dispersione su questo effetto è stata studiata 


da H.A., Lorentz (1895). 
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con l'indice 2 (fig. 46). Consideriamo l’asse 2 come direzione della 
normale al piano di separazione (con la direzione positiva verso l’in- 
terno del mezzo 2). 

Essendo completamente uniforme il piano xy, la dipendenza della 
soluzione dell’equazione del campo da queste coordinate deve essere 
uguale in tutto lo spazio. Ciò vuol dire che le componenti %,, Èy 
del vettore d’onda sono uguali per tutte e tre le onde. Ne segue, sop- 
rattutto, che le direzioni di propagazione di tutte le onde giacciono 
in un medesimo piano; supponiamo che esso sia il piano 72. 

Dalle uguaglianze 


leox = Fix = Fix (36,1) 
segue che le componenti z di questi vettori sono 


k,,= — ko2= —l Ve, COS os 
(86,2) 


Vla VETESEO: 
ko= cì 8, — lx T Ve,—, sen?B; 


in ambedue i mezzi poniamo u = 41. Il vettore k,, per definizione, è 
reale. Con esso è reale anche il vettore k,. Quanto alla grandezza 
ks,, essa è complessa nel mezzo 
assorbente e la radice deve avere 
segno tale che Im k,, > 0 con- 
formemente al fatto che l'onda 
rifratta si smorza in profondità 
del mezzo 2. | 

Se ambedue i mezzi sono 
trasparenti, dalle uguaglianze 
(86,1) derivano le note leggi di - 
riflessione e di rifrazione 0-00 


_. seno, _ V 8, __.N 

= sno Va 
| (86,3) 

Per la determinazione delle 
ampiezze delle onde riflessa e 
ritratta si devono considerare le 
condizioni di ‘frontiera- sulla Fig. 46° 
superficie di separazione (z = 0). 
Per questo dobbiamo studiare separatamente due casi; e cioè: il 
campo È, giace nel campo di incidenza o gli è perpendicolare; 
con ciò si studia anche il caso generale allorché E si può decom- 
porre in due componenti. | . 

Supponiamo dapprima che E, sia perpendicolare al piano di in- 
cidenza. Per simmetria è evidente che la stessa ipotesi vale per i 
campi E, e E, nelle onde riflessa e rifratta. Quanto al vettore H, 


430 CAPITOLO X 


esso giace nel piano xz. Le condizioni di frontiera richiedono che siano 
continue le grandezze E, = £ e H,!); secondo l’(83,3) H,= 
= — ck,E jo. : | 

Il campo nel mezzo 7 rappresenta la somma delle onde incidente 
e riflessa in modo che abbiamo due equazioni: 


Eo + E, = Ea, koz (E _ E) = kyE,. 


I fattori esponenziali in E si annullano in ambedue i membri dell’u- 
guaglianza in quanto sono identiche le grandezze %, (così come le 
frequenze ©) in tutte e tre le onde; in seguito con E si intendono 
ovunque le ampiezze complesse delle onde. La soluzione delle equa- 
zioni scritte conduce alle formule di Fresnel 


E _ koz — koz ‘ Va COS 0 — Vs — € sen? 00 9 
1° koztkez ®  Ve,cos0+Ve,=g15e60°0, 0 
= (36,4) 
E,=- Log CE, 2V8:cos0, Do 


koztkaz © Varcos0o+Ve,—8,sen20; 
Se sono trasparenti ambedue i mezzi, mediante le relazioni 
(86,3) si possono riscrivere queste formule come segue: 


‘“ p __'sen(0a— 0) _ 2c0s0,sen0a | | 
ES sono, Fo) eo fe= sono, ta) 0 (89,9) 

Analogamente si può considerare il caso in cui E giace nel piano 
di incidenza; allora è più comodo fare calcoli per un campo magne- 
tico perpendicolare al piano di incidenza. Come risultato si otten- 
gono altre due formule di Fresnel: 


__ Bakoz — E1k02 __ E COS On — Ve: (e—e; sen? do) 
1° Saloz tera 0 € cos 00 + Ve: (62—81 sen? bp) ” (86,6) 
H.= 2e3koz __ — 2890080 H.. © È 
Mo 2° 8&ikoz4-eokoz ® e, cos 004 VE, (E2— £1 Sen? 0g) 0° 


Se sonò trasparenti entrambi i mezzi, queste formule si possono riscri- 
vere così: 


tg (00-82) ‘sen 20, > 
Hi _ tg (Oo -F-03) Ho, H= sen (09-+-0) cos (9, —02) Ho. (86,7) 


Il coefficiente di riflessione R va definito come rapporto fra il 
flusso medio (secondo il tempo) dell’energia riflesso dalla superficie e il 
flusso incidente. Ciascuno di questi flussi è dato dal valore medio 


1) Le condizioni di frontiera per le componenti normali di B e D in questo 
caso non forniscono niente di nuovo in quanto le equazioni div B.= 0 e div D = 
= 0 sono conseguenze delle equazioni (83,1). 
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della componente z del vettore di Poynting (83,11) dell’onda cor- 


rispondente 


R=V210080, 1 E 18__ EI? 
V 81 008 00 | Eo 130 VE, ?°® 


Per l'incidenza normale (0, = 0) entrambi i casi di polarizzazione 
sono equivalenti e il coefficiente di riflessione è dato dalla formula 
_|Va=-V% |? 
86,8 
_|Va+ Va+vV ) 


Questa formula è vera sia per il mezzo trasparente che per quello 
assorbente e riflessivo. Se introduciamo n, e x, in base a Ve, = 
= N, + ix, allora per incidenza dal vuoto (e, = 1), ad esempio, 
otteniamo | 


_ (3144 
= Fat: (06,9) 


Lo studio ulteriore delle formule ottenute realizziamo supponendo 
che ambedue i mezzi siano trasparenti. Preliminarmente facciamo la 
seguente osservazione. La frontiera di separazione fra due mezzi 
distinti rappresenta in realtà non superficie geometrica ma uno stra- 
to sottile di transizione. Le formule (86,1) si verificano a prescindere 
dal carattere di ipotesi circa questo strato. Quanto alle formule di 
Fresnel, la loro deduzione basata sulle condizioni di frontiera di se- 
parazione suppone che lo spessore dello strato di transizione è sia piccolo 
rispetto alla lunghezza d’onda A. Di solito lo spessore è è commen- 
surabile con le distanze interatomiche piccole in ogni caso rispetto a 
À (in caso contrario sarebbe impossibile in generale studio macrosco- 
pico del campo); perciò anche la condizione 4 ‘> è, come regola, è 
soddisfatta. Nel caso limite opposto il fenomeno di rifrazione avrebbe 
carattere assolutamente diverso. Per è > 4 sono soddisfatte le con- 
dizioni di applicabilità dell’ottica geometrica (la grandezza À è 
piccola rispetto alle dimensioni del mezzo non omogeneo). Perciò 
in questo caso si potrebbe considerare la propagazione dell'onda 
come propagazione di raggi soggetti a rifrazione nello strato di 
transizione ma attraversanti questo strato senza nessuna riflessione. 
‘Im altre parole, il coefficiente di riflessione sarebbe nullo. 

Torniamo alle formule di Fresnel. Per riflessione da un mezzo 
trasparente i coefficienti di proporzionalità fra E,, E, e E; in que- 
ste formule sono reali 1). Ciò vuol dire che la fase dell’onda ora 
resta immutata ora fa un salto di n a seconda del segno dei coeîfi- 
cienti stessi. In particolare, la fase di un ‘onda rifratta. coincide 


1) Per il momento trascuriamo il caso della cosiddetta riflessione totale (sì 
veda più avanti). 
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sempre con la fase di un'onda incidente. La riflessione, :invece, può 
‘essere accompagnata da cambiamento della fase '). Così, per inci- 
denza normale la fase di un'onda non cambia se e, > £,. Se invece 
€, > €, i vettori E, o E, sono di segno opposto, vale a dire che la 
fase dell'onda cambia di n. 

Per incidenza obliqua i coefficienti di riflessione sono dati in 
accordo con le espressioni (86,0) e (36,7) dalle seguenti formule: 


__Sen? (0o—00) n _ 18°(0,-0%) 
R 15 seni (0,t0)* Rn 0,10) (0.100) * (86,10) 
Qui e più avanti i simboli _L e || indicano i casi in cui il campo E 
sia perpendicolare o parallelo, rispettivamente, al piano di inci- 
denza. È da notare la seguente simmetria: le espressioni (86,10) non 
variano per la sostituzione reciproca di 0, e 0, (quanto alle fasi 
delle onde riflesse, esse variano in questo caso secondo le formu- 
le (86,5) e (86,7) di x). In altre parole, il coefficiente di riflessione 
di un'onda che dal mezzo / incide sotto un angolo 6, è uguale al coef- 
ficiente di riflessione di un’onda che incide dal mezzo 2 sotto un 
angolo 9.. ESE 20) 

Di proprietà notevole. gode la riflessione della luce che inci- 
de sotto un angolo 6, tale per cui 8, + 0, = n/2 (in questo caso i 
raggi riflesso e rifratto sono mutuamente perpendicolari). Indichiamo 
questo valore con 0,; scrivendo sen 0, = sen (1/2 — 0,) = cos 04 
e ricorrendo alla legge di rifrazione (86,3), otteniamo 


tg0, =Ve/e, (86,11) 


Per 6, = 0, abbiamo tg (0) + 8,) = co e Ay si annulla. Perciò 
qualunque sia la direzione della luce polarizzata che incide sotto 
quest'angolo la luce riflessa sarà polarizzata in modo tale che il 
campo elettrico in essa sia perpendicolare al piano di incidenza. In 
questo modo sarà polarizzata la luce riflessa anche per incidenza 
della luce naturale; tutte le componenti con un’altra polarizzazione 
in questo caso, in generale, non si riflettono. L'angolo 8, si chiama 
angolo della polarizzazione totale o angolo di Brewster. É da notare che 
mentre la riflessione può implicare la polarizzazione totale della 
luce naturale, nella luce rifratta non si ottiene polarizzazione totale 
qualunque sia l'angolo di incidenza. | 

La riflessione e la rifrazione della luce insufficientemente polariz- 
zata riconduce sempre alla luce polarizzata in modo piano ma avente 
la direzione della polarizzazione, in generale, non coincidente con 
quella della luce incidente. Siano vo l'angolo tra la direzione E, e 


1) In generale, la riflessione da un mezzo assorbente implica la comparsa 
della polarizzazione ellittica. In questo caso, le espressioni esplicite per ampiezze 
e relazioni di fase tra le tre onde sono molto ingombranti. Queste formule si 
possono trovare nel libro Stratton J. A. Electromagnetic Theory, ch. IX. — 
N.Y. McGraw-Hill, 1941. 
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il piano d'incidenza, y, e yy due angoli analoghi per le onde riflessa 
e rifratta. Mediante le formule (86,5) e (86,7) è facile ottenere le se- 
guenti relazioni: 
cos (0,—0 
tgvi= — a I tg Yo, tg yva=c0s(0,— 0a) tg vo. (86,12) 


Gli angoli Yo, Yi, Y. coincidono per tutti gli angoli di incidenza sol- 
tanto nei casi evidenti yy = 0 e yo = 2/2; essi coincidono anche per 
incidenze normale (0, =, = 0) e radente (0, = n/2) (nell’ul- 
timo caso l'onda rifratta in generale non esiste). In tutti gli altri 
casi dalle relazioni (86,12) derivano (tenendo conto che 0 < 0g, 


0, < 1/2 e supponendo che 0< yy < m/2; 0<7Y, va <n ) le se- 
guenti disuguaglianze 


Vi > Vo > Ya 


In tal modo, la direzione E per riflessione ruota verso l’esterno del 
piano di incidenza e per rifrazione verso questo piano. 

Dal confronto delle due formule (36,10) risulta che per tutti gli 
angoli di incidenza (tranne soltanto 0, = 0 e 0, = 2/2) si ha 


° Rr< fl. 


Perciò, ad esempio, per incidenza della luce naturale la luce riflessa è 
in parte polarizzata con la direzione prevalente del campo elettrico 
perpendicolare al piano di incidenza. Quanto alla luce rifratta, essa 
sarà polarizzata in parte con la direzione prevalente E nel piano di 
incidenza. 

Il carattere di dipendenza di fi, e A, dall'angolo di incidenza è 
sostanzialmente distinto. Il coefficiente R, cresce monotonamente 
all'aumentare di 0, a partire dal valore (86,8) per 0, = 0. Il coeffi- 
ciente A,, invece, uguale allo stesso valore (36,8) per 8, = 0, all’au- 
mentare di 0, dapprima decresce e si annulla per 8, = 0, e in se- 
guito comincia a crescere monotonamente. 

In questa situazione si devono distinguere due casi. Se la rifles- 
sione si produce, come si suole dire, da un mezzo otticamente più 
denso, cioè se e, > &,, l'aumento di Ri e R, continua fino a Oy 
= n/2 (incidenza radente) quando tutti e due raggiungono il va- 
lore 1. Se il mezzo riflettente otticamente è meno denso, cioè se &, < 
< €,, entrambi i coefficienti si riducono a 1 già per l'angolo di inci- 
denza 08, = 0,, ove 08, è dato dall’uguaglianza 


sen 0, = e,/8,= no/n, (86,13) 
e si chiama angolo limite di riflessione totale. Per 8, = 8. l’angolo di 
rifrazione 8, = n/2, cioè l’onda rifratta si propaga parallelamente 


alla superficie. di separazione. 


La riflessione sotto angoli0, >0, su mezzo otticamente meno denso 
richiede uno studio particolare. In questo caso £,, (cfr. l'(86,2)) è 
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meramente immaginaria, vale a dire che ‘il campo indebolisce nel 
mezzo rifrangente. Lo smorzamento dell’onda in profondità del 
mezzo se in esso non esiste assorbimento vero e proprio (dissipazione 
dell'energia) significa che il flusso dell'energia dal primo al secondo 
mezzo in media non si verifica (tramite un semplice calcolo è facile 
provare direttamente che il vettore S del flusso medio di energia ha 
nel secondo mezzo la sola componente 2). In altre parole, tutta l’ener- 
gia che incide sulla frontiera di separazione si riflette di nuovo nel 
primo mezzo, vale a dire che i coefficienti di riflessione 


R, = Ry= 1 


Questo fenomeno porta il nome di riflessione totale 1). L'ultima vigua- 
glianza per R, e Ry si può provare direttamente mediante le for- 
mule di Fresnel (86,4) e (36,6). | 
Per 9, => 9, i coefficienti di proporzionalità fra E, e E, si tra: 
sformano in grandezze complesse della forma (a — id)/(a + ib). 
Quanto alle grandezze A, e A, essi sono dati dai quadrati dei mo- 
duli di questi coefficienti uguali a 1. Tuttavia queste formule consen- 
tono di determinare non il solo rapporto tra valori assoluti del cam- 
po nelle onde riflessa e incidente, ma anche la differenza fra le loro 
fasi. A tale scopo bisogna rappresentare queste grandezze nella forma 


4-48 1 _-i8y p- 
Ei,=e LEo,s E, = € IZ He 


Abbiamo 2) 
d, Ve sen? 0, — £3 Ò| __ Va (e, sen? O, — 2) 
e as, 0 E egcosì, | (8919) 


In tal modo, la riflessione totale è accompagnata dal cambiamento 
della fase dell'onda che, in generale, è diverso per le componenti 
del campo parallela o perpendicolare al piano d’incidenza. Perciò 
per riflessione di un’onda polarizzata nel piano obliquo rispetto al 
piano d'incidenza l’onda riflessa sarà polarizzata ellitticamente. Per 
la differenza di fasi è = 6, — dé Si ottiene facilmente l’espressione 


to È 00990 Ve: son O, es (86,15) 
27 VE, sen? 8; i 


Questa differenza si annulla esclusivamente per 0, = 0,00, = 1/2. 


1) Il coefficiente di riflessione è sempre uguale a uno per riflessione da un 
mezzo con e reale ma negativo. In questo mezzo non esiste anche assorbimento 
vero e proprio, ma l’onda può penetrare nella sua profondità. 

2 a--ib MUEPEI.Ì . o) | o 

= e°*°, allora tga3a=T7- 


Se atibo 
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‘Problemi 


1. Trovare la legge di riduzione a 4 del coefficiente di riflessione in ‘prossi- 
mità dell’angolo di riflessione totale. 

Soluzione. Poniamo 0, = 0, — è, ove è è ‘una piccola grandezza, e nelle 
formule (86,10) sviluppiamo sen @, e cos 0, in potenze di è. Come risultato 
otteniamo 0 SIIT 


R=1-4V8 (n2—1)-104, Ri=t-4Vnt (n3-1)1/, 


dove n? = €,/e, > 1. Le derivate dR/d8 per è + 0 diventano infinite come 6-1/?. 
2. Trovare il coefficiente di riflessione per incidenza quasi radente della 

luce dal vuoto sulla superficie di un corpo con il valore e vicino a 4. 

Soluzione. Le formule (86,10) forniscono il coefficiente di riflessione iden- 


(Po— VR+e—=1) 
(e_-1)? 


tico 


RR, Rae 
ove Po = 10/2 _— 00- ' . . , 
3. Determinare il coefficiente di riflessione per incidenza di un’onda dal 
vuoto sulla frontiera di un mezzo con £ e p diversi da 1. 


Soluzione. I calcoli assolutamente analoghi a quelli fatti nel testo conduco= 
no al seguente risultato: 


2 


ù cos 0, — Y eu— sen? di 
pcos0+ V eu—sen? di 
| ecos0,— Veu—sen2 È, 
e cos 0, + V eu—sen? 0, 


R,= 


2 


uT . 


4, Lo strato pianoparallelo della sostanza 2 si trova tra il vuoto (mezzo 1) e 
un mezzo qualsiasi 2. Lo strato è inciso da una luce proveniente dal vuoto, po- 
larizzata nel piano di incidenza (0 perpendicolarmente a quest’ultimo). Espri- 
mere il coefficiente di riflessione R dallo strato in funzione dei coefficienti di 
riflessione quando la luce incide sul mezzo semiinfinito 2 o 3. 

Soluzione. Indichiamo con 4, e A; le ampiezze del campo (E o Ha seconda 
del fatto quale di questi vettori sia parallelo al piano dello strato) nelle onde 
incidente e riflessa. Il campo nello strato è composto dell’onda rifratta (ampiez- 
za A;) e di quella riflessa dalla frontiera 2-3 (ampiezza 4j). La condizion di 
frontiera sulla superficie /-2 dà un’uguaglianza della forma 


Aj= a (A1— ris40); (1) 


dove a e rj, sono costanti. P r riflessione dal mezzo semiinfinito 2 l’onda 43 
non esiste in modo che la formula (1) dà rj, = 4/4, vale a dire che rj, è V’am- 
piezza della riflessione per questo caso. Dall'(1) si ottiene un'altra equazione 
permutando A; con A, e sostituendo 43 con A,, ciò che corrisponde semplice- 
mente al cambiamento di segno della componene z del vettore d’onda: 


Ag= (Ao risAi). o (2) 


Nel mezzo 3 esiste una sola onda (quella che è passata). Per la sua ampiezza 43 
abbiamo le seguenti condizioni: a 


Agetb= adz; n Ae iP a — args Ag. : (3% 
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(eimili alle condizioni (1), (2) con A = 0); i fattori esponenziali tengono conto 
el cambiamento di fase dell'onda nello spessore % dello strato e, in questo caso, 


p= 2 hV e,— sen? ds. (4) 

Eliminando 43 dalle equazioni (3) abbiamo 
Age” hi =r ag Age!® (9) 

(ra = — rag). . o. . cai | 

Dalle equazioni (1), (2), (5) ricaviamo l'ampiezza di riflessione dallo strato: 

-2iy 
r= coi _ Tuo tre (6) 

0 € + riaF2s 

dll coefficiente di riflessione è R = | r [?). Il significato della costante r,3 è 
ato dal fatto che per & = Ola grandezza r deve coincidere con l'ampiezza della 


riflessione r;3 dal mezzo semiinfinito 2; di qui troviamo 


Tio 713 (7) 


T2g9= CD) 
Tigriag 1 


Sono le formule (6) e (7) a risolvere il problema posto. Sottolineiamo che la loro 
deduzione non è legata a nessuna ipotesi circa le proprietà dei mezzi 2 e 3 che 
possono essere sia trasparenti che assorbenti. 7 

Se i mezzi 2 e 3 sono trasparenti, le grandezze w, r12, r13 sono reali, mentre 
ro3 rappresenta l’ampiezza della riflessione sulla frontiera di separazione tra 
due mezzi semiinfiniti 2 e 2. Dalla formula (6) in questo caso abbiamo 


_ (r12-4 r23)? — 4r12F23 SEN? p (8) 
° (r19F234-1)? — 4r1ar23 sen? wp * 
Per cambiamento di w questa grandezza varia nei limiti fra 
| rio tres \ A Tio — f°23 \ 


rigt23 +1 riafas 1 
. e. n — n . » - 
Per incidenza normale della luce re" Fre , e relazioni analoghe sonò 
1 2 0 


Vere per ri3 © r23. Se nî = r73, allora #,, = rg e per spessore appropriato dello 
strato R_ può annullarsi. ” 
Se il mezzo 3 è vuoto, allora r 3 = 0, rag = — rus ® dalia (6) abbiamo 
__ 712 (er? _1) . sh ip . (9) 
e S0__rî, sh [iw+]ln(—r2)] ” 


Se in questo caso il mezzo 2 è trasparente, allora 
R= _—___4Bisent )__ 
(1 — Ri3)?-+4R, sen? p° 


Il coefficiente di attraversamento D per lo strato (dal vuoto al vuoto) coin» 
cide con 1 — Ra sola condizione che il mezzo 2 sia trasparente. In caso contra- 
rio, per il calcolo di D si deve partire dalle equazioni (1)-(3) ponendovi r3, = 
= rig. L'«ampiezza di attraversamento » d vale 


As 1 — ri, Di 
— 10 
Ao e ib_r2,e% do) 


e'il coefficiente di attraversamento D = | d |?.. 
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5. Determinare i coefficienti di riflessione e di attraversamento per inci» 
denza normale della luce su una lamina con permettività dielettrica complessa 


e molto grande. 
Soluzione. In questo caso abbiamo 


: _i-Ve =- (1- 2 ) 
Do 4+Y8 Vel 
e, secondo la formula (9) del problema 4, 
1 O - 
r=-———T—_——__, y=—ky8. 
1-—(2/V e) cth iw va V 
Se la lamina è così sottile che hw/e < 41/V € |, allora si può scrivere 
4 
— 1+(2ic/e@h) * 


In questa situazione si possono distinguere due casi: 


1 0. . 1 . B_. __ Ae e” 
Per Te So ST? #7! ah Telit 


r= 


(ON 1° n 0°h 9 
per TASTT: = Ta |e]|?. | 
Per il coefficiente di attraversamento secondo la formula (10) abbiamo 
d i . 2 
er -h- —_ : d=—— 
ec Vie Veship 


O) 1 1 
er — h ——:td=————+_. 
per *STTE 1— iewk/2e 


Nell'ultimo caso si può anche avere: 


° 1 | MO) o 1 7 . i 4c? . 
PT TeT Se yTaT O TT) 
per © h& | e | ‘ D=1 c è 


$-87, Impedenza superficiale dei metalli 


La permettività dielettrica dei metalli in suo valore assoluto 
per frequenze non troppo elevate è grande rispetto a 1 (per © + 0 essa 
tende all’infinito come 1/0). In queste condizioni la lunghezza d’on- 


da 6 — c/oV | € | nei metalli è piccola rispetto alla lunghezza d’onda 
i — clo nel vuoto *). In questo caso $ (ma non necessariamente 4) è 


1) Grandi valori di Y & (0) sono praticamente sempre complessi. In questo 
caso il campo elettromagnetico indebolisce nella profondità del corpo in modo 
che la lunghezza d’onda in esso è al tempo stesso la profondità di penetrazione 
del campo. Se £ (@) è espressa in funzione della conduzione o (in accordo con 
la formula (77,9)) questa grandezza coincide con la profondità di penetrazione 
introdotta nel $ 59. 
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piccola anch'essa rispetto al raggio di curvatura della superficie 
metallica, questa circostanza può servire per rendere molto più sem- 
plice il problema della riflessione di onde elettromagnetiche qualsiasi 
dal metallo. | 

La piccolezza di è significa che le derivate delle componenti del 
campo all’interno del metallo nella direzione della normale alla 
sua superficie sono grandi rispetto alle derivate nelle direzioni 
tangenziali. Perciò il campo all’interno del metallo in prossimità 
della superficie si può considerare come campo dell’onda piana €, 
rispettivamente, i campi E; e H, risultano essere legati reciprocamen- 
te dalla relazione 


E,= [Hm], (87,4) 


ove n è la normale alla superficie diretta verso l'interno del metallo. 
Poiché, d’altra parte, E; e H; sono continui, la stessa relazione espri- 
me il legame tra loro valori per un campo esterno in prossimità della 
superficie del metallo. L’uguaglianza (87,1) può servire (come è 
stato indicato da M.A. Leontovit, 1948) come condizione di frontiera 
per trovare il campo all’esterno del conduttore. In tal modo, si può 
risolvere il problema elettromagnetico esterno senza studiare il 
campo all’interno del metallo. 

La grandezza V ule si chiama impedenza superficiale dei metalli. 
Indichiamola con &T= & + i$” 1) 


t=V We. (87,2) 


Nel dominio delle frequenze per le quali e va espressa in funzione 
della conduzione ordinaria dei metalli. abbiamo 


oo 
tam) (87,3) 
(questa formula con u = 1 è stata già data nel $ 59). 
La media (rispetto al tempo) del flusso di energia attraverso la 
superficie metallica è 
I S=7 Re[E;H?]}=-|H,|*n. (87,4) 


Questo flusso rappresenta l’energia che affluisce dall'esterno nel 
metallo. e va dissipata nel suo interno. Si vede di qui che deve essere 


g>O0. (87,5) 


Questa disuguaglianza determina il'segno della radice (87,2). 


«: 1) Nella letteratura si usa anche ‘una: definizione che differisce da quella 
(87,2) per il fattore 4n/c. 
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All’aumentare della frequenza la profondità di penetrazione è 
va paragonata per ordine di grandezza con la lunghezza del cammino 
libero / degli elettroni di conduzione *). In questo caso la non uni- 
formità spaziale del campo rende impossibile la sua descrizione ma- 
croscopica mediante la permettività dielettrica e. Ma la condizione 
di frontiera della forma 


E; = c {H,n] (37,6) 


è valida per queste frequenze. In questo caso il campo all’interno 
del metallo vicino alla sua superficie può essere, come prima, consi- 
derato come onda piana anche se non descritta dalle equazioni di 
Maxwell ordinarie macroscopiche. In quest'onda i campi E ed H 
devono essere legati dalla relazione lineare e la (87,6) è l’unica fÎor- 
ma possibile della relazione lineare tra il vettore assiale H ed il vet- 
tore polare E. Il coefficiente $ in questa relazione è l’unica gran- 
dezza che caratterizza le proprietà del metallo e la si deve conoscere 
per poter risolvere il problema elettromagnetico esterno. I calcoli 
tuttavia richiedono che sia applicata la teoria cinetica (ciò che è 
stato esposto in un altro volume del presente Corso; cfr. X $ 86). 

All’ulteriore aumento della frequenza (di solito nel dominio 
infrarosso) è possibile di nuovo la descrizione macroscopica del cam- 
po e la nozione e riacquista il significato. La causa di questo feno- 
meno è che assorbendo un grande quanto %@ l’elettrone di conduzio- 
ne acquisisce grande energia per cui la distanza del suo cammino 
diminuisce da soddisfare di nuovo la disuguaglianza / < 6. L’im- 
pedenza diviene nuovamente grandezza inversamente proporzionale 


aVE 2). In questo dominio di frequenze la funzione e (©) ha grande 
parte reale negativa e quella piccola immaginaria. La disuguaglianza 
L<6 è la condizione di quello che ambedue le grandezze e’ e e” 
abbiano significato macroscopico. Affinché abbia significato macro- 
scopico la sola e’ più grande è sufficiente tuttavia che sia soddisfatta 
la condizione più debole v/® < 6, ove v è la velocità degli elettroni di 
conduzione nel metallo (essendo soddisfatta questa condizione, è 
possibile considerare il moto degli elettroni a prescindere dalla non 
uniformità spaziale del campo) *). 


.  * La lunghezza del cammino libero dipende essenzialmente dalla tempe- 
ratura del metallo. Di fatto, si tratta, come di solito,delle temperature molto 
basse nella regione di elio ed i fenomeni considerati appaiono nella banda di 
radiofrequenze ultracorte. 

2) Tuttavia si deve ricordare che l’uso dell’uguaglianza (87,6) quale con- 
dizione di frontiera è possibile finché | e | è grande (cioè & piccola); comunque 
questa condizione non si verifica più per frequenze ottiche. Supponiamo che 
up = 4; allora a |&| grandi corrispondono & piccole. Sottolineiamo che se 
u>1, la disuguaglianza è < A indispensabile per l’applicabilità della con- 
dizione di frontiera (87,6) significa che deve essere Y pe > 4; in questo caso 


&= Vu/e può essere anche non piccola. 
3) Per dettagli si veda X $ 87. 
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La disuguaglianza È > 0 si verifica in ogni caso per la parte 
reale dell’impedenza. Se invece si verifica la formula (87, 2), si può 
avere un’idea anche del segno che precede la parte immaginaria di £. 
Così, se la dispersione di € è più notevole della dispersione di n 
(cioè se u si può supporre grandezza reale), allora da e” > 0 segue 
ag 6° <0; poiché si ha sempre & >0, allora 


c” < 0. 


Questo è il caso più ordinario. Se la dispersione di ‘G è determinata 
dalla dispersione di u, allora si trova analogamente che &%” > 0. 

La nozione di impedenza può essere applicata ugualmente ai 
superconduttori. Quest’ultimi sono caratterizzati in modo parti- 
colare dall’esistenza in essi di piccola profondità di penetrazione è 
anche nel caso statico (0 = 0). Per frequenze troppo grandi si può 
supporre che la distribuzione del campo magnetico coincida con 


quella statica. Per determinare il campo elettrico scriviamo 
ao ERE assi ti, 


rtE=il H. 


Facciamo coincidere con l’asse z la riormale esterna diretta alla 
superficie del superconduttore. Trascurando le derivate nelle dire- 
zioni tangenziali rispetto alle grandi derivate rispetto a 2, abbiamo 


OEx . Qdirri 
0z io 


(e analogamente per E,). Integriamo questa uguaglianza rispetto 
alla profondità z nell'interno del corpo: 


0 
E, ()=-= \ H, dz; 


Ex(0) è il valore di £, per z = 0, cioè sulla superficie del corpo. 
Determiniamo quantitativamente la protondità di penetrazione nel 
seguente modo: 
0 i 
\ Hyda=Hy(0)8. (87,7) 


Allora 
E,(0)==-H,(0)$. 
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Confrontando con una condizione di frontiera della forma (87,6) tro- 
viamo che l’impedenza del superconduttore (nel dominio considerato 
di frequenze non troppo grandi) !) è data dalla formula 


t=-i_- 2 8. (87,8) 


Questa espressione rappresenta il primo termine dello sviluppo di 
C (0) in potenze della frequenza, il quale quindi comincia nei su- 
perconduttori da un termine proporzionale a ©. Il termine dello svi- 
luppo successivo è proporzionale a ©? e reale; questo è il primo ter- 
mine dello sviluppo di È’ 2). 

L’impedenza % (©) considerata quale funzione della variabile 
complessa w gode di proprietà sotto molti aspetti analoghe alle 
proprietà della funzione e (0) (V.L. Ginsburg, 1954). La condizione 
di frontiera avente per l’onda monocromatica la forma (87,6) si deve 
intendere nel caso generale come relazione operatoriale 


E, = C[Hy], (87,9) 


esprimente E, in un dato istante in funzione di H; in tutti gli istanti 
precedenti (cfr. $ 77). Così come nel $ 82, di qui risulta che la 
funzione © (0) non ha punti singolari nel semipiano superiore @ 
compreso l’asse reale (ad eccezione del punto © = 0). In seguito, in 
accordo con la condizione secondo la quale E; è reale per H; reale 
otteniamo la relazione 

| c(-0*) = 3° (0). 

Infine, poiché la dissipazione dell’energia è determinata dalla 
parte reale (e non immaginaria come nel caso della funzione e (@)) 
della funzione © (0), quindi È' (0) è positiva e non si annulla qua- 
lunque sia il valore @ reale, tranne il solo valore © = 0. In seguito 
le considerazioni analoghe a quelle citate nel $ 82 consentono di 
concludere che 


Re { (0) >0 


ugualmente in tutto il semipiano superiore. Ne segue in particolare 
che la funzione è (©) non ha zeri nel semipiano superiore. 

Il fatto che la funzione & (©) è priva di punti singolari nel semi- 
piano superiore ci riconduce alle formule di Kramers-Kronig. In 
questo caso è di importanza notevole la formula 


mM 4 Li ni1 
t” (0) = A (x) — dx. 


1) Si tratta infatti di frequelize pressappoco fino al dominio centimetrico 
delle onde radio. 

2) La teoria microscopica mostra che un termine dell’impedenza propor- 
zionale a ©? contiene inoltre un fattore logaritmico rispetto a ©; cfr. X $$ 96, 97. 
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La si può riscrivere, tenendo conto che la funzione & (x) è è pari, nel 
seguente modo: 
A E ( AA LC ta) \1g 
ifroz det i SOUL “+ 
0 


ossia 


da (8710) 


(si può omettere 1 a numeratore dell'espressione integranda i in quan- 
to il valore principale dell’integrale di 1/(x° — ©?) è sempre zero). 
Tutto quanto detto della funzione © (©) si riferisce in misura 


uguale alla funzione inversa 1/% (@); l'operatore in. esprime [H;n] 
in funzione di E;. In particolare, al posto dell’(87,10) avremo 


IT (o) — pio IE gr, (87,14) 


Per & piccoli questa formula può essere più comoda nell’uso anziché 
la formula (87,410). Nella forma scritta, tuttavia, essa è inapplicabile 


ai superconduttori in cui È-! ha polo secondo l’(87,3) per 0 =0. 
Una semplice modifica della deduzione (si veda il passaggio dal- 
1°(82,7) all’(82,9)) conduce quindi alla formula 


[G- 1 (0)]"= __ 20 af or [57 I c_ l (87,12) 


Per concludere il presente paragrafo usiamo a titolo di esempio 
la nozione di impedenza e consideriamo a tale scopo la riflessione 
dell’onda elettromagnetica piana che incide dal vuoto su una su- 
perficie metallica piana con impedenza superficiale È. Se il vettore 
E è polarizzato perpendicolarmente al piano d'incidenza allora la 
condizione di frontiera (87,6) dà 


E° +E,= $(H,— H) cos, = (E — E) così, 


{le notazioni sono le stesse del $ 86). Di qui ricaviamo tenendo con- 
to della piccolezza di È 


EyEo = —- (1 — 26 COS 90) 
e il coefficiente di riflessione 
R,=1 _ 4t°. ‘08 0g. (87,43) 
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Se, invece, E, giace nel piano d’incidenza allora la condizione 
di frontiera si scrive nella forma ZH; = [nE;], cioè. 


C (Hg +:H) = (E — E) cos = (Ha H;) cos 90, 


di qui il coefficiente di riflessione 


__| coso —3 |2 
Ry= coso EE (87,14) 
Per angoli di incidenza non troppo vicini a n/2 abbiamo 
er 
Ry=1 "088 (37,15) 
Se l’angolo po = 0/2 — 8, «1, allora 
_| _Po=5 |? 
Ry= Et |: (87,16) 
Per pop= | GI questa espressione ha un minimo uguale a 


Ri=(13]— VIE | + d). 


Tranne il caso singolare (87,16), il coefficiente di riflessione da 
una superficie con È piccola è vicino a 4. Una superficie con } +0 
(0, come si suole dire, la superficie conduttrice perfetta) è al tempo 
stesso perfettamente riflettente. La condizione di frontiera per que- 
sta superficie si scrive semplicemente E, = 0 analogamente alla 
condizione per un campo elettrostatico sulla superficie conduttrice. 
Ma a differenza del caso di un campo costante, in un campo variabile 
questa condizione implica automaticamente la verifica di una de- 
terminata condizione per il campo magnetico. E precisamente, in 
virtù dell’equazione (i0/c) H = rot E dall’uguaglianza E; = 0 sulla 
superficie deriva l'uguaglianza H, = 0. In tal modo, su una super- 
ficie conduttrice perfetta nel campo elettromagnetico variabile si 
annulla la componente normale del campo magnetico. In questo 
senso la superficie in questione è analoga alla superficie supercon- 
duttrice nel campo magnetico costante. 


«Problema 


Determinare l’intensità dell’irraggiamento (di frequenza data) da una su- 
perficie piana con piccola impedenza. Ì l 

Soluzione. Secondo la legge di Kirchhoff, l’intensità d/ dell’irraggiamento 
(nell'elemento di angolo solido do) da una superficie qualsiasi è legata all’in- 
tensità dell’irraggiamento dalla superficie del corpo nero assoluto d/, mediante 
la relazione d/ = (1 — R) dI, ove A è il coefficiente di riflessione dalla super- 
ficie in esame per la luce naturale. Calcolando AR = 1/2 (R TR 1) mediante le 
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formule (87,13) e (87,14) e tenendo conto dell’isotropia dell’irraggiamento dalla 
superficie del corpo nero assoluto (d/, = /ydo0/22), otteniamo a 


1/2 
1 


I=2Ik {14 TTT) cos 0 sen 0 de. 


Integrando per parti e omettendo i termini d'ordine superiore rispetto a È, tro- 
viamo 

I rete E 

—=l (ln 5 1--<;- arct >) . 

17 (10 prpprti gp stai 


In particolare, per il metallo con impedenza definita dalla formula (87, 3) 
abbiamo (u = 
I V 0 4ro ft 
eV si (+3). 


$ 88. Propagazione di onde in un mezzo non omogeneo 


Consideriamo la propagazione delle onde elettromagnetiche in un 
mezzo elettricamente non omogeneo (ma isotropo). Nelle equazioni 
di Maxwell 


rtE=-2 H, rot H= —ie-£ E 


(poniamo ovunque u = 1) e è la funzione delle coordinate di un pun- 
to. Portando H dalla prima equazione nella seconda, otteniamo per 
E l'equazione 

ED? 


(88,1) 


Se eliminiamo E otteniamo l'equazione seguente per H: 


€? 1 
AH + H+ [Ve-rot H]==0. (8,28) 


Queste equazioni si rendono molto più semplici nel caso unidi- 
mensionale quando e varia in una sola direzione nello spazio. Consi- 
deriamo questa direzione come asse z e studiamo un’onda che si 
propaga nella direzione giacente nel piano zz. In questa onda tutte 
le grandezze non dipendono affatto dalla coordinata y e in virtù 
dell’uniformità dello spazio lungo l’asse x si può considerare la 
dipendenza da x data dal fattore ei** con x costante. Per x = 0 il 
campo dipende unicamente da z, vale a dire che l’onda passa nor- 
malmente attraverso lo strato della sostanza con e = e (z). Se invece 
x #0 si dice che l’onda passa obliquamente. 

In questa situazione si devono distinguere (per x # 0) due casi di 
polarizzazione indipendenti. In uno di essi il vettore E è perpendico- 
lare al piano di propagazione dell'onda (cioè diretto lungo l’asse y) 
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e il campo magnetico H giace rispettivamente in questo piano. L’e- 
quazione (83,1) assume la forma 


Da + (e —w)E=0. (88,3) 


Nell’altro caso lungo l’asse y è diretto il campo H mentre E giace 
nel piano di propagazione. In questo caso è più comodo partire 
dall’equazione (88,2) che dà 


d (4 EL (A) A=0 (88,4) 


ds \e dz 


Chiameremo convenzionalmente questi due tipi di onde onde E ed 7, 
rispettivamente. x 

Le equazioni si possono risolvere nella forma generale in un caso 
importante in cui le condizioni di propagazione siano vicine a quelle 
dell'ottica geometrica; supponiamo più avanti reale la funzione e (2) 1). 


Nell’equazione (88,3) la grandezza 2n/V f, ove 
f(2)=8 ss x, 


funge da lunghezza d'onda nella direzione dell'asse z. All’approssi- 
mazione dell’ottica geometrica corrisponde la disuguaglianza 


ar! (88,5) 

e le due equazioni indipendenti (88,3) assumono la forma 
- xp (xi \ Vi da) . (88,6) 
La condizione (88,5) è violata a priori in prossimità del punto di 
riflessione (qualora tale esista) in cui f = 0. Sia questo il punto 


z=0esianof>0 perz <0e f—£0 per z >0. A distanze suffi- 
cientemente grandi da ambo i lati del punto z = 0 la soluzione 
dell’equazione (88,3) ha la forma (83,6), ma per stabilire una rela- 
zione tra coefficienti in questa soluzione nei domini z >0ez<0 è 
necessario trovare una soluzione esatta dell’equazione (88,3) nell’in- 
torno di z = 0. Nell’intorno di questo punto la funzione f (z) si 


1) L'equazione (88,3) ha una somiglianza formale con l'equazione di Schré- 
dinger descrivente il moto unidimensionale della particella nella meccanica 
quantistica, mentre all’approssimazione dell'ottica geometrica corrisponde il 
caso quasi-classico. Diamo più avanti i risultati definitivi, ma per loro dedu- 
zione rimandiamo il lettore all’altro volume del presente Corso: si veda III, 
cap. VII. È 
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può sviluppare in potenze di z e rappresentare nella forma f = —az. 
La soluzione dell’equazione 


d?E 
dna —azE=0, 


finita per tutti gli z è 


E=-® (1/82), (88,7) 


ove 


DO=-77 c0s (+ A + ut) du 


è una funzione di Airy (il fattore exp (—iot + ixx) in E omettiamo 
ovunque) 1). La forma asintotica della soluzione dell’ equazione 
(33,3) per grandi | z | è 


A _ x 
E= FI 008 (| Vf d:+5-) per 10, 


DL 


, (88,8) 
E=5751e e (-\VTf de) per z>0, 
0 


con lo stesso coefficiente A che figura nella formula (88,7). La pri- 
ma di queste espressioni rappresenta un’onda stazionaria che si 
ottiene per sovrapposizione dell’onda incidente (nella direzione po- 
sitiva dell’asse z) e dell'onda riflessa dal piano z = 0. Le ampiezze di 
queste onde sono uguali (e valgono A/2f*/), vale a dire che il coet- 
ficiente di riflessione è uguale a 1. Nel dominio z > © penetra il 
solo campo che indebolisce esponenzialmente. 

All’avvicinarsi al punto di riflessione l'ampiezza dell'onda au- 
menta, come ciò si vede già dall’esistenza di f!Y/4 a denominatore 
dell’espressione (83,8). Per determinare la grandezza del campo in 
prossimità immediata di questo punto bisogna, tuttavia, ricorrere 
all'espressione (88,7). Questa funzione decresce monotonamente in 
profondità del dominio z > 0 e ha carattere oscillante nel dominio 
z<0, inoltre, la grandezza dei massimi | £ | gradualmente decresce. 
Il primo e più grande massimo si ottiene per a!/8z = —1,02 e vale 


E = 0,949-Aa”4/8, 


Finora abbiamo scritto soluzioni per le onde £. E facile vedere 
che nell’approssimazione dell'ottica geometrica formule analoghe si 


1) Usiamo qui la stessa definizione della funzione dî Airy come negli altrà 
volumi del presente Corso. Tuttavia, oggi è più diffusa la definizione seguente: 


AiÈ=® (E)/V ©. 
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possono scrivere anche per le onde H. Se nell’equazione (88,4) fac- 
ciamo la sostituzione H = u)/ €, le derivate di e figureranno molti- 
plicate per solo u (e non per u'); trascurando in seguito i termini con- 
tenenti queste derivate (piccoli in virtù della condizione (88,05)), 
otteniamo per la funzione vari l'equazione 


2) u=0 


d°u 
“dz? + (25 


coincidente con l'equazione (88,3). Perciò tutte le formule per ZH 


differiscono dalle formule (88,6-8) per il solo fattore J/ £. 
._ Nel comportamento di ambedue i tipi delle onde compare una 
differenza particolare per riflessione obliqua (x = 0) dell'onda in- 
cidente dallo strato della sostanza in cui la funzione e (z) passa per 
zero. In questo caso la riflessione si produce nel piano in cui f (2) = 
= 8£0/c° — x? = 0, cioè « non arrivando » al punto e = 0. L’onda 
E penetra in questo piano soltanto sotto forma di un campo che inde- 
bolisce esponenzialmente. Per riflessione dell'onda H, invece, sullo 
sfondo generale di questo campo che indebolisce in prossimità del punto 
e =Osi produce un brusco rafforzamento del campo (K. Fòorsterling, 
1949) 1). Studiamo questo fenomeno. 

Supponiamo che nel punto z = 0 sia e = 0. In prossimità di que- 
sto punto. scriviamo 


e=—-415, a>Q0, (83,9) 
e l'equazione (88,4) assume la forma 
ara (‘a :+0)H-0. (88,10) 


Secondo la teoria generale delle equazioni differenziali, una delle 
soluzioni di questa equazione (chiamiamola /H,) non ha singolarità 
per z =0 e il suo sviluppo per z piccoli comincia da 2°: 


Hi()=2 +... 


La seconda soluzione indipendente gode della singolarità logaritmica 
e il suo sviluppo ha la forma 


H, (2) +H,(2)ln xz+É T+... 


(il parametro a compare unicamente nei termini di ordine superiore). 
Per determinare il campo in prossimità del punto z = 0 non è ne- 
cessario ipotizzare circa la combinazione lineare di 7, e H, soddi- 
sfacente alle condizioni all’infinito. È sufficiente osservare ‘che essa 


1) È da notare che questo punto è singolare per l’equazione (88,4) e perciò 
in sua prossimità l’approssimazione dell'ottica geometrica diviene inapplicabile, 
sebbene f (2) non si annulli e la condizione (88,5) possa essere non violata. 
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per. z +0 tende a una costante (indichiamola con H,) e gode della 
singolarità logaritmica: 


HxH(1+-5-2Inxz); 


qui, oltre alla costante, è scritto anche il termine principale con la 
singolarità. Il campo elettrico va determinato secondo il campo 7, 
= H mediante le equazioni di Maxwell 


E,= __.te_ :0H. n: ie -Q0H 


eo dz 2° e0..dx | 


Ricordando che la dipendenza di H da x è data” dal fattore ei**, tro 
viamo i termini principali in £, e £,: 


Ey3 H 20 Insz, ERHi (88,11) 


Essi diventano infiniti per z > 0. 

In realtà, s'intende, grazie all’esistenza necessaria nel mezzo al- 
meno di piccolo assorbimento, il campo raggiunge valori relativa- 
mente grandi (rispetto allo sfondo circostante debole) ma finiti. 
Tuttavia, è da notare che la parte immaginaria in €, piccola a piace- 
re, implica dissipazione finita dell’energia. Poniamo e = —az + èò, 
8 — +0. Allora il prolungamento analitico dellogaritmo nell’(88,11) 
dal semiasse z destro a quello sinistro deve essere realizzato da basso 
nel piano complesso z, e per z < 0 sarà 


E,=Hy-5° (In | z| —in). 


La media (rispetto al rompo) del flusso di energia lungo l’asse z. 
ossia 


$,= = Re (E, Hj) 


(cfr. (59,9a)), è nulla per 2 > o e per z <0 la comparsa in £, della 
parte reale conduce a un flusso non nullo di energia diretto verso il 
piano z = 0 ove questa energia va dissipata 1): 


S,-=0 pr (88,12) 


80a 


(18: Gildenburg, 1963). 


1) Questo. risultato si. può. ‘ottenere partendo dall’ espressione (80,4) per 
l'energia dissipata nell’ unità di volume: 


__ 0e |E|? _— x°e2H3 —. Ò©@n ent] 8), 


0= a S Bro Jim Gre — Boo _ 


I integrazione. rispetto. a z conduce alla formula. (88,12). 
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Problemia 


Sulla frontiera di separazione tra due mezzi con permettività dielettriche 
positiva e negativa (e, e — | €, |), rispettivamente, può propagarsi un’onda H 
che si smorza in profondità di ambedue i mezzi. Trovare il legame tra la sua 
frequenza e il vettore d’onda. . i 

Soluzione. Consideriamo il piano ’7y come frontiera di separazione allorché 
l’onda si propaga lungo l’asse x e il campo H è parallelo all'asse y. Supponiamo 
che il semispazio z > 0 sia riempito da un mezzo con permettività (£,) positiva 
e il semispazio z<0 da un mezzo con permettività (£,) negativa. Cerchiamo il 
campo nell’onda smorzantesi per z + + co nella forma 


ihx-1z i | DE NE 
-Hi= He" 1°, = #3 — 77 Si Per 2>0, 


. : La 2 : ce. 
Ho=Heth*t%1, y,— V k:+— || per z<0, 
ove k, %,, %, sono reali. La condizione di continuità Y, «= H sulla frontiera è 
già soddisfatta e la condizione di continuità di E, dà. 


Ei 0z "8g 0z 


per 5 =0, 


ossia 1/8, = x5/ |. |. Questa uguaglianza si verifica alla sola condizione 
E <|8s] 
(e alla condizione supposta ee, < 0). In questo caso il legame tra 4 e @ è dato 
dall’equazione 
a_ __©?e,]€2] 
c?(|182{-8,) 


La propagazione delle onde £ superficiali, come è facile provare, in genera- 
le è impossibile. 


$ 89. Principio di reciprocità 


La radiazione delle onde ‘elettromagnetiche monocromatiche da 


una sorgente che rappresenta un filo sottile collocato in 'un mezzo 
qualsiasi è descritta dalle equazioni 


rotE=iB, rotH=—i£Dy4j,,, (89,1) 
ove jest è la densità di correnti periodiche « estranee » (rispetto al 
mezzo) che passano per il conduttore. | si 

“Supponiamo che nel mezzo considerato siano collocate due sor. 
genti diverse (di frequenza uguale); denotiamo con gli indici 1 e 2 ; 
campi creati separatamente da queste sorgenti. Quanto al mezzo, es- 
so può essere arbitrariamente non omogeneo e anisotropo. L'unice 
ipotesi concernente le sue proprietà è la linearità delle re- 
lazioni Dj = &aÉx, Bi = u;pH, con i tensori simmetrici Eik © Uk 
Sotto queste condizioni è possibile ottenere una relazione che sta. 
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bilisca legame reciproco tra.i campi delle due sorgenti e tra le cor- 
renti estranee in essi. 
Moltiplichiamo rispettivamente per H, e E, le equazioni 


rotE,=ikB,, rotH,= — ikD, + da fest 


e le stesse equazioni esprimenti il campo E, e H, per —H, e —E,. 
Sommando termine a termine tutte queste equazioni otteniamo 


(H, rot E, — E, rot H,) + (E, rot H.—H, rot E;)= 
. * 4 ° (3) 
=i-2 (B,H,—H,B.)+i-È (E,D,— DE) + <" (RE. jME,). 


Ma B,H, = u;xH7,xH,; = H,B, e E,D, = D,E, in modo che i due 
primi termini a secondo membro dell'uguaglianza si annullano. Il 
primo membro, invece, si trasforma in base a una nota formula dell’a- 
nalisi vettoriale e come risultato troviamo 


div {[E,Hy] — [EH,}}= # (jXE.— jRE,). 


Integriamo questa uguaglianza sispetta a tutto lo spazio; l’integrale 
a primo membro dell’uguaglianza si trasforma in integrale di su- 
perficie infinitamente lontana e scompare. Perciò otteniamo 


I | ite avi= | mE dv, (89,2) 


Gli integrali a primo e a secondo membro si calcolano rispetto ai 
volumi della prima e della seconda sorgente, rispettivamente, poi- 
ché soltanto in esse sono non nulle le correnti ig e jx&. Essendo 
sottili i fili, si può trascurare l’influenza di ciascuno di essi su} 
campo dell'altro filo e, quindi, E, e E, nella formula (839,2) rappre- 
sentano campi di radiazione della prima e della seconda sorgente, 
creati da ciascuna di esse nel punto in cui si trova l’altra sorgente 
come se quest’ultima non esistesse. La formula (89,2) è la rela- 
zione cercata nota sotto il nome di teorema di reciprocità. 

Se le dimensioni delle sorgenti sono piccole rispetto alla lun- 
ghezza d’onda e rispetto alla loro distanza reciproca, si può semplifi- 
care l’espressione per il teorema di reciprocità. Il campo di cia- 
scuna sorgente varia debolmente lungo le dimensioni dell'altra sor- 
gente, e nella formula (39,2) si possono portare E, e E, fuori dal 
segno di integrale scrivendo semplicemente E, (2) e E, (41), ove 1 e 2 
indicano i punti dove si trovano ambedue le sorgenti: 


E, (1) | istav.=E,(2) | i&kdV2. 
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L'’integrale { jest AV non rappresenta altro che la derivata rispetto 


al tempo del momento di dipolo totale 7 della sorgente. Poiché 
P = — ioP, abbiamo infine 


E, (1) Pi. 7 E, (2) Py. (89,3) 


Questa forma del teorema di reciprocità è applicabile, ovviamen- 
te, soltanto alla radiazione di dipolo. Se il momento di dipolo della 
sorgente è nullo (o piccolo anomalmente), l’approssimazione fatta 
per il passaggio dalla formula generale (39,2) all’(89,3) sarà insuf- 


ficiente (si veda il problema 4 di questo paragrafo). 


Problemi 


1. Dedurre il teorema della reciprocità per i radiatori di quadrùpolo e 
magnetico di dipolo. sE ata Seed 


Soluzione. Se | jestdV = 0, allora negli integrali (89,2) si devono conside- 


rare i seguenti termini dello sviluppo: 


dE,; A (0E,; dEs\ sa 
{ jEs dVi ra ; Tr}ii dVil= 7 | drh + da, | (cnjri-4Zif1h) dV, 4 
1/0E,;  dE e 
+ (I) inizi 


(per brevità omettiamo l'indice « est » in j). Introduciamo il tensore del momen- 
to di quadrupolo e il vettore del momento magnetico in base alle formule 


Din== — i®Din= | {3 (zijn +enji) —28;nrj} dV, 


1 
M=37 \ [ri] dv. 


Usando l'equazione rot E =. iwB/c e-supponendo"che in prossimità delle sorgenti 
sia e = costante (per cui div E = 0), otteniamo 
e c_ 40) 9Es; OEoh 
| E dV= — (Ge +e DW + i0B> (1) My. 
Di qui si vede che per i radiatori di quadrupolo il teorema della reciprocità 
enuncia ‘ o 


0Egi (1) | 0Eon (1)\ pn _ (9E1i(2) | 0E18 (2) 
(dm tan )PR=(Gat a) pi 
e per i radiatori magnetici di dipolo: 

B»(1)4, = Bi(2)M2. 

2. Determinare la dipendenza dell’intensità della radiazione di una sor- 
gente di dipolo collocata in un mezzo omogeneo isotropo dalle permettività ‘è 
p del mezzo. SE: co | 

Soluzione. In seguito alle sostituzioni 


_/ La ew 
E=y LE, H=H', °=T7a 
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le equazioni (89,1) assumono la forma 
rot E'= H', rotH'=—-_E' + jest, 


non contenente e e u. La soluzione di queste equazioni per la radiazione di di- 
polo conduce al potenziale vettoriale del campo nella zona ondosa (cfr. II $ 67): 


, 1 
A — chi | Jest dV; 


Ro è la distanza dalla sorgente; qui e più avanti omettiamo i fattori di fase 
inessenziali per il calcolo dell’intensità. Di qui si vede che per jest dato si può 
scrivere A”= Ao, ove l'indice 0 indica il campo della sorgente nel. vuoto. Per le 


grandezze H' e E’ abbiamo 
H'=i[k'A"]=iVep[kA]=VenH, E'=H". 


Di qui ricaviamo. 


H=-YepHi,.. E=uEo 
e l’intensità JE 
I= Ip3/?81/?, 


ciò che risolve il problema posto. 


$ 90. Oscillazioni elettromagnetiche nelle cavità risonanti 
. Consideriamo un campo elettrico nello spazio vuoto delimitato 
dalle pareti perfettamente conduttrici. Le equazioni descriventi il 
campo monocromatico nel vuoto sono | 


rotE=i-L H, ro H=—i-LE. (90,1) 


Le condizioni di frontiera sulla superficie di un corpo perfettamente 
conduttore (corpo con impedenza è = 0) si scrivono 


E,=0, H,=0. (90,2) 
Per risolvere il problema in esame è sufficiente considerare una delle 


grandezze E o H. Escludendo H, per esempio, dalle equazioni (90,1) 
otteniamo per E l'equazione 0 


AE+--E=0, (90,3) 


alla quale si deve aggiungere anche l'equazione 
divE =0, (90,4) 


che non' deriva automaticamente dalla (90,1). -Risolvendo queste 
equazioni con la condizione di frontiera E; = 0, determiniamo il 
campo E e in seguito calcoliamo H direttamente mediante la prima 
delle equazioni (90,1) quando la condizione di frontiera H, =0 si 
verifica automaticamente. 
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Per dimensioni e forma date della cavità le equazioni (90,3) e 
(90,4) hanno soluzioni soltanto per insieme determinato di valori @. 
Questi valori si chiamano autofrequenze delle oscillazioni elettro- 
magnetiche della cavità data. Per £ =0 il campo elettromagne- 
tico non penetra in profondità del metallo e in esso non esistono per- 
dite. Perciò tutte le autooscillazioni non si smorzano, vale a dire 
che tutte le autofrequenze sono reali. Il numero di autofrequenze 
distinte della cavità è infinito.. L'ordine di grandezza della più 
piccola di esse è ©, — c/I, ove Z sono le dimensioni lineari della ca- 
vità. Ciò è evidente già dalle considerazioni dimensionali poiché / 
è l’unico parametro dimensionale che caratterizza le condizioni del 
problema (per data forma della cavità). Quanto alle frequenze 
grandi (0 c/l), esse sono disposte vicine l’una all’altra e il loro 
numero per un intervallo unitario dei valori di © è uguale a V@?/2r°0*; 
esso dipende unicamente dal volume V della cavità e non dalla 
sua forma (cfr. II $ 52). | n 

Le energie elettrica e magnetica medie (rispetto - al tempo) del 
campo nella cavità sono date, rispettivamente, dagli integrali 


3 | IE" 4V è | dV. 


2 BI 2 8T 


Mostriamo che queste due grandezze sono uguali. Mediante la prima 
delle equazioni (90,1) scriviamo | 
c3 


| BH*dr= > | rotErot E* dv. 


TOX, 
Trasformiamo per parti il secondo integrale: 
| rotErotE* dV=$ rotE* [dî E]1+ | Erotrot E* dr. 
Poiché sulla frontiera del volume E; = 0, l'integrale di superficie'si 
annulla e rimane 


\ \H|2ayv=-< I Erotrot E* dv = — £ | E AE* dV, 


a 
ossia, in virtù della (90,3), 


(ipav= {1E Rav, (90,5) 


come dovevasi dimostrare 1). 


1) Con E e H intendiamo ovunque le intensità del campo corrispondentè 
a una autofrequenza determinata. È altrettanto facile mostrare che i campi corri- 
spondenti a due autofrequenze distinte ©, e 0, verificano le relazioni di orto- 
gonalità seguenti: 


| E.Ei av= | Hai dV=0. 


454 CAPITOLO X 


Le oscillazioni non smorzantisi nella cavità si ottengono sotto 

ipotesi che l’impedenza delle sue pareti sia nulla. Precisiamo ora co- 
me influisce piccola ma finita impedenza delle pareti sulle autofre- 
quenze. 
._L’energia media (rispetto al tempo) dissipata in un secondo 
nelle pareti della cavità si può calcolare come flusso di energia che 
penetra nelle pareti dal campo elettromagnetico della cavità. Te- 
nendo conto della condizione di frontiera (87,6) sulla superficie del 
corpo con impedenza ©, scriviamo la componente normale della 
densità del flusso d’energia i - 


Sn= Re{[E;Hî}}= © | H; |? 


(% è la parte reale dell’impedenza ©). In questa espressione conte- 
nente già un piccolo fattore È’ si può intendere con H nella prima 
approssimazione un campo che si ottiene risolvendo il problema 
con $=0. L'energia dissipata totale è data dall’integrale 


< QUIHIdf, (90,6) 


esteso alla superficie interna della cavità. Il decremento di smor- 
zamento dell’ampiezza del campo con il tempo si ottiene dividendo 
questa grandezza per energia totale raddoppiata del campo uguale a 


2 8 


i 1 
a ((E:+|H})dY=g | |H1?dY. 


Il decremento di smorzamento coincide con .la.parte immaginaria 
| 0” | della frequenza complessa © = 6’ + î0”!). Scrivendo l’e- 
spressione nella forma complessa 


‘o VENHI?df 
O — do = ni (90,7) 


| H {2 dV 


(0 e ©, sono valori della frequenza tenendo conto o meno di %), 
possiamo mediante questa formula determinare non il solo decre- 
mento di smorzamento ma anche spostamento delle autofrequenze 
stesse. Quest'ultimo, come si vede, è determinato dalla parte im- 
maginaria di &. Nel $ 87 è stato indicato che di solito é"<0; in 
questo caso lo spostamento delle autofrequenze si verifica verso la 
loro diminuzione. | | 


1) In radiotecnica si suole introdurre al posto del decremento di smorza- 
mento | ©” | il cosiddetto fattore di qualità della cavità definito come rela- 
zione 0/2) 0"|. 
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Per calcolo effettivo può risultare più comodo trasformare l’in- 
tegrale di volume che figura a denominatore della (90,7) in quello di 
superficie. _ n SI | 

Poiché il vettore H è tangenziale rispetto alla superficie, scriviamo 
identicamente 


$ (HH*) (rdî)= $ (HH*) (r dî) —d (Hr) (H* dî) — $ (H*r) (H dî). 


Gli integrali a secondo membro trasformiamo in integrale di volume 
mediante la sostituzione dî + dV-V e usando inoltre le equazioni 
(90,1) otteniamo i 


È (HH*) (r di) = ik | r([HE*]— [H*E]) dV + | HH* dV. 
Analogamente, tenendo conto dell’identità [r [E dî]] = E (r dî) — 


— (rE) dé =0 (che è conseguenza della condizione di frontiera 
E; = 0), otteniamo 


$ [EE*) (r dî) = — @ (EE*) (r dî) + (Er) (E* dî) + $ (E*r) (E dî) — 


—ik | r([HE*]— [H*E]) dV — | EE* dV. 


Sottraendo termine a termine le due uguaglianze ottenute e tenéndo 
conto della (90,5), otteniamo la formula 


\1HdV=3$(1H|?—|E15 (rdf). (90,8) 
Tutte le formule per -una cavità risonante riempita da un mez- 


zo dielettrico non assorbente con e e u diversi da 1 si ricavano dalle 
formule per la cavità vuota mediante la sostituzione in esse 


o, E H+ @Vey, VEE, VuH. (90,9) 


E evidente che per questa trasformazione le equazioni (90;1) si ri- 
ducono alle equazioni di Maxwell esatte nel mezzo 


ro E=i--uH, rotH= —i- sE. 


In particolare, l’esistenza di un mezzo diminuisce tutte le autofre- 
quenze di }/ eu volte. 


Problemi 


1. Determinare le frequenze delle autooscillazioni nella cavità: a pareti 
perfettamente conduttrici avente forma di un parallelepipedo rettangolare. 
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Soluzione. Intendiamo con assi x, y, z i tre spigoli del parallelepipedo di 
lunghezze A; d9, 43. Le soluzioni delle equazioni (90,3) e (90,4) soddisfacenti 
alla condizione di frontiera E} = 0 sono 


x Ai COS kxx sen kyy sen kxz e iQt (1) 
e analogamente per E, e £,, ove 


nq 
a, 


. (2) 


(n1, n,, nz sono degli interi positivi); le costanti A,, As, Az sono legate dalla 


relazione 


_ i z= Pel 
dg dg. 


Axkx + Agky + Aglkz=0, (3) 
e le autofrequenze 
0°? (K8 +43 |-k2). 
Il campo magnetico si calcola mediante la formula (1): 


Hx=—i — (Aglky — Agkz) sen'kyx- cos kyy 08 kzz e 9 


e analogamente per 7, e H,. 

Se tutti e tre o due dei numeri r;, r9, r3 sono nulli, allora E = 0. Perciò 
alla prima frequenza (la più piccola) corrisponde oscillazione in cui uno di 
questi numeri è nullo e altri due sono uguali a 1. 

In virtù del legame (3) la soluzione (1) (con r}, rs, ng nonznulli dati) con- 
tiene soltanto due costanti indipendenti, vale a dire che ciascuna autofrequenza 
è doppiamente degenere. Le frequenze per le quali uno dei numeri n}, ns, n3 è 
nullo sono non degeneri. . sE | 

2. Determinare le frequenze delle oscillazioni elettriche di dipolo e magne= 
tiche di dipolo in un risonatore sferico (di raggio a). 

Soluzione. Nell’onda sferica stazionaria di tipo dipolo elettrico i campi 
E e H hanno la forma ol 


E=e-Î" rot rot sen kr. 


n b) , H=—ike'®! rot ( sont b), 
ove b è un vettore costante e & = w/c (cfr. II $ 72). La condizione di frontiera 
]nE] = 0 per r = « conduce all’equazione 


cotg ka= Tab 
La sua radice più piccola è ka = 2,74. La frequenza © = 2;74 c/a è la più pic- 
cola fra tutte le autofrequenze della cavità sferica... 
Nell’onda sferica stazionaria di tipo dipolo magnetico icampi E e H sono 


. na URTO DERE DEFICIT i MPT ve 0, è n 
E= ike-*©! rot (et) , H=e"'®trotrot (2° n) . 
La condizione di frontiera per E conduce all’equazione 
tg ka = ka. 
La sua prima radice è ka = 4,49. i l 
3. Nella cavita è collocata una sferetta con polarizzabilità elettrica e 


magnetica ae e &m. Determinare lo spostamento creato dell’autofrequenza della 
cavità, 
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Soluzione. Siano E, H le intensità del campo della cavità senza la sfe— 
retta e E,, H, le sue intensità con la sferetta. I campi E e H verificano le equazio- 
ni (90,1), e i campi E; e H, le equazioni 


rot E, = i H,, rotH,= sr Fa E,, (1) 


ove j, è la densità di corrente nella sferetta. Moltiplicando la prima equazione 
(1) per H* e la seconda per — E*, applichiamo alle equazioni (90,1) l'operazione 
di coniugazione complessa e, in seguito, moltiplichiamo la prima di esse per Hj 
e la seconda per — E,. Sommando in seguito tutte e quattro le equazioni, otte-- 
niamo 


div {[E,3*]+(E*H;]}}=1 © (i,H*+E,e9)—-® je 


ove do = ©, — © è lo spostamento cercato della frequenza. Integriamo questa: 
uguaglianza rispetto al volume della cavità. Il primo membro si trasforma se-- 
condo il teorema di Gauss e si elide in modo che sulla parete abbiamo E; = 0, 
E,: = 0. Poiché le dimensioni della sferetta sono piccole, il contributo princi-- 
pale nell’integrale dal primo termine a secondo membro compare a grandi distan-- 
ze da esso; d'altra parte, a queste distanze la perturbazione del campo prodotta 
dalla sferetta è piccola in modo che si può porre E) ® E, H, & H. Quanto- 
all'integrale del secondo termine, esso si trasforma come nel $ 89 (e nel proble— 
ma 1 del $ 89) e dà Si era 


| jiE*aV= —i0 (PER+ MAY)= —i0Vo (co | Fo |-+0m | Ho 1°) 


ove E = E (ro), Ho = H (ro); Yo sono le coordinate della sferetta, V, il suo» 
volume; le dimensioni della sferetta sono supposte così piccole da poter trascu=- 
rare la variazione dei campi E e H nella sferetta. I a 

In tal modo, tenendo conto della (90,5), troviamo il seguente spostamento» 
della frequenza: 


60 _ _ ce |Eol®tom|Hol*} 
SATA 
5 | | H|®dV 


23 


Se le polarizzabilità sono complesse questa forinula dà' lo spostamento della: 
frequenza di autooscillazioni cà il loro smorzamento. 

4. La cavità è riempita di dielettrico trasparente di permettività eg. 
Determinare la variazione dell’autofrequenza per piccolo cambiamento ée (r)}: 
della permettività dielettrica. e | 

Soluzione. Il campo imperturbato E, Ho nel risonatore verifica le equazioni 


i0n | i0g€ 
rotE,==2% Hy, rotH,= — 220 


Eo, 
e il.campo perturbato E, H le equazioni 


rotE= tento) H, rotH= — - (Woo + 008 + 30) E 
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(trascuriamo il termine con 60 de). Operando con queste quattro equazioni come 
“nel problema 3, otteniamo 


div {[EB#]-+[E#H]}= z (06 +-e550) EE} ++ $0HH$ = 
DS, È (0968 + €060) EcEg + 2 éoH,Hf, 


« in seguito 
80 i I Eo |? de dV 
00 20 |Eo1?dV 


Nel passare all'ultima formula abbiamo tenuto conto che per’ la cavità riem- 
tpita di dielettrico la relazione (90,5) assume la forma 


| imoisav=e | 1 12d7, 


«come ciò risulta chiaro dalla (90,9). 


.$ 91. Propagazione delle onde elettromagnetiche. ‘nelle guide d'onda 


A differenza delle cavità considerate nel paragrafo ‘precedente, 
«che hanno volume finito, una guida d’onda rappresenta cavità di 
lunghezza illimitata, ossia un tubo vuoto infinitamente lungo 1). 
-Mentre le autooscillazioni nella cavità rappresentano onde stazio- 
‘narie, nella guida d’onda le onde sono stazionarie soltanto nelle di- 
rezioni trasversali, e nella direzione longitudinale è possibile la 
propagazione delle onde correnti. 

Consideriamo una guida d’onda rettangolare con sezione tra- 
:sversale di forma qualsiasi (a connessione semplice) e invariabile lungo 
tutta la guida. Supponiamo dapprima che le pareti della guida d’onda 
siano perfettamente conduttrici. La direzione della guida d'onda 
«consideriamo come asse z. Nell’onda che corre lungo l’asse z la di- 
pendenza di tutte le grandezze da z è data da un fattore della forma 
«xp (ik,2) con È, costante. 

Tutte le onde elettromagnetiche possibili in questa guida 
«d'onda si possono dividere in due tipi: in uno di essi H,=0 e 
.nell’altro E, = 0 (Rayleigh, 1897). Le onde del primo tipo a campo 
“magnetico meramente trasversale si chiamano onde del tipo elettrico 
-0 onde E. Le onde a campo elettrico meramente trasversale si chia- 
mano onde del tipo magnetico o onde H 2). 


1) Più avanti le formule sono scritte per una guida d’onda vuota. Il pas- 
«saggio alle formule per la guida d’onda ciempita da dielettrico non assorbente si 
realizza mediante ia trasformazione (90,9). 

2) Le onde £ e onde Y si chiamano onde TM e TÉ ‘(trasversali magnetiche 
« trasversali elettriche), rispettivamente. 
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Consideriamo dapprima le onde E; le componenti x e: y- delle 
equazioni (90,1) danno 


dE, è. 
IAT x y 

ik.Hy=—E,, SI y 

Di qui 
E.-iha 9E: _ ik, 0E, 
T&T x dx? YU uu dy 9 
H n io OE, __ i dE, ( 1,1) 

x cu dy VT cu dx 


dove abbiamo introdotto la notazione 


2 
w= kt 
In tal modo, in un'onda £ tutte le componenti trasversali di E e H 
possono essere espresse in funzione della componente longitudinale 
del campo elettrico. Quest’ ultima deve essere determinata mediante 
la soluzione di un'equazione d'onda che si riduce a un'equazione 
bidimensionale 


AyE,+x2E,=0 (94,2) 


con A, operatore di Laplace bidimensionale. Le condizioni di fron- 
tiera per questa equazione consistono nell’annullamento delle com- 
ponenti tangenti di E sulla parete della guida d’onda. A tale scopo è 
sufficiente richiedere che 


E, = 0 sul contorno della sezione. (91,3) 


Secondo le formule (91,1) il vettore bidimensionale con componenti 
Ex, Ey è proporzionale al gradiente bidimensionale della grandezza 
E,. Perciò se la condizione (91,3) è soddisfatta si annulla automati- 
camente anche la componente tangenziale di E nel piano 2y. 

Analogamente in un'onda H le componenti trasversali di E e 
H possono essere espresse in funzione della componente longitudi- 
nale del campo magnetico secondo le formule 


- ik, 90H, — ik. 0H, 
«x. dr. YU x dy. 
i 0 Ò (91,4) 
E. {090H: pr _ 0 $H: 
x cu dy ? VT cx. dx * 


< 


Quanto al ‘campo longitudinale H,, esso è dato dalle soluzioni 
dell’equazione 


A,H,+ x*?H,=0 (94,5) 
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con la condizione di frontiera 


dH, 
On 


==0 sul contorno della sezione. (91,6) 


Questa condizione secondo le formule (91, 4) garantisce che si annul- 
li la componente normale di H. 

In tal modo, il compito della determinazione del campo elettro- 
magnetico in una guida d'onda si riduce alla ricerca di soluzioni di 
un'equazione d’onda bidimensionale della forma A.f + x°f = 0 
con la condizione di frontiera f = 0 o 6}/0n = 0 sul contorno della 
sezione. Per un contorno dato queste soluzioni esistono soltanto per 
autovalori ben determinati del parametro x?. 

A ciascuno autovalore di x? corrisponde una sua dipendenza 


o = c2(k8 4 x2) (91,7) 


tra la frequenza e il vettore d'onda £,. La velocità di propagazione 
dell’onda lungo la guida d'onda è data dalla derivata 


. | 9 È 
uo deo c‘hz ELE (91,8) 


Per x dato essa descrive i valori da 0 a c allorché &, varia da 0 a co. 
La densità media (rispetto al tempo) del flusso di energia lungo 
la guida d'onda è data dalla componente z del vettore di Poynting. 
Un semplice calcolo mediante le formule (941,1) dà per l'onda £ 
S,=- Re {[EH*1,}= ra | val. 1°. 
Il flusso di energia totale gq si ottiene integrando S, rispetto all’area 
della sezione trasversale della guida d'onda. Abbiamo 


{vez ir aj=$ e1-Shs al — | FASE, df. 


Il primo integrale va calcolato” rispetto al contorno della sezione e 


si annulla in virtù della condizione di frontiera £, = 0. Nel secondo 
integrale sostituiamo A,f, con —x°£, e otteniamo infine 

wk ra 40 

a=gs | |, | df. (91,9) 


Per l'onda Y si ottiene la stessa espressione con H, al posto di £,. 
Analogamente si può calcolare la densità dell’energia elettro- 
magnetica W (riferita all'unità di lunghezza della guida d'onda). 
Tuttavia è più semplice ottenere W direttamente da g poiché deve 
essere q = Wu,. Così, dalle 05 8) e (1, 9) ricaviamo | 
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Dalla formula (91,7) risulta che per ogni tipo di onde (corri- 
spondenti a un determinato valore di x?) esiste un valore minimo possi- 
bile della frequenza uguale a cx. Per frequenze più piccole ancora 
la propagazione di un dato tipo di onde diventa impossibile. Ma fra 
tutti gli autovalori x esiste un minimo %min diverso da zero anch'es- 
so (si veda più avanti). Perciò possiamo concludere che esiste estremo 
inferiore di frequenze: Omin S l%min oltre il quale in generale è 
impossibile la propagazione di qualsiasi onda nella guida d'onda. 
Per ordine di grandezza ©min:. c/a, ove a sono le dimensioni tra- 
sversali del tubo. 

Questa affermazione, tuttavia, è vera per le sole guide d'onda 
con la forma di sezione a connessione semplice con le quali finora 
abbiamo avuto a che fare. La situazione cambia assolutamente per 
forma a connessione multipla della sezione !). In queste guide d'onda, 
accanto alle onde E e ZH descritte precedentemente, è possibile la 
propagazione di un altro tipo di onde la frequenza delle quali non è 
limitata da nessuna condizione. 

Questo tipo di onde, ossia la cosiddetta onda ‘principale, è carat- 
terizzato dal fatto che £, = + (cioè x = 0); la velocità di sua 
propagazione coincide con la velocità della luce c. Vediamo quali 
ssono le proprietà fondamentali di questa onda e precisiamo al tempo 
stesso la ragione per cui questo tipo di onde è impossibile per forma 
a connessione semplice a della sezione della guida d’onda. 

— Tutte le componenti del campo nell’onda principale verificano 
l'equazione di Laplace bidimensionale A.f = 0. Per la condizione 
di frontiera f = 0 l’unica soluzione di questa equazione, regolare in 
tutto il dominio (a connessione semplice o multipla) è f =0. 
Perciò nell’onda principale £, 

Per la condizione di frontiera oflon = 0 la soluzione regolare è 
f = costante. Si vede facilmente, tuttavia, che per f = H, questa 
costante non può essere che zero (ricordiamo che costante significa 
grandezza indipendente da x e y). Integrando infatti l'equazione 


divH= Qua ALLE NGI da. +7 iO -H, =0 


rispetto all’area della sezione, otteniamo 
QAndl+-% | H,df=0; 


in virtù dell’eguaglianza H, = 0 sul contorno della sezione e della 
costanza di /H, in tutta questa area ne segue che H, = 0. 

In tal modo, l’onda principale è meramente trasversale. Per 
E,= H,= Ole componenti ze y delle equazioni (90,1) danno 


Hy=-—Ey Hy,=Ey (94;11) 


1) Si può trattare in questo proposito sia lo spazio tra due tubi inclusi l’uno 
nell'altro che lo spazio all’esterno di due fili paralleli. 
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vale a dire che i campi E e H sono perpendicolari mutuamente è di 
grandezza uguali. Per la determinazione di questi campi abbiamo due 
equazioni 


. __ 0Ex dEy __ n n __ 
dive=— 2 + FERA (rot E), = =_= 


eon la condizione di frontiera E; = 0. 

Si vede che la dipendenza di E (e con esso anche di H) da x, y è 
data dalla soluzione del problema elettrostatico bidimensionale: 
E = — V,@, ove il potenziale q verifica l'equazione A,g = 0 con la 
condizione di frontiera g@ = costante. Nel dominio a connessione sem- 
plice questa condizione di frontiera conduce a @ = costante (e perciò 
E = 0) come unica soluzione, regolare in tutto il dominio. Con ciò si 
dimostra l’impossibilità di propagazione di questo tipo delle onde lungo 
le guide d’onda con sezione a connessione semplice. Nel dominio 
a connessione multipla il valore costante nella condizione di frontiera 
non è necessariamente lo stesso su vari contorni di frontiera e, quindi, 
l’equazione di Laplace ha soluzione non banale. In questo caso la 
distribuzione del campo elettrico nella sezione trasversale della guida 
d'onda corrisponde al campo elettrostatico piano tra le armature 
del condensatore sotto data differenza di potenziale. 

Finora abbiamo supposto perfettamente conduttrici le pareti 
della guida d’onda !). Se la parete ha piccola ma finita impedenza, 
ciò implica la comparsa di perdite e quindi lo smorzamento dell’on- 
da che si propaga lungo la guida d'onda. Il coefficiente di smorza- 
mento può essere calcolato così come è stato calcolato nel paragrafo 
precedente lo smorzamento con il tempo delle oscillazioni elettro- 
magnetiche in una cavità risonante. 

La quantità di energia dissipata in un. secondo nelle pareti della 
guida d'onda (riferita all'unità di sua lunghezza) è è data dall’in- 
tegrale 


= $IH dl, 


esteso al contorno della sezione; H è il campo magnetico calcolato 
sotto ipotesi che & = 0. Dividendo questa grandezza per il flusso 
raddoppiato di energia lungo la guida d’onda otteniamo il coeffi- 
ciente di smorzamento cercato. Per questa definizione a dà la velocità 
di smorzamento dell’ampiezza dell’onda decrescente lungo la guida 
d'onda come e, 


a 


1) Im particolare, soltanto. sotto questa. condizione è possibile una divi- 
sione rigorosa in onde con E, = 0'e in onde con HA, 
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Esprimendo queste grandezze in funzione di £, e H, secondo le 
formule (91,1) o (91,4) otteniamo le seguenti formule esprimenti il 
coefficiente di assorbimento per le onde E: 


242% È 
| E, \?dj 


; (91,12) 


e per le onde 7: 


, D{1H,13+(k8/%4) | V2Hz |2} di 
a= GUAI Gip) | vaste A (91,13) 


2kz0 
i NEL, 


Per calcoli efficaci è più comodo trasformare gli integrali di su- 
perficie a denominatori in integrali estesi al contorno. Scriviamo le 
formule così ottenute la cui deduzione è analoga a quella della for-. 
mula (90,3): 


I | 
| E, |df=-7-$ (ar) | w£, |? dl, 


1 


A (91,14) 
| 18,12 af=-- È (00) fe | E, |P |W.H, 13}dl. 


Quando £,+ 0 (cioè la frequenza ®© + cx), le espressioni (91,12-13) 
tendono all’infinito. In questo caso, tuttavia, le formule cessano di 
essere applicabili in quanto la loro deduzione suppone la piccolezza: 
di x rispetto a È,. 

Le formule (91,12-13) non si riferiscono all’onda principale (in una 
guida d'onda con sezione a connessione multipla) nella quale sono nulle: 
tutte le grandezze £,, H,, e x. In questo caso si possono esprimere: 
tutte le componenti del campo in funzione del potenziale scalare q. 
Tenendo conto della perpendicolarità reciproca e dell'uguaglianza in: 
grandezza dei campi H e E = —V,@ nell’onda principale, ottenia- 
mo per il suo coefficiente di assorbimento la seguente espressione: 


DD | Vag 1° di 
RI AZALA (94,15) 


2 | [v,@1*9/ 


La propagazione dell’onda principale lungo la guida d’onda può 
essere considerata con semplicità nei casi in cui il suo coefficiente 
di assorbimento sia non piccolo (in modo che la formula (91,15) 
diviene inapplicabile) se, in questo caso, la lunghezza d’onda c/@ è 
grande rispetto alle dimensioni trasversali della guida d'onda. 

Come è stato detto precedentemente, il campo elettrico trasver- 
sale nell’onda principale (in ciascun istante) corrisponde al campo 
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‘elettrostatico nel condensatore formato dalle pareti della guida d’on- 
da, aventi cariche uguali e opposte. Indichiamo queste cariche rife- 
rite all'unità di lunghezza della guida d’onda con te (z). Esse sono 
legate con le correnti +J (2) che passano per le pareti della guida 
d'onda mediante l'equazione di continuità 


de _9I 
di 02° 


ossia, per il campo monocromatico, 


ime= dI 
08° 
In seguito, sia C la capacità dell'unità di lunghezza della guida d’on- 
da. La « differenza di potenziali » tra le sue pareti è pg, — @1 = €/C; 
derivandola rispetto a z otteniamo la forza elettromotrice che man- 
tiene il passaggio della corrente per le pareti (ricordiamo che se 
esiste assorbimento il campo non è più meramente trasversale). 
Uguagliando a ZJ (Z è l’impedenza dell’unità di lunghezza della 
guida d’onda), otteniamo 


d e 
—a 74: 
ossia 
0 41 0J . 
x (TT) +i04I=0. (91,16) 


Sostituendovi Z = R — ioL/c*® (ove R e L sono resistenza e 
autoinduzione dell'unità di lunghezza della guida d’onda), possiamo 
‘tornare dalle componenti monocromatiche della corrente illa fun- 
zione temporale qualsiasi. Supponendo che la capacità C sia an- 
ch’essa costante lungo la guida d'onda, otteniamo la cosiddetta 
equazione del telegrafista! seni 

i 87 RI LI 8 


Tia tate uar=0 Qui 


Se-non esiste assorbimento (R = 0), questa equazione, come deve 
essere, si riduce a un'equazione d'onda contenente la velocità di 


propagazione delle onde uguale a c/V LC = c. L’eguaglianza LC = 1 
deriva - dall’equivalenza matematica dei problemi della determi- 
nazione di 1/C e L per data forma dei contorni. I campi elettrico e 
magnetico tra le superficie dei conduttori perfetti sono mutuamen- 
te perpendicolari e sono uguali in modulo (cfr. la (91,11)), fra 
l’altro, il valore di quest’ultima sulle superficie stesse determina nel 
primo caso la densità di cariche e nel secondo caso la densità di 
correnti, Perciò coincidono anche i coefficienti di proporzionalità 
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(1/C e L) tra l’energia-del campo e i quadrati della carica o della 
corrente, rispettivamente. 


Problemi 


1. Trovare x per le onde propagantisi lungo una guida d’onda a sezione 
rettangolare (di lunghezze laterali a e b). Determinare i coefficienti di smorza- 
mento di queste onde. 

Soluzione. Nelle onde E 1) 


E,= cost-senk, x senk, y, 
ove 
ks = ‘nysv/a, ky = naiW/b, 


e n1, Rs sono dei numeri interi a partire da 1. Nelle onde H 
H,= cost-cos k, x cos E, Y, 


e uno dei numeri n}, n, può essere zero. In entrambi i tipi delle onde 
2 a 
i n ni. 
2-2 LI —- fl L4_03, 
x2=k&4.k}=% (= + E ). 


Il valore minimo di x corrisponde all’onda H,, (gli indici danno valori di n, ra) 
e vale xmin = /a (è supposto che a > bd). _ | 

I coefficienti di smorzamento si calcolano in base alle formule (91,12-13) e 
valgono: per le onde £ 0 


— 200 a 
A= cxk,ab (k%b + ky), 


per le onde Hn,0 
__ 0U' a 2%? 
a=per (+77 3 ) 
e per le'‘Onde H,,ns (1, na # 0) 


__ 2cn3t' 


» 
ao [atb4$ (048+005) |. 


2. Risolvere il problema 1 per una guida d’onda a sezione circolare (di rag- 
gio a). l l 

Soluzione. Risolvendo l'equazione d’onda in coordinate polari r, g, otte- 
niamo nelle onde £ 


Ez=cost-Jn (xr)îC0 np 


con la condizione Y, (xa) = 0 che determina valori di x. Nelle onde # la stessa 
formula dà H, e il valore x è determinato dalla condizione /J, (xa) = 0. Del mi- 
nimo valore di x gode la prima delle onde H,; esso vale xmin = 1,84/a. 

Il coefficiente di smorzamento si calcola mediante le formule (91,12-14) e 
vale per le onde E: o 


_ SE 


(94 . 
cak, * 


1) Omettiamo ovunque il fattore exp {i (k,2 — O0)}. 
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e per le onde H: 


cut’ [1 re n°0? 


" @kza c?x? (a°x?— n?) 


N 


$ 92. Diffusione delle onde elettromagnetiche su particelle di piccole 
dimensioni 


Consideriamo la diffusione delle onde ‘elettromagnetiche su par- 
ticelle macroscopiche le cui dimensioni sono piccole rispetto alla 
lunghezza dell'onda diffusa X — c/o (Rayleigh, 1871). Se questa 
condizione è soddisfatta il campo elettromagnetico in prossimità 
della particella si può supporre uniforme. La particella sita in un 
campo periodico uniforme acquisisce momenti elettrico e magnetico 
P e A La cui dipendenza dal tempo è data dal fattore e?! Un’onda 
diffusa può essere descritta come risultato della radiazione da questi 
momenti variabili. A distanze R grandi (rispetto a X) dalla particel- 
la il campo dell'onda diffusa nella zona ondosa è determinato dalle 
formule (cfr. II $ 71) 


H=-© {(n#]+[n[Mn]}, E=[M"], (92,1) 


ove il vettore unitario n indica la direzione della diffusione e i mo- 
menti 4 e ./f vanno calcolati all’istante # — R/c; il campo dell’on- 
da diffusa indichiamo con lettere munite di apice e il campo dell’on- 
da incidente con lettere senza apice. L'intensità media (rispetto al 
tempo) della radiazione sani nell’angolo solido do vale 


di=4 31 | H"-{? A? do, 
e dividendo per l’intensità del flusso di energia nell’onda incidente 
—1HP=# IE}, 


otteniamo così la sezione efficace di diffusione. 

Il calcolo di P e ./£ è particolarmente semplice sete dimensioni 
della particella sono piccole non soltanto rispetto a À, ma anche ri- 
spetto alla «lunghezza d'onda » 6 corrispondente alla frequenza © 
nella sostanza della particella. In questo caso si può calcolare la 
polarizzabilità della particella in base alle formule che si riferiscono 
al campo statico uniforme esterno con la sola differenza, ovviamen- 
te, che per e e u si calcolano non valori statici, bensì quelli corri- 
spondenti alla frequenza © in questione. Se, come di solito si ha, il 
valore u è vicino a 1, nella formula (92,1) si può mettere il termine 
di dipolo magnetico. 

Così, per una particella sferica di raggio a.abbiamo (cfr. 1°(8,10)) 


Pa=VaE, a=- 77 (92,2) 
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e la sezione di diffusione 


do=- |a |2V? sen%0 do, (92,3) 


c4 


ove 0 è l'angolo formato dalla direzione n della diffusione e dalla 
direzione del campo elettrico E dell’onda incidente polarizzata li- 
nearmente. La sezione totale è 
IT 2 04V2 
o= late, (92,4) 

La dipendenza della sezione dalla frequenza è conclusa sia nel 
fattore 04 che nella polarizzabilità. Se le frequenze sono così piccole 
‘che non esiste dispersione a, la dif- 
fusione è proporzionale a 4. È da k 
‘notare anche che la sezione di dif- 
fusione è proporzionale al quadrato 
del volume della particella. 

Se l’onda incidente non è pola- 
rizzata (luce naturale), allora per 
ottenere la sezione differenziale 
occorre calcolare la media della 
grandezza (92,5) rispetto a tutte le 
direzioni del vettore E nel piano 
perpendicolare alla direzione di 
propagazione dell’onda incidente 
(cioè al suo vettore d’onda k). Indi- Fig. 47 
chiamo con © e q l'angolo polare e 
l’azimut della direzione n rispetto a k (fra l’altro, @ si calcola dal 
piano k, E); abbiamo così cos 0 = sen %® cos q (fig. 47) in modo che 


| 
I 
N] 
N 


4 LI 
do= a |a]2V2(1—sen? d. cos? q) do. (92,5) 


Calcolando la media di «, otteniamo la seguente formula per la 
sezione di diffusione di un'onda non polarizzata 


do=-37 V?|a|?(1+cos°8) do, (92,6) 


ove 9 è l’angolo fra le direzioni dell'incidenza e della diffusione. 
E da badare alla simmetria della distribuzione angolare della (92,6) 
rispetto al piano ® = n/2, ossia la distribuzione avanti e indietro è 
uguale. . n 

Dalla formula (92,5) è facile ricavare anche il grado di depola- 
rizzazione della luce diffusa. A tale scopo osserviamo che per data 
direzione E la direzione E’ giace nel piano E, n. Perciò la direzione 
del campo elettrico E’ nell’onda diffusa giacerà nel piano k, n (piano 
di diffusione) o perpendicolarmente a questo piano nei casi in cui 
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l'’azimut del vettore E rispetto al piano k, n valga g =0 o n/2, 
rispettivamente. Supponiamo che /; e /, siano le intensità della 
diffusione con queste due polarizzazioni; il grado di depolarizza- 
zione è determinato come rapporto tra la più piccola e la più grande 
di queste grandezze. Secondo la (92,9) otteniamo 


II, = così, (92,7) 


Se la particella diffondente gode di grande permettività dielet- 
trica, allora è — c/oV | e | <A. In questo caso le dimensioni della 
particella possono essere piccole rispetto a A e, al tempo stesso, non 
piccole rispetto a è. Nella prima approssimazione in 1/e il momento 
elettrico della particella si può calcolare semplicemente come mo- 
mento del conduttore (e + 00) nel campo uniforme costante ester- 
no. Per il calcolo del momento magnetico sotto queste condizioni 
hanno importanza le correnti di induzione che compaiono nella par- 
ticella e il problema non si riduce a quello statico; si deve cercare 
invece la soluzione 

£0° 
AH+—-H=0 (92,8) 


(s) 


dell'equazione (83,2), ove poniamo u = 1, la quale lontano dalla 
particella si trasforma in campo dell'onda incidente. Si trova in 
questo caso che i momenti magnetico e elettrico sono grandezze di 
un medesimo ordine e nella formula (92,1) si devono conservare am- 
bedue i termini. La distribuzione angolare e la grandezza della dif- 
fusione in questo caso variano notevolmente rispetto al caso studiato 
precedentemente (cfr. il problema 2). 


Problemi 


4. La luce polarizzata linearmente si diffonde su particelle piccole orien- 
tate caoticamente e aventi tre valori principali distinti del tensore di polarizza- 
bilità elettrica. Determinare il coefficiente di depolarizzazione della luce diffusa. 

Soluzione. Trascurando come nel testo il momento magnetico, dalla (92,4) 
ricaviamo 
0 __ 0? 

— c2R 


E [[nP]n] 


Il coefficiente di depolarizzazione cercato è dato dal rapporto tra valori 
principali del tensore bidimensionale 


Wag=(2,E%), 


“ove parentesi angolare indica la media rispetto alle orientazioni della particella 
diffondente per direzione data della diffusione n, mentre gli indici & e f} descri- 
«vono due valori nel piano perpendicolare a n (cfr. II $ 50). È più comodo, tut- 
‘tavia, calcolare la media del tensore tridimensionale P;9°# e in seguito proiet: 
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tarlo sul piano perpendicolare a n; queste componenti del tensore (9°) sono 


proporzionali alle componenti corrispondenti di Zap. 
Sostituendo 4; = c;gÉ, abbiamo 


(PiPt)=(aqn10% n) EER. 
Per calcolare la media ricorriamo alla formula 


(ao) = A6:10nm + B (6indim + Simbkt)o 


vesta è la forma più generale del tensore del quarto ordine simmetrico rispetto 
alle coppie di indici il e Xm e contenente le sole costanti scalari. Quest'ultime 
vanno determinate mediante due uguaglianze che si ottengono semplificando il 
tensore una volta secondo le coppie i = 2, 4 = m e l'altra secondo le coppie 
i= k, 1= m, esse valgono 


A=1/15 (Qa;af,—cnaf,, B=1/30 (Zaaf, —auat,). 


Nell’onda polarizzata linearmente l'ampiezza del campo E (omettiamo il 
fattore temporale e-*®) sempre può essere determinata come grandezza reale. 
Allora otteniamo 


(PPt)= (A+ B) E;En+ BE°8;no (1) 


Supponiamo che l’asse z sia diretto lungo n e che il piano xz passi per i vettori 
ne E; questi assi sono assi principali del tensore Zap. Mediante componenti cor- 
rispondenti del tensore (1) otteniamo il coefficiente di depolarizzazione 


lo _ B 
Ix (A+ B)sen? 04 B 


(9 è l’angolo formato da E e n). 0 

2. Trovare la sezione di diffusione su una sferetta (di raggio a) che gode di 
grande €; è supposto che 4 > ar Èò. 

Soluzione. Il problema del calcolo del momento magnetico che acquisisce nel 
campo magnetico variabile H la sferetta con dato valore e (e u = 1) coincide 
con quello già risolto nel $ 59 (problema 1) con la sola differenza che nelle for- 


mule là dedotte si deve porre % = © Ve/c. Perciò abbiamo 
1 3°. 3 
_ 3»H _ i pa —_ _ Ta 
Al a Y ’ vY 9 (1 ka ctg ka (ka)? ° 


È da notare che per | ka | « 1 abbiamo y=— (ka)?/30, e per | ka |> 1, in- 
vece, cotg ka + — i, y= 1/2 (4 — 8i/Ka). 

Jlì momento elettrico si calcola nella prima approssimazione rispetto a 1/e 
semplicemente come momento della sfera conduttrice (e + co) nel campo elettri- 
co uniforme costante: - | 


WG= ae, 


Tenendo conto della perpendicolarità reciproca di E e H, dopo un semplice 
calcolo mediante la formula (92,1) otteniamo la seguente espressione per la se- 
zione di diffusione: 


604 : . eni NE: 
do= 7-[1 Y 1? cos* @+sen?@+(y-+-1*) cos-+- cos? è (cos? p-+1 y |? sen? g)] do, 


ove e è sono gli angoli mostrati nella fig. 47. Per diffusione della luce non po- 
larizzata 


do= di |(7U+ | 9 1?) (1-+ cos? 9 — (+99) cos 8 | do, 


470 CAPITOLO X 


e il grado-di depolarizzazione della luce diffusa è 
I 


—.rr— 


TI. 


y—-cos d |2 
1—-ycos® | 


La sezione di diffusione totale è. 


8114904 
o==a (+ ARE 


Nel limite Xa + co (cioè quando 7 > a > 8) abbiamo y = 1/2; questo li- 
mite corrisponde alla diffusione su una sferetta perfettamente riflettente all’in- 
terno della quale, in generale, non penetra né campo elettrico né quello magne- 
tico. Per la sezione di diffusione differenziale abbiamo | si 


0asw4 
8c4 
È da notare una brusca asimmetria della distribuzione ‘angolare rispetto al 


piano è = n/2: la diffusione si produce principalmente indietro (il rapporto tra 
intensità della luce diffusa avanti e l’intensità:della diffusione indietro è 1 : 9). 


do= (£+-00s° out COS è) dos 


$ 93. Assorbimento delle onde elettromagnetiche su particelle di piccole 
dimensioni | o 


La diffusione delle onde elettromagnetiche è accompagnata da 
loro assorbimento contemporaneo su particelle. La sezione di questo 
processo è data dal rapporto fra l’energia media Q dissipata nella 
particella (in un secondo) e la densità del flusso di energia incidente. 
In questo caso per il calcolo di Q si può ricorrere.alla formula 


0=-PE- Mi, (93,1) 


ove P e of sono momenti elettrico e magnetico totali della parti- 
cella e i campi elettrico E e magnetico H dell’onda diffusa fungono 
da campi esterni E e & (cfr. la formula (59,11)). sa 

Ricorrendo alla rappresentazione complessa delle grandezze, 
scriviamo (si veda la nota alla pag. 300) 


Q=— Re{PE* + MH") =-S V (05 + ci) | E 12, 
OVE Ce © Cm. sono le polarizzabilità elettrica e magnetica della par- 


ticella. Dividendo per il flusso di energia incidente, otteniamo 


o= TO (Cke + Cm) V. (93,2) 


ed 


Applichiamo questa formula all’assorbimento su-una:sferetta -di 
raggio a(a <A) la cui sostanza sia non magnetizzata (u = 1). Il 
carattere di assorbimento dipende notevolmente dalla grandezza di 
permettività dielettrica. 
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‘Se e nen è grande, accanto ad a <A abbiamo anche a < è. In 
questo caso si può trascurare la polarizzabilità magnetica rispetto a 
quella elettrica. Ricavando quest’ultima dalla (92,2) abbiamo 


{2r10ate” 
= E FIT 09,9) 


Se, invece | e |> 1, la parte elettrica dell’ assorbimento diventa 
piccola e l'assorbimento magnetico può essere notevole anche se 
ancora è > a. Per è > a (cioè |ka | <1) la polarizzabilità ma- 
gnetica (cfr. il problema 2 del $ 92) è 


(Ka)? _ a?0?8 
Xm 40n —— 40562 
e la sezione di assorbimento 
12n0a88” | 1 da? ‘ 
o= Lore (AL) (93,4) 


All’ulteriore aumentare di e la parte elettrica dell’assorbimento 
diviene piccola rispetto a quella magnetica. Nel caso limite è < a 
(cioè | a | > 1) abbiamo 


_ 3 ./. SÌ \ __ 3 __ Sic 
in= gr (142) =- (1 st) 
ove t = 41/Ve è l'impedenza superficiale della sferetta. Di qui 
o.= 6natt'. (93,5) 


E da sottolineare che questa formula si potrebbe ottenere diretta- 
mente senza ricorrere all’espressione generale per la polarizzabilità 
magnetica della sferetta a, (0). Per $ piccola la dissipazione dell’e- 
nergia Q può essere calcolata integrando il vettore medio di Poyn- 
ting (37,4) sulla superficie della sferetta, mentre la distribuzione del 
campo magnetico sulla superficie sferica è data dalla soluzione 
(94,3) del problema della sfera superconduttrice ($.= 0) collocata in 
un campo magnetico uniforme. 

Se è nota la sezione di assorbimento della sferetta si può deter- 
minare immediatamente l'intensità dell’irraggiamento da essa 
stessa prodotto. Secondo la legge di Kirchhoff (cfr. V $ 63) l’inten- 
sità dI (nell’intervallo di frequenze da) si esprime in funzione di 
0 (0) mediante la formula 


dI = 4nco (0) e, (0) do, (93,6) 
ove QI = ANCO (0) 0 (0) 
o i@8 0 
4n3c3 (eR9/T 4) 


e, (0) = 
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è la densità spettrale della radiazione nera riferita all’unità di-vo- 
lume e all’intervallo unitario di angoli solidi. 


$ 94. Diffrazione su un cuneo 


La teoria della diffrazione approssimata ordinaria (cfr. II 
$$ 59-61) è basata sull’ipotesi della piccolezza di deviazioni dall’ot- 
tica geometrica. Con ciò è supposto, primo, che tutte le dimensioni 
siano grandi rispetto alla lunghezza d’onda; ciò si riferisce sia alle 
dimensioni dei corpi (schermi) o ai fori in essi sia alle distanze fra 
corpi e punti di radiazione e di osservazione della luce. Secondo, 
vanno considerati i soli piccoli angoli di diffrazione, cioè la distri- 
buzione della luce in direzioni vicine alla direzione della frontiera 
dell’ombra geometrica. Sotto queste condizioni le proprietà otti- 
che concrete dei corpi sono in generale inessenziali; ciò che più im- 
porta è il fatto stesso della non trasparenza degli schermi. 

Se le condizioni suindicate non sono soddisfatte la soluzione del 
problema della diffrazione richiede soluzione precisa dell’equazione 
d'onda tenendo conto delle condizioni di frontiera corrispondenti 
sulla superficie dei corpi, dipendenti da loro proprietà concrete. La 
ricerca di queste soluzioni presenta difficoltà matematiche notevoli 
ed è stata attuata per una cerchia di problemi relativamente stretta. 
In questo caso si parte da ipotesi che semplificano le proprietà del 
corpo sul quale si produce la diffrazione: esso è supposto perfetta- 
mente conduttore (e con ciò, dal punto di vista ottico, perfettamen- 
te riflettente). E | 

A questo proposito è da notare la seguente circostanza. Potrebbe 
sembrare naturale risolvere il problema della diffrazione supponendo 
«nera » la superficie del corpo, cioè assorbente completamente la 
luce incidente. In realtà, tuttavia, nell’impostazione del problema 
corretto della diffrazione questa ipotesi sulle proprietà del corpo sa- 
rebbe contraddittoria internamente. Infatti, se la sostanza stessa del 
corpo è fortemente assorbente, il coefficiente di riflessione dalla 
sua superficie non è piccolo, ma, al contrario, vicino a 41 (cfr. $ 87). 
Perciò per ottenere un coefficiente di riflessione vicino a zero occor- 
re che la sostanza sia debolmente assorbente e che il corpo goda di 
spessore grande (rispetto alla lunghezza d'onda). Nella teoria della 
diffrazione precisa un ruolo importante giocano inevitabilmente 
tratti di superficie del corpo in prossimità (a distanza dell’ordine 
della lunghezza d’onda) del suo orlo; ma lo spessore del corpo in 
prossimità del suo orlo è comunque piccolo in modo che l'ipotesi 
che esso sia « nero » è qui a priori non vera. 

Interesse teorico notevole presenta la soluzione precisa del proble- 
ma della diffrazione della luce dall’orlo di un cuneo perfettamente 
conduttore delimitato da due semipiani intersecantisi (A. Sommer- 
feld, 1394). Esposizione completa di questa teoria matematica com- 
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plicata richiedente applicazione di metodi matematici particolari 
supera i limiti del presente libro. Diamo qui a titolo di informazione 
soltanto i risultati finali 1). 

Scegliamo il bordo del cuneo come asse z del sistema delle coor- 
dinate cilindriche r, g, z. Alla superficie anteriore del cuneo (0A 
nella fig. 48) corrisponde q=0 
e a quella posteriore (0B) q = 7, 
ove 21 — y è l’angolo di apertura 
del cuneo; al dominio all’esterno 
del cuneo corrispondono gli an- 
goli O0O<@p<7y. Supponiamo che 
un'onda monocromatica piana con 
ampiezza unitaria incida nel piano r, 
« sulla superficie anteriore del cuneo 
sotto un angolo ©, rispetto alla 
superficie (per ragioni di simme- 
tria è sufficiente considerare i va- 
lori po < yY/2). Distingueremo due 
casi di polarizzazione indipen- 
denti dell'onda incidente (e con Fig. #8 
essa di quella diffratta, ossia allor- È 
ché all'orlo del cuneo (asse z) sia parallelo il vettore E o il vettore H. 
In questi casi con la lettera u indichiamo £, o MH,, rispettivamente. 

Allora il campo elettromagnetico in tutto lo spazio è dato dal- 
la formula (omettiamo ovunque il fattore temporale e miot) 


u (r; 9=v(ro—- FUMI P+ I), (94,1) 


ove i segni superiore e inferiore corrispondono rispettivamente alle 
polarizzazioni con E e H lungo l’asse z, mentre la funzione »v (r, *) 
si esprime mediante CAETOE complesso 


dhe cos di 

Dr, ))= x | erthr i (94,2) 
(kK = ©/c). Il cammino di integrazione C = C, + C, nel piano & 
è composto di due anelli rappresentati nella fig. 49. Gli estremi di 
ciascun anello vanno all'infinito nei tratti del piano È (tratteggiati 
nella fig. 49) in cui Im (cos Z) < Ve perciò il fattore exp (—ikr cos 0) 
tende a zero nell’infinito. L'espressione integranda nella (94,2) ha 
poli giacenti sull’asse reale % nei punti $ = — p+ 2ry, ove n 


1) Per calcoli dettagliati si vedano: A. Sommerfeld « Optika », 1950; 
F. Frank e R. Mises « Differential and Integral Equations of Physics Mathema- 
tical », N.Y., 1935, p. 2, ch. XX. Un altro metodo di soluzione appartenente 
a M. I. Kontoroviè e N.N. Lebedev si trova nel libro: Grinberg G.A. « Alcune 
questioni della teoria matematica dei fenomeni elettrici e magnetici », Mosca, 


1948, cap. XXII. (edizione russa). 
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sono degli interi. Al posto di € :si può integrare lungo il cammino 
D=D,+ D,; (fig. 49) aggiungendo all’integrale i residui dell’e- 
spressione integranda nei poli siti nell’intervallo —n< <a 
qualora tali esistano. Rappresentiamo v nella forma 


v(r, w = vo (e + va (e, ), (94,3) 


ove vy è l'integrale (94,2) esteso al cammino D e » il contributo pro- 
veniente dai residui nei poli suindicati. Da ciascuno dei poli 
compare un termine in v, uguale a 


exp [—ikr cos (4 — 2ny)], 


che rappresenta ora l’onda incidente ora una delle onde riflesse dalla 
superficie del cuneo secondo le leggi dell’ottica geometrica. Quanto 


7 @ 


-2n = 74, 


ÒùÙ 


I 


No 


YÌ 


VLÈ 
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alla funzione vy, essa descrive propriamente la deformazione per 
diffrazione delle onde. Interesse maggiore presenta il campo a distan- 
ze grandi (rispetto alla lunghezza d’onda) dal bordo ‘del cuneo. Per 
kr>> 1 si verifica la formula asintotica 1) 


Da (FP; ) = _E_ eUhr+2/4) __ Sn (94,4) 


v V 2akr os (12/9) —cos (mp/v) ° 
a condizione che l’angolo w soddisfi la disuguaglianza 
2 92. 4 
(cos cos SL) >: (94,9) 


La dipendenza della funzione v3. e con .essa anche del campo 
Ua (r, @) = va lr, @— Po) F vale, P + o) 


1) Per termini successivi. di questo sviluppo si veda W. Pault. — Phys. 
Rev., 1938, v. 54, p. 924. . . 
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da r è data dal fattore e**/Vr, vale a dire che: questo campo ha 
carattere di un’onda cilindrica come se fosse irradiata:dal bordo del 
cuneo. | | 

Le formule (94,1-5) nella scrittura suindicata sono valide 
qualunque siano i valori degli angoli y e o. Per fissare le idee, 
studiamo in dettaglio queste formule per un rapporto tra gli angoli 
ye o (Y > + o) tale che dal punto di vista dell’ottica geome- 
trica conduce alla comparsa di due frontiere: frontiera Ob dell'ombra 
completa (dominio Z// della fig. 48) e frontiera Oa dell’« ombra » 
dell’onda riflessa dalla superficie OA. Nella fig. 48 po < n/2; se 
invece po >n/2 la frontiera 0a si trova a destra della direzione 
dell'onda incidente. Per y< x + o il dominio dell’ombra totale 
in generale non esiste e la riflessione (semplice o persino multipla) 
si produce da ambedue i lati del cuneo. 

Nei domini /, II, III la funzione 


uo (r, @) = ve (er, ®P — Po) Fo (1 + o) 
ha la forma seguente: 


dominio /u, = exp [— ikrcos (Q— Pol F exp [—ikr cos (P + o), 
dominio JT.u,.= expl—ikrcos (g + o), (94,6) 
dominio FI u=0. 


Queste espressioni, che non si annullano per %r-+ co descrivono non 
alterate dalla diffrazione l’onda incidente (nel dominio Z/) o l’insie- 
me delle onde incidente e riflessa (nel dominio /). L’alterazione 
del campo per diffrazione è data dalla formula (94,4), ma la condizio- 
ne (94,5) va violata per valori w troppo vicini a a (quando la diffe- 


renza | — n | cessa di essere grande rispetto a 1/V kr.) 

I valori f = x corrispondono alle frontiere geometriche dell’om- 
bra; perw= pg — © questa è la frontiera dell’ombra totale e per 
= @ + © la frontiera dell'ombra dell’onda riflessa. In prossi- 
mità immediata di questi valori si deve ricorrere a un’altra espres- 
sione asintotica la quale si verifica unicamente se è soddisfatta la 
condizione |w—T— a |< 1. Quest'ultima assieme alla condizione 
kr>4 garantisce l'applicabilità della teoria approssimata ordina- 
ria della diffrazione di Fresnel. Ciò premesso, in prossimità della 
frontiera Ob dell'ombra totale otteniamo l’espressione asintotica 


Di 
si gina dn 


= co 


u(r, p)=exp[—ikrcos(p— po)] “er: 


—_ 94,7 
w= —(—- po mV kr/2. (0,1) 
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Analogamente in prossimità della frontiera Oa dell'ombra dell'onda 
riflessa. otteniamo 

u(r, g)=exp[—ikrcos(p— po) + 


w 


+ exp[— iler cos (9 + o)] 7a | ein? da, (94,8) 


w= — (p+ o —n)V kr/2. 


In questa approssimazione il quadro della diffrazione non dipende 
dalla direzione della polarizzazione dell’onda e dall’angolo d’aper- 
tura del cuneo. 

I domini di applicabilità delle formule (94,4) e (94,7-8) in parte 
sì sovrappongono. Così, in prossimità della frontiera dell'ombra tota- 
le il dominio di applicabilità comune è dato dalle disuguaglianze 


1>|9_p—1|DA1Vkr, 
e in esso 
pi(hr+5/4) 1 94.9 
u(r, g)=wo(7, Dt 7a ona (94,9) 
(con u, dalla (94,6)). Questa espressione si ricava dalla (94,7) me- 
diante le note formule asintotiche esprimenti l’integrale di Fresnel 
per grandi |w |: 


w _— 
| eidy=(1+i) VE+ sio ei? per wD>0ÒO, 


— 00 


ein dn = - i give per w<0. 


wW 
i si 
i Div © 


— 00 


$. 95. Diffrazione su uno schermo piano 


La formula esatta (94,2) esprimente la diffrazione su un cuneo 
può essere ridotta a una forma relativamente semplice nel caso 
particolare della diffrazione su un semipiano (cui corrisponde y = 
= 2a). E precisamente, l'integrale complesso che figura nella formu- 
la (94,2) può essere trasformato nell’integrale di Fresnel: 


w 
D(r, p)= A ei cos gia) | cin? dn, 
va o (95,1) 
w= VI cos B- 


‘2 
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Questa formula si verfica per r e p qualsiasi. Per kr:> 4 e gli angoli 
\p— n[> 41/Vkr è applicabile l’espressione asintotica 


C _ pifkr+aiy 1 
Da (P, ) È 2 V 2rkr cos (1/2) 
(che è la formula (94,4) con y = 27). | 

La formula (95,2) consente di ottenere in forma chiusa la soluzio- 
ne del problema della diffrazione su uno schermo piano perfetta- 
mente conduttore di configurazione qualsiasi. In questo caso è sup- 
posto soltanto che le dimensioni dello schermo e le distanze da esse 
siano grandi rispetto alla lunghezza d’onda, mentre gli angoli di 
diffrazione non siano troppo piccoli (questo dominio va sovrapposto 
dal dominio di angoli piccoli in cui sono applicabili le formule di 
Fresnel ordinarie esprimenti la diffrazione). Il risultato si ottiene 
sotto forma di integrale esteso al contorno dell’orlo dello schermo, 
così come nella teoria approssimata ordinaria il campo di diffrazione 
si esprime sotto forma dell’integrale di superficie che chiude il foro 
nello schermo. Non ci soffermiamo qui su questi calcoli. 

Nella teoria della diffrazione precisa su schermi piani perfetta- 
mente conduttori si può enunciare un teorema (appartenente a 
L.I. Mandelîtam e M.A. Leontoviè) sotto certo aspetto analogo al 
teorema di Babinet nella teoria della diffrazione approssimata. 

Consideriamo uno schermo piano con foro di forma qualsiasi; 
supponiamo che il piano dello schermo coincida con il piano z = 0 
e che l’onda elettromagnetica incida dalla parte z < 0. Siano Eo 
ed H, il campo totale dell’onda incidente e dell’onda riflessa dallo 
schermo (come se non esistesse foro); supporremo il campo prolungato 
all’altro lato dello schermo (z >0). Poiché H,= 0, Ej=0 per 
z = 0 (in virtù delle condizioni di frontiera sulla superficie perfetta- 
mente conduttrice), i valori E,, Hj per z >0ez<0 saranno legati 
dalle relazioni 


E oz (©, Y, 2) = Eoz(£, Y, —z), Eos (€, y, 2) = —Ev (1) Y» —2), 


e 0 065,8 
Hoz (©, Y» 2) = —Ho: (x, Y, —2), Ho: (©, y, 2) = Ho (2, Y, —-3). 


In seguito, sia E‘, H' il campo che si otterrebbe se fosse collocato 
nel campo E, Hy di una lamina piana coincidente per forma, gran- 
dezza e posizione con il foro sullo schermo e avente la permeabilità 
magnetica u = co. Allora la soluzione del problema di diffrazione 
sul foro dello schermo è data dalle espressioni seguenti: 


E = (E + E), H=s (H+ 8°) per 2<0 
E=”,(E—- E) H=!/,(H,T— H') perz >0. (90,4) 


Per dimostrare questa affermazione osserviamo che il campo 
E', H' gode della stessa simmetria (espressa dalle formule (95,3)) 


(99,2) 
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che il campo E, Ho. Perciò nel piano z = 0-esso verifica le condizioni 


Ei=0, H,=0 fuori del foro 
Ei; = — Eto. Ha = — Hi, sul foro 


(gli indici 1 e 2 corrispondono a z+ + 0). Inoltre, esso verifica le 
condizioni 


Ez= 0, Hit =0 sul foro, 


in quanto le condizioni di frontiera sulla superficie del corpo con 
u = co sono inverse (sostituendo E, H con H, E) rispetto alle con- 
dizioni sulla superficie perfettamente conduttrice (e = co). Di qui 
risulta con chiarezza che il campo (95,4) soddisfa le condizioni 
necessarie E; = 0, H,= 0 sulla superficie dello schermo (z+ — 0) 
all’esterno del foro ed è continuo sul foro. Infine, poiché il campo 
E', H' nell’infinito tende a E, Hy, allora il campo (95,4) tende 
a E, H, perz+ — coeazero per z+ + co. Così esso soddisfa tutte 
le ipotesi del problema della diffrazione posto, come dovevasi 
dimostrare. | sa 

In tal modo, il problema della diffrazione sul foro di uno scher- 
mo con e = co è equivalente al problema della diffrazione su uno 


schermo addizionale con yu = co. 


Problemi 


1. Un’onda monocromatica piana incide normalmente su una fessura di lar- 
ghezza 2a sufficientemente grande rispetto alla lunghezza d’onda, praticata in 
uno schermo piano perfettamente conduttore. Determinare la distribuzione 
dell’intensità della luce dietro la fessura a grandi distanze da essa per grandi 
angoli di diffrazione. 

Soluzione. Per a > X il campo diffrattivo dietro la fessura si può considerare 
come sovrapposizione di campi provenienti dalla diffrazione indipendente su 
ciascuno dei due orli della fessura e definibili mediante la formula asintotica 
(95,2) ®. Quando le distanze AP = r) e BP = r, fra gli orli della fessura e il 
punto di osservazione (fig. 50) sono grandi rispetto ad a, nei fattori e*#”1 e e*h7: 
scriviamo 


rj=r—0SeNYX, ry=r-|a sen XY; 


in tutti gli altri punti poniamo rx ® r° ®re tutti gli angoli formati da AP, 
OP, BP e l’asse z uguali a un medesimo angolo di diffrazione y. 
Come risultato otteniamo: 


L= et (hr+5/4) [ ‘seri (a sen X) cos (ka sen x) 
“  «y2rkr L sen (x/2) cos (X/2). 


1) Quest’'ipotesi, tuttavia, perde la sua. validità per angoli di diffrazione 
sufficientemente vicini a n/2 (per n/2 — x < 1/V ka). 
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Di qui l'intensità della luce diffratta nell'intervallo di angoli dy (riferita all’in- 
tensità totale della luce incidente sulla fessura) è 


__1 ([ sen(akseny) 72 cos (ak sen Xx) TY, 
du= 4stak {[ sen (X/2) T+[ cos (X/2) ]}4a= 


__ ak sen (ak sen Y) 72 x 772 
= {{ rc COS x+ | 2ak cos L| } dy. 


Per x piccoli quest'espressione si trasforma nella seguente formula esprimente 
la diffrazione di Fraunhofer sulla fessura: 


___1 sen?(aky) 
 nak ad 


2. Un'onda piana incide su un piano perfettamente conduttore avente un 
foro circolare di raggio a piccolo rispetto alla lunghezza d’onda. Determinare 
l'intensità della luce diffratta passata 
attraverso il foro (Rayleigh, 1897). 

Soluzione. In accordo con quanto 
detto nel testo, il problema posto con- 
duce al problema della diffrazione 
su una lamina circolare con 4 = 00, 
e poiché a < % abbiamo a che fare 
con la dispersione su piccola parti- 
cella. Secondo il $ 92, per risolvere 
il problema di tale dispersione è ne- 
cessario determinare le polarizzabilità 
elettrica e magnetica statiche del di- 
sco. Il campo E, è perpendicolare al 
piano del disco e la condizione di 
frontiera £j = 0 coincide formalmente 
con la condizione che avrebbe luogo in 
elettrostatica sulla superficie solida con 
e = 0. Il campo Hy, invece, è paral- Fig 50 
lelo al disco e la condizione di frontie- 
ra H{= 0 corrisponde al problema l 
magnetostatico con py = co. Perciò i momenti elettrico e magnetico del disco 
(si vedano il problema 4 del $ 4 e il problema del $ 54) sono 


2a8 


_ E _ 40 y 
P_=- Gr FoM=7zx Ho 


Nel passare al problema della diffrazione sul foro queste espressioni vanno mol- 
tiplicate per 1/2 in accordo con le formule (95,4) e in seguito sostituite nella 
formula (92,1) esprimente la dispersione. . 
In tal modo, l’intensità della radiazione diffratta nell'angolo solido do 1) è 

c 006 
4a 9n2es 


c dia 9 o 
= Grigi (E)? +4 [nHy]?+ 4n [HyEo]} do, 


L'intensità della diffrazione totale si ottiene per integrazione su semisfera e vale 
008 


1) Supponiamo omessi i fattori e©#®* in modo che E e H sono reali. 


dI= [nE;] —2 [n[H0]]}? do= 
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La sezione di diffrazione si determina come rapporto tra intensità della radia- 
zione diffratta e densità del flusso di energia nell’onda incidente (c£?/4x; le 
lettere senza indice si riferiscono al campo dell’onda incidente). Si distinguono 
due casi di polarizzazione dell onda incidente: 

a) il vettore E nell’onda incidente è perpendicolare al piano d’incidenza 
(al piano z), cioè parallelo al piano dello schermo (al piano xy). La somma dei 
campi delle onde incidente e riflessa in prossimità della superficie dello schermo è 


Eo = 0, Hox= 2H cosa = 2E cosa 
(a è l'angolo d'incidenza). D qui 


16a6w4 
97124 


do= cos? a (1— sen? -& cos? gp) do 


Qui è è 1 angolo fra direzione della diffrazione n e normale allo schermo (asse 2) 
e q l’azimut del vettore n rispetto al piano di incidenza. La sezione totale è 


640804 008? a 
o ——_ . 
26714 


b) Il vettore E si trova nel piano d'incidenza, Allora 
Eo == Eoz = —2E sen (075 H, = Hoy = 2H = 2E 
La Sezione differenziale è 
do ida ot { cos d+ sen? È (così Pt 1 sen? a) —sen è sen a cos o} do 
— 972c4 4 - ) 
la sezione totale 
640504 1 9 
O= pae (ftp nta). 
Per la luce naturale abbiamo 
640604 


2 ——— [1 sont a) 
o 2774 (1- 8000, 


Capitolo XI 


ONDE ELETTROMAGNETICHE 
NEI MEZZI ANISOTROPI 


$ 96. Permettività dielettrica dei cristalli 


Le proprietà di un mezzo anisotropo nei confronti delle onde elet- 
tromagnetiche sono determinate dai tensori £;, (0) e p;z (0) che 
stabiliscono un legame fra induzione e intensità in base alle formule ® 


Di.= &i:(0) En; Bi= bi (0) Ax. (96,1) 


Più avanti, per fissare le idee, tratterremo il campo elettrico e il 
tensore &;p; tutti i risultati ottenuti saranno validi anche per il 
tensore Ui;g. | | 

Per 0-0 le grandezze e;, assumono loro valori statici per i quali 
nel $ 13 è stata dimostrata la simmetria rispetto agli indici î, k. 
“Questa dimostrazione ha avuto carattere meramente termodinamico 
e perciò si riferiva ai soli stati in equilibrio termodinamico. 
In un campo variabile, invece, lo stato della sostanza, ovviamente, 
è privo di equilibrio, e, quindi, la dimostrazione suindicata è inap- 
plicabile. Per precisare le proprietà del tensore e; bisogna ora 
ricorrere al principio di simmetria generalizzato dei coefficienti 
cinetici (cfr. V $ 125). 

Ricordiamo che le suscettività generalizzate &,3 (©) che figurano 
nella formulazione di questo principio si determinano in base alla 
risposta del sistema a una perturbazione della forma 


V= — sofa (8) 
(ove x, è una serie di grandezze che caratterizzano il sistema) e rap- 
presentano coefficienti nel legame lineare fra le componenti di Fourier 
delle medie x, (t) e delle forze generalizzate f, (t): 


Tao = ab (0) Îr0- 
La variazione dell’energia del sistema con il tempo sotto influsso 
della perturbazione si esprime mediante la formula 
NU Ts — fala- 


;) E da ricordare che tutte le grandezze si riferiscono al campo variabile 
nell’onda. L'esistenza possibile dell’induzione costante (nel cristallo piroelet- 
trico o ferromagnetico) non ha niente a che vedere con le questioni qui trattate. 


482 CAPITOLO XI 


Secondo il principio di simmetria 
Lab (0) = ba (0), 


se il sistema non si trova nel campo magnetico esterno e non gode 
della struttura magnetica; in caso contrario, si deve considerare 
Gba (0) per un sistema « invertito nel tempo ». | 

facile legare le componenti del tensore £;, (0) con le suscettività 
generalizzate. A tale scopo osserviamo che la velocità di variazione 
dell'energia di un corpo dielettrico nel campo elettrico variabile 
è data dall’integrale 


(1509D, a 
lala®. (96,2) 


Dal confronto can le formule scritte precedentemente si vede che 


intendendo con le grandezze x, i valori delle componenti del vettore E 
in ciascun punto del corpo le rispettive grandezze f, saranno le 
componenti di D (fra l’altro, l'indice a descrive una serie continua 
di valori enumerando sia le componenti dei vettori sia i punti del 
corpo). Da coefficienti a, fungeranno le componenti del tensore 
€, ma tutte le proprietà simmetriche dei tensori inverso e diretto, 
ovviamente, coincidono. Poiché nell’integrale (96,2) si moltiplicano 
i valori di E e D nei soli punti identici del corpo, la permutazione 
degli indici a e d si riduce difatti alla sola permutazione degli indici 
tensoriali. In tal modo concludiamo che il tensore £&;, è simmetrico 1): 


ei (0) = 01 (0). (96,9) 


Osserviamo che le componenti del tensore di polarizzabilità di 
un corpo come tutt'uno sono definite anch'esse come sustettività 
generalizzate, vale a dire i coefficienti nelle uguaglianze 


PP i Va;zGa. 


Infatti, la variazione dell'energia del corpo portato in un campo 
estéerno variabile E è data dalla formula 


Ne risulta che se da grandezze x, fungono le tre componenti del 
vettore Y, allora da grandezze corrispondenti f, fungeranno Ie com- 
ponenti del vettore È in modo che i coefficienti 4; coincidono 
con Va;n. 

Alcune formule dedotte prima per il mezzo isotropo si genera- 
lizzano immediatamente per il caso anisotropo. Ripetendo la dedu- 

1) Le proprietà del tensore e; nel caso dell’esistenza del campo elettro- 
magnetico esterno saranno studiate nel $ 101. 
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zione fatta nel $ 80 troviamo che la dissipazione dell’energia. nel 
campo Colere o prat è data dalla formula 


= -{(eîn — ta) E EH (i — ra) A H}), (96,5) 


analoga alla formula (80,5). La condizione di mancanza dell’assorbi- 
mento consiste nell’uguaglianza eî = e; = &;a, vale a dire che 
sono reali tutte le grandezze £;, (e lo stesso per le u;z). 

Se non esiste assorbimento si può determinare, come abbiamo fatto 
nel $ 80, l’energia elettromagnetica interna per l’unità di volume 
del corpo. Nel caso del mezzo anisotropo essa è data dalla formula 


1 d D mx d * A 


analoga all’(80, 11). 

Nel $ 87 è stata introdotta la nozione di impedenza superficiale & 
mediante la quale si possono formulare le condizioni di frontiera 
sulla superficie metallica anche in casi in cui la nozione di permetti- 
vità dielettrica non ha senso. Sulla superficie di un corpo anisotropo 
la condizione di frontiera analoga alla (87,6) deve essere scritta nella 


forma i 
Ei S Ca [Hn]g, (96,7) 


ove Cup (0) è un tensore bidimensionale sulla superficie del corpo. 

Si deve tener conto che valori di questo tensore, in generale, dipen- 

dono anche dalla direzione cristallografica della faccia cristallina. 
Il flusso dell’energia che penetra all’interno del corpo è 


EMI eg E (Ho) gf E. (Ml, 


(qui E e H sono reali). Ne risulta che se in accordo con il principio 
di simmetria con 2, vanno intese le componenti E, allora saranno le 


grandezze — [Hn], a corrispondere alle f,, cioè (tornando alla rap- 
presentazione complessa) da grandezze f, fungeranno le — (i/©)[Hn],. 
Perciò i coefficienti Cab coincidono, a meno di un fattore, con le 
componenti C,g e così concludiamo che 


i Can = Sha (96,8) 
(in assenza di campò magnetico esterno). 


Problema 
Esprimere le componenti del tensore Cap i in funzione delle componenti del 
tensore Nap = 87 8 (supponendo che quest'ultimo esistà); il corpo non è ma- 
gnetico (U;z = 
Soluzione. N ci caso anisotropo l'uguaglianza: % = 1/e (87,2) va sostituita 
con la seguente: 


bavteg = Nap 
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Nelle componenti | 
Cin + Cizba1 = Mur 62 + Ciobaa > N20» 
C12 (Ci + So2) = Mo; Fai (Cu + Sa2) = Na. 


Le soluzioni di queste equazioni sono: 
C13= 12/5; © Sai N21/5; 


1 —_——_—_—______& 1° —_ 
u=F [mu V 11M — Ma2M21], bee = E [Mas + V M11M22 — MzMaa ] 


(E2= 114 Mana + 2 V M11022 — MaM01) 


I segni sono determinati dalla condizione di positività dell'assorbimento dell’e- 
nergia. Non ammettiamo possibile l’uguaglianza &;o = 1 e conciò supponiamo 
anche l’applicabilità al caso di esistenza del campo magnetico esterno, 


$ 97. Onda piana in un mezzo anisotropo 


Nello studio dell’ottica dei corpi anisotropi, ossia dei cristalli, 
ci limitiamo al caso più importante quando il mezzo si può supporre 
(in un dato dominio di frequenze) non magnetico e trasparente. 
Ciò premesso, il legame tra intensità e induzioni dei campi elettrico 
e magnetico è dato dalle uguaglianze ° 


Di = Cinla B= H, (97,1) 


ove tutte le componenti del tensore dielettrico &;, sono réali e i suoi 
valori principali positivi. 

Le equazioni di Maxwell per campo dell’onda monocromatica 
sono 


ioH = crotE, ioD = — crotH. (97,2) 


Tutte le grandezze dell’onda piana propagantesi in mezzo trasparente 
sono proporzionali a ei" con vettore d’onda k reale. Derivando 
rispetto alle coordinate abbiamo 


-— H={KE], -—-D=— [EH]. (97,3) 


Di qui si vede soprattutto che tre vettori k, D e H sono mutuamente 
perpendicolari. Inoltre, il vettore H è perpendicolare a E. Poiché il 
vettore H è contemporaneamente perpendicolare ai tre vettori D, E, k, 
quest'ultimi giacciono nel medesimo piano. La fig. 51 illustra la 
disposizione reciproca di questi vettori. Rispetto alla direzione del 
vettore d’onda sono trasversali De H ma non E. Nella fig. 54 è indicata 
anche la direzione del flusso d’energia S nell’onda determinata dal 
prodotto [EH], cioè perpendicolarmente a E e H. A differenza dell’on- 
da nel mezzo isotropo qui la direzione del flusso dell’energia non coin- 
cide con quella del vettore d’onda. Il vettore S, evidentemente, è co- 
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planare ai vettori E, D, ke costituisce con il vettore k un angolo 


uguale a quello fra E e D. 
Separiamo nel valore assoluto del vettore k il fattore w/c e scrivia- 


mo 


k=£n (97,4) 


Il valore assoluto del vettore n così definito dipende nel mezzo 


anisotropo dalla sua direzione mentre nel mezzo isotropo n = Ve 
dipende unicamente dalla frequenza 1). Mediante la notazione 
(97,4) le formule fondamentali (97,3) si riscrivono così: 


H = [nE], D= — InH]. (97,5) 


Scriviamo anche l’espressione per il vettore del flusso dell’energi 
nell’onda piana: » 


S=-- [EH] =-- {nE°—E(En)} (97,6) 


(E e H in questa formula gono reali). 

Finora non abbiamo usato ancora la relazione (97,1) contenente 
costanti materiali e;,. L'uso comune di questa relazione e/dell’equa- 
zioni (97,5) consente di determinare la dipendenza @ (k). 

Sostituendo la prima formula 
(97,5) nella seconda abbiamo 


D= In [Enl]] = n° E — n(nE). 

(97,7) 
Se le componenti di questo vet- 
tore vanno uguagliate alle espres- 
sioni €;pfEx secondo la (97,1), si 
ottengono tre equazioni lineari 
uniformi per le tre componenti 
del vettore E: | 

[RE — ninyEr = &;xEx 

ossia . Fig. 51 
(Sin — nin — &ip) Ex = 0.-(97,8) 


La condizione di compatibilità di queste equazioni richiede che sia 
nullo il determinante composto dai loro coefficienti | 


I det | n° — nin — &ml=0. (97,9) 
E comodo calcolare questo determinante usando invecè degli assi 
coordinati cartesiani x, y, 2 gli assi principali del tensore £;x (che si 


- 1) Anche qui con grandezza n si intende l’indice di rifrazione benché questa 
grandezza non abbia relazione così semplice con la legge di rifrazione come nei 
corpi isotropi. | 
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chiamano in questo proposito assi dielettrici principali). Indichiamo 
con e, e‘, 80 i valori principali del tensore. Un calcolo semplice 
conduce alla seguente equazione 


n° (eni + elmi + eni) — [nfel® (eV) + 809) + nel) (ML 809) + 
+ nie (e) +-e@)] + Mele =0, (97,10) 


E da notrare che i termini superiori (della sesta potenza rispetto 
a n;) essendo sviluppati si elidono reciprocamente; questa circostan- 
za, ovviamente non è casuale e dovuta in fin dei conti al fatto che 
l'onda gode di sole due e non tre direzioni indipendenti di pplarizzazio- 
ne. 
L'equazione (97,10), detta equazione di Fresnel, è una delle 
equazioni fondamentali dell’ottica dei cristalli). Essa determina in 
forma implicita la legge della dispersione, cioè la dipendenza fra 
frequenza e vettore d’onda (da funzioni della frequenza fungono i va- 
lori principali e e in alcuni casi, cfr. il $ 99, anche le direzioni 
degli assi principali del tensore £;,). Di solito, nello studio delle 
onde monocromatiche la frequenza e con essa anche tutti i valori 
principali e‘ sono grandezze costanti date, perciò l’equazione 
(97,10) determina il valore assoluto del vettore d’onda in base alla 
sua direzione. Per direzione n data l’equazione (97,10) è quadratica 
per tutti gli n? a coefficienti reali. Quandi, a ciascuna direzione n 
corrispondono nel caso generale due valori assoluti distinti del 
vettore d’onda. o 

L’equazione (97,10) (a coefficienti costanti e‘) determina in 
coordinate n,, ny, n, una superficie che si chiama superficie dei 
vettori d'onda 2). Nel caso generale essa è una superficie del quarto 
ordine; la studieremo in dettaglio nei prossimi paragrafi. Qui ne 
diamo alcune proprietà generali importanti. 

Introduciamo preliminarmente ancora una grandezza che carat- 
terizza la luce propagantesi nel mezzo anisotropo. La direzione dei 
raggi luminosi (nell’ottica geometrica) è determinata dal vettore 
della velocità di gruppo d0/0k. Nel mezzo isotropo la sua direzione 
sempre coincide con quella del vettore d’onda, ma nel mezzo anisa- 
tropo le cose in generale non stanno così. Per caratterizzare i raggi 
introduciamo il vetore s la cui direzione coincide con la velocità di 
gruppo e in valore assoluto è definito dall’uguaglianza 


ns = 1. (97 11) 


1) Le basi dell’ottica dei cristalli sono!state fondate da A. Fresnel verso il 
1820 partendo da analogie meccaniche e molto prima della costruzione della 
teoria elettromagnetica. c ; i SI 

2) Nella letteratura si usa un'altra costruzione, ossia la superficie delle 
normali (o la superficie degli indici) che si ottiene ponendo lungo ciascuna dire- 
zione un intervallo chiuso 1/r (al posto di n), ma questa operazione è meno 
comoda. 
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Esso si chiama vettore radiale. Il significato di questa grandezza si 
può precisare nel seguente modo. 

Consideriamo un fascio di raggi (di frequenza uguale) che si 
propagano in tutte le direzioni uscendo da un centro. Il valore 
dell’iconale + (coincidente con la fase dell’onda a meno del Faltore 


o/c, cfr. $ 85) è dato in ogni punto del raggio dall’integrale in dl 


calcolato lungo il raggio. Introducendo il vettore s che determina 
la direzione del raggio, scriviamo 


ve fna=|Ma=|d, (97,12) 


In un mezzo omogeneo il valore di s è costante lungo il raggio in modo 
che w = Z/s, ove Lè lalunghezza di un segmento del raggio. Ne deriva 
quanto segue: se lungo ogni raggio uscente dal centro del fascio di- 
vergente poniamo un segmento uguale (o proporzionale) a s, ottenia- 
mo una superficie in tutti i punti della quale i raggi hanno la stessa 
fase. Questa superficie si dice radiale. | 

La superficie dei vettori d'onda e la superficie radiale così intro- 
dotte si trovano in una relazione reciproca. Scriviamo convenzional- 
mente l’equazione esprimente le superficie dei vettori d’onda nella 
forma f (@, k) = 0. Allora la velocità di gruppo 


da _ af | df o 4° 
FR dl da! (97,13) 


cioè proporzionale al vettore df/6k o, che è lo stesso (poiché la deri- 
vata si calcola per © costante), al vettore df/0n. Di conseguenza, 
gli è proporzionale anche il vettore radiale. Ma il vettore d}f/0n è di- 
retto lungo la normale alla superficie f = 0. 

Concludiamo quindi che la direzione del vettore radiale dell'onda 
con n dato è determinata dalla normale in un punto corrispondente 
della superficie dei vettori d’onda. 

Si vede facilmente che l’inverso è vero anch'esso: le normali alla 
superficie radiale determinano le direzioni dei vettori d’onda corri- 
spondenti. Infatti, la perpendicolarità di s alla superficie dei vettori 
d'onda è espressa mediante la relazione 


--s 6n=0, 


ove òn qualsiasi variazione infinitesima di n (per © dato), cioè 
il vettore di spostamento infinitesimo sulla superficie. Ma derivandc 
(sempre per @ dato) l'uguaglianza ns = 1, otteniamo n és + s6n = ( 
da cui risulta che anehe 


nòs= 0, 
ciò che dimastra l'affermazione fatta. 
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La relazione descritta tra le superficie n e s può essere ancora 
precisata. Siano ny il raggio vettore di un punto qualsiasi della 
superficie dei vettori d'onda e sy il suo vettore radiale corrisponden- 
te; scriviamo un'equazione (in coordinate n,, ny, 7) esprimente la 
tangente in questo punto del piano. Questa è 000 


so(n—n)=0 


ed espime la perpendicolarità di sj a qualsiasi vettore n — ny giacen- 
te nel piano in questione. Poiché s, e ny sono legati dalla relazione 
Sono = 1, questa equazione si può scrivere nella forma 

sn =. (97,14) 
Ne risulta che 1/s, è la lunghezza della perpendicolare tracciata dall’o- 
rigine delle coordinate al piano tangente alla superficie dei vettori 
d'onda nel punto ny. °° | | 
_ Contrariamente, se per un punto s, della superficie radiale 
è costruito un piano tangente, la lunghezza della perpendicolare 
tracciata dall’origine delle coordinate a questo piano vale 4/no. 
. Vediamo quale è la disposizione del vettore radiale rispetto ai 
vettori intensità del campo nell’onda. A tale scopo osserviamo che 
la direzione della velocità di gruppo coincide con quella del vettore 
medio (rispetto al tempo) del flusso di energia. Consideriamo infatti 
il pacchetto d’onda sito in piccolo tratto dello spazio. Allo spostarsi 
del pacchetto l’energia in esso contenuta si sposta con il pacchetto 
stesso, e ciò significa che la direzione del suo flusso coincide con 
quella del pacchetto d'onda, cioè della velocità di gruppo. La coin- 
eidenza fra direzione della velocità di gruppo e del vettore di Poyn- 
ting si può dimostrare anche immediatamente partendo dalle for- 
mule (97,5). Derivando queste formule (per © dato) abbiamo 


SD = [$H-n] + [H Sn], $H = [n 8E]1 + [$n-E]. (97,15) 


Moltiplicando scalarmente la prima uguagliafiza ‘per E e la seconda 
per H e tenendo conto delle (97,5), otteniamo - 


ESD = H é6H + [EH]Sn, H 6H = D 6E + [EH]én. 
Ma D 6E = e;,F,6E; = E $D; perciò, sommando ambedue le ugua- 
glianze, otteniamo I ua D 
[EH].òn =.0, (97,16) 


vale a dire che il vettore [EH] è normale alla superficie dei vettori 
d’onda, come dovevasi dimostrare 1)... 


1) Il risultato così ottenuto si riferisce al: valore istantaneo (e ‘rion soltanto 
medio) del flusso dell'energia. Tuttavia, perla siffatta dimostrazione è stata usata 
principalmente la simmetria del tensore e;x. Perciò sotto questa forma il risul- 
tato ottenuto non sarà valido per mezzi con €; asimmetrico (mezzì girotropi; 
cfr. il $ 101). Quanto all’affermazione per il valore medio del vettore di Poyn- 
ting, essa sarà vera anche per quest’ultimo caso (problema 1 del $ 101). 
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Poiché il vettore di Poynting è perpendicolare e H e E, ora con- 
cludiamo che lo stesso si dice anche del vettore s: 


sH=0, sE=0.0 (97,47) 


Calcolo diretto mediante le formule (97, 5), (97, 11) e (97,17) 
conduce alle azioni 


= [sb], E= — (sHl. (97,18): 
Così, | 
[sH] = [s InE]] = n (sE) -—E(ns)=- E. 


Dal confronto tra le formule (97,18) e (97,5) si vede che esse si otten-- 
gono: le une dalle altre mediante le. sostituzioni 


E-D, ns, e, È e (97,49) 


(fra l’altro, non si viola, ovviamente, la relazione ns = 1). L’ultima. 
di queste sostituzioni deve essere eseguita perché non sia violata la. 
relazione (97,1) fra D e E. Quindi, si può enunciare la seguente regola 
utile per vari calcoli: se esiste un’equazione verificabile per una: 
serie delle grandezze summenzionate, le sostituzioni (97, 19) conducono. 
a un'equazione analoga che si verifica per l’altra serie di queste: 
grandezze. 

In particolare, applicando questa regola all’equazione (97,10),. 
otteniamo immediatamente un’equazione analoga per il vettore s:: 

Ue, s2 (eMel®)si + elMelsi + e()e(0)s2) —_ 


— 188 (e +e) + 5 (e) + 29) + sg? (e + eV] + 1= = 0. (97, 20). 


Questa” equazione determina la forma della superficie radiale; 

Questa superficie, così come quella dei vettori d’onda, è del quarto. 
ordine. Per una data direzione s la formula (97,20) dà un'equazione: 
quadratica per s* avente nel caso generale due radici reali distinte.. 

In tal modo, lungo ciascuna direzione nel cristallo si possono pro-- 
pagare due raggi con vettori d’onda diversi. 

Passiamo alla questione della polarizzazione di onde che si propa-. 
gano nel mezzo anisotropo. A tale scopo non sono comode le equazioni 
(97,8) dalle quali è stata ricavata l’equazione di Fresnel, in quanto 
in esse figura l'intensità E mentre trasversale nell’onda (rispetto» 
a n data) è l’induzione D. Per tener conto fin dall’inizio della tra-- 
sversalità del vettore D consideriamo per il momento un sistema di. 
coordinate uno degli assi del quale coincide con la direzione del. 
vettore d'onda. Due assi trasversali denoteremo con indici greci che- 
assumono i valori i, 2. Le componenti trasversali dell’ uguaglianza: 

(97,7) danno D, = r°E; sostituendovi £, = ea8BDp (ove eg} è una. 
componente del tensore inverso :a- &4f): otteniamo 


(n°266 — ea}) De =0. :11.(97,24) 
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-La condizione di compatibilità di queste due (a = 14, 2} equazioni 
«con due incognite D,, D, consiste nell’uguaglianza a zero del loro 
‘determinante 

det|n-28,8— 261 =0. (97,22) 
“Ovviamente, questa condizione coincide con l'equazione di Fresnel 
scritta nelsistema di coordinate x, y, z iniziale. Ora vediamo, tuttavia, 
«che corrispondenti a due valori n i vettori D sono diretti lungo gli 
assi principali del tensore simmetrico bidimensionale del secondo 
‘ordine exp. Ne segue in accordo con teoremi generali che questi due 
vettori sono mutuamente perpendicolari. In tal modo, in due onde 
<on medesima direzione del vettore d’onda i vettori di induzione elet- 
trica sono polarizzati linearmente in due piani 
mutuamente perpendicolari. 

Le equazioni (97,21) ammettono: un’interpre- 
tazione geometrica semplice. Costruiamo nel 
sistema delle coordinate x, y,z {ritorniamo così 
agli assi dielettrici principali) un ellissoide ten- 
soriale corrispondente al tensore e;ji, in altre 
parole costruiamo la superficie 


-1 . x? n. y? z2 ' Lo 
a ta&a=To tao + 753! (97,23) 


Fig. 52 (fig. 52). Facciamo intersecare l’ellissoide con 

un piano passante per il suo centro e perpendi- 

«colare alla direzione data n. La figura dell’intersezione nel caso gene- 

‘rale sarà un’ellisse; le lunghezze dei suoi assi principali determi- 

nano valori n e le loro direzioni danno le direzioni corrispondenti di 
«oscillazioni (vettori D). 

È evidente da questa costruzione (nel caso generale di e), el), 
.£4) diverse) che se il vettore d'onda è diretto, ad esempio, lungo l’as- 
.se x, allora gli assi y e z saranno direzioni della polarizzazione D. 
Se, invece, il vettore n giace in uno dei piani coordinati, per esempio, 
‘nel piano xy, allora una delle direzioni della polarizzazione giace 
.anch’essa nel piano xy e l’altra è perpendicolare. 

Di proprietà analoghe godono le polarizzazioni di due onde a dire- 
‘zione medesima del vettore radiale. Qui, al posto delle direzioni 
.dell’induzione D, si devono considerare le direzioni del vettore s 
‘trasversale rispetto al vettore E, fra l’altro, al posto delle equazio- 
.ni (97,21) avremo le equazioni analoghe 


(s-28.6— an) Ep =0. (97,24) 


In questo caso la costruzione geometrica si realizza mediante l’ellis- 
.soide tensoriale 


eipCity > ee? +e? Le) = 14, (97,25) 
«Corrispondente al tensore diretto e; (ellissoide di Fresnel). 
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Si deve sottolineare che le onde piane propagantisi nel mezzo 
anisotropo risultano di essere linearmente polarizzate in determinati 
piani. Sotto questo aspetto le proprietà ottiche dei mezzi anisotropi 
differiscono notevolmente dalle proprietà dei mezzi isotropi. Un’onda 
piana propagantesi nel mezzo isotropo sarà polarizzata, in generale, 
ellitticamente e soltanto in casi particolari la polarizzazione ellittica 
sì riduce a quella lineare. Questa distinzione essenziale è dovuta al 
fatto che il caso dell’isotropia totale di un mezzo è in un certo senso 
degenere: a due direzioni della polarizzazione corrisponde qui lo stes- 
so vettore d'onda al posto di due vettori d'onda distinti (con medesi- 
ma direzione) nel caso generale del mezzo anisotropo; propagandosi 
con lo stesso valore n due onde polarizzate linearmente si sommano 
in una polarizzata ellitticamente. 


Problema 
Esprimere le componenti del vettore radiale s in funzione delle componenti 
di n negli assi dielettrici principali. o I 
Soluzione. Derivando rispetto a #; il primo membro dell’equazione f (n) = 0 
(97,10) e determinando in seguito il coefficiente di proporzionalità fra sj e 0//0r;, 
dalla condizione ns = 41 ricaviamo le seguenti formule esprimenti il legame fra 
i vettori s e n: 


Sa e(X) (e(V) -L-e(2)) — 2e(X)nî — (e(*) | e(0)) né — (e() + e(2)) nî 
Mx = 2e(X)e(V)e(7)—n2e(%) (e(V)L-e(2)) — nfe(V) (e(%) 4-e(2)) — n2e(2) (e(€) +e) 


e analogamente per sy, 3. 


$ 98. Proprietà ottiche dei cristalli iniassici 


Le proprietà ottiche d’un cristallo dipendono principalmente dalla 
simmetria del suo tensore dielettrico &;,. Sotto questo aspetto tutti 
i cristalli si dividono in tre categorie: cubici, uniassici e. biassici 
(cfr. $ 13). 

In un cristallo del sistema cubico 8&;x = €à;a; vale a dire che le 
direzioni degli assi principali sono completamente arbitrarie, mentre 
i tre valori principali del tensore sono coincidenti, Perciò i cristalli 
cubici per loro proprietà ottiche non differiscono in generale dai 
corpi isotropi. 

Sono uniassici i cristalli dei sistemi romboedrico, tetragonale 
e esagonale. Uno degli assi principali del tensore £;, coincide qui 
con l’asse di simmetria del terzo, quarto o sesto ordine, rispettiva- 
mente; questo asse si chiama asse ottico del cristallo (con questo 
asse intenderemo più avanti l’asse z e il valore principale corrispon- 
dente di &;, indicheremo con €). Le direzioni degli altri due assi 
principali (nel piano perpendicolare all'asse ottico) sono arbitrarie 
e i valori principali corrispondenti del tensore dielettrico coincidono 
(sono indicati più avanti con £;). 
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Se nell'equazione di Fresnel (97,10) poniamo el = e = e; 
e e = eq, l’espressione al suo primo membro si scinde in due 
fattori quadratici: 
(n2— e.) (enni +e (ni +ny)>€;e,]=0 
In altre parole, l'equazione del quarto ordine si scinde in due equa- 
zioni del secondo ordine: 
n°=e,, (98,1) 


nz nani 
Ciò significa geometricamente che la superficie dei vettorî d’onda 


(che, in generale, è una superficie del quarto ordine) si divide in 
due superficie separate: sfera ed ellissoide. Nella fig. 53 è rappresen- 


Fig. 53 


tato il taglio longitudinale di queste superficie. Qui sono possibili 
due casi: se e, > ey, allora la sfera si trova al di fuori dell’ellissois 
de; se 8, < €, si trova nel suo interno (nel primo caso il cristallo 
uniassico si dice negativo, nel secondo caso positivo; fig. 03). Ambedue 
le superficie sono tangenti in due punti, ossia in poli opposti giacenti 
sull’asse r,. In altre parole, alla direzione dell'asse ottico corrispon= 
de un solo valore del vettore d'onda. | 

Di forma analoga gode la superficie radiale. Secondo la regola 
(97,19) la sua equazione si ricava dalle (98,1-2) sotto la forma 


= Ale, (08,3) 
2153 + ey (s3-+ 59) = 1. (98,4) 


Nel cristallo positivo l'ellissoide è delimitato «dalla sfera, e nel 
cristallo negativo viceversa. 

Vediamo così che nel cristallo uniassico si possono propagare 
onde di due tipi. Nei confronti di un tipo di tali onde (dette onde 
ordinarie) il cristallo si comporta come. corpo isotropo con l'indice 
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di rifrazionen = } 8;. Il valore assoluto del vettore d’onda è uguale 
a @rn/c a prescindere dalla sua direzione, mentre la direzione del 
vettore radiale coincide con quella n. 

Nelle onde del secondo tipo (onde straordinarie) la grandezza del 
‘vettore d’onda dipende dall'angolo di sua inclinazione 0 verso l’asse 
ottico. In accordo con la formula (98,2) si ha 

41. sen?0 


— oott0. (98,5) 


2 
n È | EL 


Quanto al vettore radiale delle onde straordinarie, la sua direzione 
non coincide con quella del vettore d'onda, ma appartiene allo stesso 
piano passante per l’asse ottico (questo piano si chiama sezione 
principale appartenente a n dato). Supponiamo che questo piano 
coincida con il piano xz; derivando il primo membro dell’uguaglian- 
za (98,2) rispetto a rn, e n, e considerando il rapporto tra queste deri- 
vate troviamo la direzione del vettore radiale 
Sx. ___ EsNax 


$z a €|Pz ° 


In altre parole, l'angolo 0’ formato dal vettore radiale e l’asse ottico 
è legato all'angolo 0 dalla semplice relazione 


tg 0 => tg0. (98,6) 
Î 


Le direzioni n e s coincidono per le sole onde propagantisi lungo 
l’asse ottico e perpendicolarmente a quest’ultimo. 

La questione della direzione delle onde ordinaria e straordinaria 
si risolve molto semplicemente. A tale scopo è sufficiente osservare 
che i quattro vettori E, D, s, nin ogni onda sono coplanari. Nell’on- 
da straordinaria le direzioni s e n non coincidono ma appartengono 
alla stessa sezione principale. Perciò questa onda è polarizzata in 
modo tale che i vettori E e D giacciano nella stessa sezione. D'altra 
parte, i vettori D nelle onde ordinaria e straordinaria con la stessa 
direzione n (o i vettori E per le direzioni uguali s) sono mutuamente 
perpendicolari. Perciò la polarizzazione dell'onda ordinaria è tale 
che E e D giacciano nel piano perpendicolare alla sezione principale. 

Fanno eccezione le sole onde che si propagano lungo l’asse ottico. 
In questa direzione la distinzione tra onde ordinarie e straordinarie 
scompare e le loro polarizzazioni si sommano rispettivamente gene- 
rando nel caso generale un’onda polarizzata ellitticamente. 

Il fenomeno di rifrazione dell'onda piana incidente sulla super- 
ficie di un cristallo differisce notevolmente dalla rifrazicne sulla 
frontiera di due mezzi isotropi. La legge di rifrazione (e della rifles- 
sione) anche qui si ottiene dalla condizione di continuità della 
tangente al piano di separazione della componente n; del vettore 
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d'onda. Perciò il vettore d’onda dell’onda rifratta (e di quella rifles- 
sa) giace nel piano di incidenza. In questo caso, tuttavia, nei cri- 
stalli compaiono contemporaneamente due onde rifratte distinte 
(birifrangenza) rispettivamente a due valori possibili della com- 
ponente normale n,, dati dall’equazione di Fresnel per n; assegnato. 
Inoltre, è necessario ricordare che la direzione di propagazione dei 
raggi osservabile è determinata non dal vettore d’onda, ma dal 
vettore radiale s; essa differisce dalla direzione n e nel caso generale 
giace all’esterno del piano di incidenza. 

Per rifrazione nel cristallo uniassico compaiono onde rifratte 
ordinaria e straordinaria. La prima è assolutamente analoga alle 
onde comuni rifratte nei corpi isotropi; in particolare, il suo vettore 
radiale (coincidente per direzione con il suo vettore d’onda) giace nel 
piano di incidenza. Quanto alla direzione del vettore radiale dell’on- 
da straordinaria, essa giace in generale fuori del piano di incidenza. 


Problemi 


41. Trovare la direzione del raggio straordinario per rifrazione della luce 
(incidente dal vuoto) sulla superficie del cristallo uniassico, perpendicolare al 
suo asse ottico. i 

Soluzione. In questo caso il raggio rifratto resta nel piano di incidenza (co 
quale intendiamo il piano xz con l’asse z lungo la normale alla superficie). Per. 
rifrazione si conserva la componente x del vettore d’onda n, = sen È (ove dè 
l'angolo di incidenza); la componente n, per l’onda rifratta ricaviamo dall’e- 


spressione (983,2): 
€ 1/2 


La direzione del raggio rifratto td è l'angolo di rifrazione) troviapio in accordo 
con la formula (98,6): 


tgd= CE Rx __ Ve, sen è 
e nz Ve, (e — sen? d) 


2. Trovare la direzione del raggio straordinario per incidenza normale della 
luce sulla superficie del cristallo uniassico con asse ottico diretto in modo 
ualsiasi. a n 
1 Soluzione. Il raggio rifratto giace nel piano 2 passante per la normale alla 
superficie (asse 2) e l’asse ottico; a è angolo tra l’asse ottico e la normale. Il 
vettore radiale (le cui componenti sono proporzionali alle derivate del primo 
membro dell'equazione (98,2) rispetto alle componenti corrispondenti di n) sarà 


proporzionale a 


n di 


ove l è il vettore unitario nella direzione dell’asse ottico. In questo caso il vet- 
tore d'onda n è diretto lungo l’asse z in modo che | 


1 4 | sen?a ,-cosìa 
Sx DÒ COSA sen è (>) 8z co = 4 
È, | | "1 
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Di qui ricaviamo per l'angolo di rifrazione 9’ la seguente espressione: 
tn o (e IT €.) sen 20 
ta ss &yte,t+(8p —£,) 0052a ‘ 


$ 99. Cristalli biassici 

Nei cristalli biassici tutti e tre i valori principali del tensore £;z 
sono distinti. Tali sono cristalli dei sistemi triclino, monoclino 
e ortorombico. Nei cristalli del sistema triclino la posizione degli 
assi dielettrici principali non è legata a nessuna direzione cristallo- 
grafica determinata; in particolare, essa varia con la frequenza varia- 
bile dalla quale dipendono tutte le componenti del tensore &;x. 
Nei cristalli del sistema monoclino è fissato cristallograficamente 
uno degli assi dielettrici principali (che coincide con l’asse di sim- 
metria del secondo ordine o è perpendicolare al piano di simmetria); 
la posizione degli altri due assi principali dipende dalla frequenza. 
Infine, nei cristalli del sistema ortorombico è fissata la posizione di 
tutti e tre gli assi principali che devono coincidere con i tre mutua- 
mente perpendicolari assi di simmetria del secondo ordine. 

Lo studio delle proprietà ottiche dei cristalli biassici è legato 
con l'esame dell'equazione di Fresnel nella sua forma generale. 

Per fissare le idee, nel seguito supporremo che 


et < e) < 209. (99,1) 


Per precisare il carattere formale della superficie del quarto ordine 
definita dall’equazione (97,10) troviamo soprattutto la forma delle 
sue sezioni con i piani coordinati. Ponendo n, = 0 nell’equazione, 
troviamo che il suo primo membro si divide in due fattori 


(n? _ el) (en + Uni — ele(4)) —_ 0. 


Ne risulta che il contorno della sezione nel piano xy consta di cerchio 


nî = el) (99,2) 
e di ellisse 
2 2 
Na yu —. 
ata! (99,9) 


fra l’altro, in accofdo coù la condizione (99,1) l’ellisse si trova 
all’interno del cerchio. Analogamente troviamo che le sezioni prodotti 
dai piani yz e xz anch'essi sono un’ellisse ed un cerchio ma nel piano 
yz l’ellisse si trova all’esterno del cerchio e nel piano zz essi si inter- 
secano reciprocamente. In tal modo, la superficie dei vettori d'onda 
è superficie autointersecantesi del tipo rappresentato nella fig. 54 
(la superficie qui è data in un ottante). 
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Questa superficie ha quattro punti singolari, ossia quattro punti 
di autointersezione giacenti ciascuna in ogni quadrante del piano xz. 
I punti singolari della superficie data da un’equazione della forma 
f (x, ny; n,) = 0 sono definiti, comeè noto, dall'uguaglianza a zero 
di tutte e tre le derivate prime della funzione f. Derivando l’espres- 
sione a primo membro dell’equazione (97,10), otteniamo le seguenti 
equazioni: 


Ns [e®) (e) + e() — N? (c(©nt + ent + eni) = 0, 
Ny [e) (e + el) — £()n2 — (eni. + eOnj 4 eln3)} — 0, (99,4) 
mez [e (e) + e) — en? — (eng + Oni +.eOn2)] —0 


(fra l’altro, deve essere soddisfatta, ovviamente, anché l'equazione 
(97,10) stessa). Sapendo a priori che le direzioni cercate n giacciono 


Fig. 54 


nel piano xz, poniamo n, = - 0 e dalle due equazioni restanti dopo 
un semplice calcolo. ricaviamo 1) 


e(?) (e(V) — e(x)) e(*) (e(Z) — e(4) 
2 — EPTO E nî = 775 eV 
x e(Z2) — e(x) ra e(7) — e(X) ° 


(99,9) 


Le direzioni di questi vettori n sono inclinati verso l’asse z sotto un 
angolo f per il quale 


ne La _ VASCO ef?) (eV) — 8(0) È 
tieh=tV Geo) * (99,6) 
1) E facile vedere immediatamente che la soluzione così ottenuta è l’unica 
soluzione reale delle equazioni (99,4). Se tutte e tre le componenti rx, ny; 2, 
sono non nulle, allora le tre equazioni (99,4) sono in contraddizione reciproca (in 


esse infatti figurano le sole due incognite: n? e £(%) nf + €) nj + e()n}). 
Se, invece, n, = 00 n,=0, allora le equazioni hanno  luzioni i immaginarie, 
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Questa formula definisce due assi (due direzioni) nél piano 72 ognuno 
dei quali passa per due punti singolari opposti ed è inclinato sotto 
l'angolo ff verso l’asse z. Essi si chiamano assi ottici (o binormali) 
del cristallo; nella fig. 54 uno di essi è dato in tratteggio. Le direzioni 
degli assi ottici sono, evidentemente, uniche direzioni in cui il vet- 
tore d'onda può assumere un solo valore 1). 

Di proprietà analoghe gode la superficie radiale. Per ottenere le 
formule corrispondenti è sufficiente sostituire n con s e € con 1/e. 
In particolare, esistono due assi ottici dei raggi disposti anch'essi nel 
piano xz ed inclinati verso l’asse z sotto un angolo Va 

e(V) — g(*) e(x) si 
t8y= Vo. e(2) — 8 (0) Va Der (99,7) 
Poiché e© < e, allora y< f. 

Le direzioni di n ed s coincidono soltanto per le onde che si 
propagano lungo gli assi coordinati (cioè assi dielettrici principali). 
Se n giace in qualche piano coordinato, allora s si trova nello stesso 
piano. Questa regola ha, però, un'eccezione importante — per i vet- 
tori d'onda diretti lungo gli assi ottici. 

Le formule generali che definiscono il vettore s in base al vettore n 
(cir. problema del $ 97) con la sostituzione in esse del valore n dato 
dalla (99,0) forniscono un’indeterminazione della forma 0/0. L'’ori- 
gine e il significato di questa indeterminazione sono del tutto com- 
prensibili dalle considerazioni geometriche seguenti. In prossimità 
del punto singolare le cavità esterna e interna della superficie dei 
vettori d'onda rappresentano coni di vertice comune. In questo vertice 
(punto singolare) la direzione della normale alla superficie diviene 
indeterminata, mentre le formule suindicate determinano la dire- 
zione s come direzione della normale vera e propria. In realtà, al 
vettore d’onda diretto lungo l’asse ottico (binormale) corrisponde 
un’infinità di vettori radiali le cui direzioni descrivono una super- 
ficie conica (cono di rifrazione conica interna)?). 

Per trovare questo cono sarebbe possibile studiare le direzioni 
delle normali nell’intorno del punto singolare. Il più intuitivo 
sarebbe, tuttavia, un procedimento basato sulla costruzione geo- 
metrica mediante la superficie radiale. 

Nella fig. 55 è rappresentata in un quadrante ‘(con curve continue) 
la sezione radiale della superficie con il piano xz. Con gli stessi assi 
coordinati è rappresentata (su scala modificata in modo qualsiasi) 
la sezione della superficie dei vettori d'onda, ove la retta OS è asse 
ottico del raggio e ON binormale; il vettore d’onda corrispondente 


1) Nell’ellissoide tensoriale (97,23) le binormali sono determinate come 
direzioni perpendicolari alle sezioni circolari dell’ellissoide. Come è noto, l’ellis- 
soide a tre assi ha due queste sezioni circolari. 


2) Il fenomeno della rifrazione conica trattato più avanti è stato predetto 
da W.R. Hamilton nel 1833. 
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al punto N indichiamo con ny. Si vede facilmente che al punto sin- 
golare N della superficie dei vettori d'onda corrisponde sulla super- 
ficie radiale un piano tangente singolare, ossia il piano perpendico- 
lare alla direzione ON e tangente alla superficie non in un punto 
separato, bensì lungo un’intera curva (la quale risulterà di essere 
circonferenza). Nella fig. 55 la 
sezione con questo piano è rap- 
presentata mediante il .seg- 
mento ab. Ciò deriva imme- 
diatamente dalla conformità 
ceometrica tra superficie dei 
vettori d'onda e quella radia- 
le (cfr. $ 97): se in un punto s 
della superficie radiale trac- 
ciare un piano tangente la 
perpendicolare abbassata dal- 
l’origine delle coordinate a 
questo piano coincide per dire- 
zione con n e per valore con 
1/n, ove n è il vettore d'onda 
Fig. 59 corrispondente a s dato. Nel 
caso considerato esiste un’infi- 
nità di vettori s corrispondenti allo stesso n = ny; perciò tutti i 
punti corrispondenti a questi vettori sulla superficie radiale de- 
vono appartenere a un medesimo piano tangente e quest’ultimo è 
perpendicolare a ny. Quindi, il triangolo Oad nella fig. 55 è la 
traccia della sezione del cono della rifrazione conica interna con 
il piano zz. 

Il calcolo quantitativo del quadro geometrico descritto. non 
presenta difficoltà alcuna, ma non lo facciamo qui limitandoci alla 
scrittura delle formule definitive. L'equazione della circonferenza 
lungo la quale il cono della rifrazione conica interna interseca la 
superficie radiale è data dall'insieme delle formule seguenti: 


(e) — el) sj + (5, Ve (e) —_ e) —s$, Ve (e) — e(0)) x 


| e(7) — e(9) / (0) — e(2) 
è | sa e(*) — SV (3) )= 0, (99,8) 
Sx Ve (el) — e(9)) +8, VA ( e(2) _ e) =V ed —- (©). 


La prima di queste equazioni, SE CON Sy; :Sy; $z in essa intendiamo le 
tre variabili indipendenti, è l’equazione esprimente il cono stesso 
di rifrazione. La seconda invece dà l'equazione del piano tangente 


(alla superficie radiale). In particolare, per sy = Ola prima equazione 
(99,8) si divide in due equazioni 

Sx 82) (e) 8) de y/ OZ 8(2) (eV) — e(2)) 

ss Vas) sg) (eF)—e0) ? 
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che determinano le direzioni dei raggi estremi (0a e Ob, rispettiva 
mente, nella fig. 55) nel piano della sezione xz. La prima di quest’ul- 
time coincide con la direzione della binormale (cfr. la formula (99,6)) 
che al tempo stesso è perpendicolare alla tangente ab. 

La situazione analoga si verifica per i vettori d'onda corrispon- 
denti a un dato vettore radiale. Al vettore s diretto lungo l’asse ottico 
radiale corrisponde un'infinità di vettori d'onda le cui direzioni 
riempiono il cosiddetto cono di rifrazione conica esterna (nella fig. 55 
il triangolo Va'd' è la traccia della sezione di questo cono con il piano 
xz). Le formule corrispondenti si ottengono, come sempre, mediante 
le sostituzioni s+ n, e+ 1/e nelle formule (99,8) e sono 


el) (e) — 800) n 4 (n, VeO— ed _ n, Ve) x 
X (ny809 Vee ne V e(V) — 89) =0, (99,9) 
ny V eV _ e) L n, VASO, _ 50) = Ve) (e (0) . 


Per un'osservazione efficace della rifrazione conica interna si 
può 1) ricorrere a una lamina pianoparallela tagliata da un cristallo 
in modo perpendicolare alla binormale (fig. 56). La superficie della 
lamina è coperta da un diaframma sot- 
tile che separa dall’onda piana incidente 
(onda con una determinata direzione del 
vettore d’onda) in modo perpendicolare 
alla lamina un fascio sottile. Il vettore 
d'onda della luce capitata nella lamina 
avrà la direzione coincidente con la binor- 
male, e perciò i suoi raggi saranno distri- 
buiti sulla superficie del cono della rifra- 
zione interna. Quanto alla luce uscente 
dalla superficie opposta della lamina e Fig. 56 
avente lo stesso vettore d’onda della luce 
incidente, essa sarà distribuita sulla superficie di un cilindro cir- 
colare. sa È 

Per l'osservazione della rifrazione conica esterna la lamina deve 
essere tagliata perpendicolarmente all’asse ottico radiale, mentre le 
sue ambedue superficie devono essere coperte da diaframmi con piccoli 
fori disposti precisamente l’uno di fronte all’altro. Se la lamina 
va illuminata da un fascio di luce convergente (cioè dal fascio conte- 
nente raggi con tutte le direzioni possibili n)i diaframmi individue- 
ranno all’interno della lamina raggi con le direzioni s lungo l’asse 
ottico radiale e, rispettivamente, con le direzioni n che riempiono la 
superficie del cono di rifrazione conica esterna. La luce uscente 
dal secondo foro sarà distribuita anch'essa sulla superficie conica 


DI 


1) La descrizione chè segue è molto schematica. 
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(la quale; tuttavia, per rifrazione all'uscita non ‘coincide ‘esattamente 
con il cono di rifrazione esterna). 

Le leggi della rifrazione sulla superficie del cristallo biassico 
per incidenza qualsiasi sono estremamente complicate e noi qui non 
ci soffermiamo sulla loro descrizione !). Indichiamo soltanto che 
a differenza del caso dei cristalli uniassici le due onde rifratte sono 
« straordinarie » e i loro raggi non appartengono al piano di incidenza. 

Secondo la convenzione del $ 97 studiamo l’ottica dei cristalli 
trasparenti. Ricordiamo qui, tuttavia, una proprietà dei cristalli 
biassici con la quale ; si potrà avere a che fare tenendo conto dell’as- 
sorbimento. 

Consideriamo un'onda piana uniforme che si propaga in un cristal- 
lo; in essa n è un vettore complesso con direzione uguale delle parti 
reale e complessa: n = nv, ove v è il vettore unitario reale e n = 
= n (@) una grandezza complessa. Per v dato l’equazone di disper- 
sione (97,21) in forma sviluppata è 


n — n°? (MQ + 22) + Names — Nîa = 0, 
ove Min = € e 4, 2 sono indici tensoriali nel “piano perpendicolare 
a v. Questa equazione quadratica rispetto a n-* ha radice multipla se 


Nas — Ma = + 20” (99,10) 


in questo caso n° = = (Mu + )22)/2. Nel caso. ‘di ‘assorbimento il 
tensore nix = Mik +. iniz è complesso. 

Nei cristalli biassici gli elissoidi dei tensori ni e nia sono a tre 
assi e i rapporti tra lunghezze dei loro semiassi (e nei cristalli dei 
sistemi triclino e monoclino anche le loro direzioni) sono distinti 
per ambedue i tensori. Sotto queste condizioni i tensori bidimensio- 
nali nap e Nap non si riducono, in generale, contemporaneamente agli 
assi principali. L'angolo ® tra assi principali di ambedue i tensori 
è una funzione di due variabili indipendenti (di angoli che determi- 
nano la direzione v). Quindi, per frequenza data @ può esistere un 
însieme monoparametrico di direzioni v per le quali è = n/4. Con 
questo valore dell’angolo ® la parte immaginaria dell’equazione 
complessa (99,10) è soddisfatta identicamente e la parte reale assume 
la forma 


ni— n= Mi — nf). (99,11) 


ove gli indici 1 e 2 denotano i valori principali dei. tensori corri- 
spondenti 2). Qualunque siano. gli assi x,, xa le equazioni (97,21) 


. 1) Per calcoli corrispondenti si veda l’articolo di G. Szivessy « Kristallop- 
tik » nel libro Handbuch der Physik, Bd. XX — Berlin, 1928. 

2) E facile capire quanto detto intendendo con assi 2}, xy le direzioni degli 
assi principali del tensore ngg ed esprimendo le componenti del tensore Nap in 
funzione dei suoi valori principali. 
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danno ora 
Dy/D,1 = (M23 — N11)/212 = ti, 


ove due segni che precedono il secondo membro dell’uguaglianza 
corrispondono a due segni della (99,10). In tal modo, le condizioni 

= 1/4 e (99,11) determinano insieme per ogni valore © una dire- 
zione v nella quale può propagarsi la sola onda di polarizzazione 
circolare di un segno, sinistra o destra, a seconda del segno con il qua- 
le è soddisfatta la condizione (99,10) (W. Voigt, 1902). Questa dire- 
zione nel cristallo si dice singolare o asse ottico circolare. 

In accordo con la teoria generale delle equazioni differenziali 
lineari la seconda soluzione indipendente delle equazioni del campo 
contiene, in questo caso, accanto al fattore esponenziale exp (invr) 
(contenente in sé anche indebolimento) un altro fattore lineare 
rispetto alle coordinate della forma a + bvr 1). La polarizzazione di 
quest'onda varia lungo il raggio, ma in fin dei conti all'aumentare 
di vr si stabilisce la stessa polarizzazione circolare come nella prima 
onda (ciò diventa evidente osservando che nel limite indicato per 
sostituzione della soluzione nell'equazione del campo si deve deriva- 
re il solo fattore esponenziale; allora la differenza tra ambedue le 
soluzioni scompare). 

Sottolineiamo la distinzione dell’asse singolare dal caso in cui la 
doppia radice dell’equazione di dispersione compaia automatica- 
mente in virtù della simmetria del cristallo. Per una luce propagante- 
si lungo l’asse ottico del cristallo uniassico il tensore bidimensionale 
mag ha la forma nyg = nò,g e la condizione (99,10) è soddisfatta 
identicamente. In questo caso le equazioni (97,21) hanno due solu- 
zioni indipendenti con polarizzazioni diverse. 


$ 100, Birifrangenza in un campo elettrico. 


Un corpo isotropo diviene anisotropo nel campo elettrico co- 
stante. La comparsa di questa anisotropia può essere descritta come 
risultato del cambiamento della permettività dielettrica sotto influs- 
so del campo costante. Sebbene questo cambiamento sia relativa- 
mente debole, nel caso considerato esso è notevole in quanto conduce 
a cambiamento qualitativo delle proprietà ottiche del corpo. 

Indichiamo in questo paragrafo con E l’intensità del campo elet- 
trico costante nel corpo ?) e sviluppiamo il tensore dielettrico &;x 
in potenze di questa grandezza. Nel corpo isotropo si ha nell’appros- 
simazione zero &;, = e%$;,. In €; non possono essere termini del 
primo ordine rispetto al campo poiché nel corpo Isotropo non esiste 


1) Di questa ‘soluzione si deve tener conto, ad esempio, nei problemi della 
riflessione e della rifrazione della luce propagantesi lungo l’asse singolare. 
2) Non confondere con l’intensità del campo elettrico variabile debole 


dell'onda 
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nessun vettore costante mediante il quale si potrebbe costruire ten- 
sore del secondo ordine lineare rispetto a E. Perciò i termini dello 
sviluppo successivi di e;, saranno quadratici rispetto al campo. Con 
le componenti del vettore si possono formare due tensori simmetrici 
del secondo ordine: £E?$;j e E;E,. Il primodi essi non modifica la sim- 
metria del tensore e‘%8;, e, se a quest’ultimo associamo un termine 
della forma cost-E?8;,, ciò si riduce a una piccola correzione alla 
costante scalare e‘; questa correzione, evidentemente, non implica 
la comparsa di certa anisotropia ottica e perciò è priva di interesse. 
Otteniamo così la seguente forma del tensore dielettrico dipendente 
dal campo: i 


ein = En + aE Eno (100,1) 
ove a è una costante. 


— Uno degli assi principali di questo tensore coincide con la direzione 
del campo elettrico e il valore principale corrispondente è 


e = 8090 + af?. (100,2) 
Gli altri due valori principali sono uguali: 
e, = 809, (100,3) 


e la posizione degli assi principali corrispondenti nel piano perpendi- 
colare al campo è arbitraria. Quindi, il corpo isotropo nel campo 
elettrico si comporta otticamente come cristallo uniassico (effetto 
Kerr). | 

Un cambiamento della simmetria ottica nel campo elettrico può 
aver luogo anche per il cristallo (così, il cristallo otticamente unias- 
sico può trasformarsi in biassico, un cristallo cubico otticamente 
isotropo può divenire otticamente anisotropo). A differenza del feno- 
meno corrispondente nei corpi isotropi, qui l’effetto può essere anche 
del primo ordine rispetto al campo. A questo effetto lineare corrispon- 
de un tensore dielettrico della forma 


eg =e + n iE; (100,4) 


ove l'insieme di coefficienti @;,; costituisce un tensore del terzo 
ordine simmetrico rispetto agli indici i e £. La simmetria di questo 
tensore coincide con la simmetria del tensore piezoelettrico. Perciò 
l’effetto considerato si verifica nei cristalli delle stesse 20 classi che 
ammettono la piezoelettricità. 


$ 101. Effetti magneto-ottici 


Se esiste il campo magnetico costante H !) il tensore e; (©; H) 
cessa di essere simmetrico. Il principio di simmetria generalizzato 


1) Non confondere con il campo periodico debole dell'onda elettro- 
magnetica! 
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dei coefficienti cinetici lega le componenti £;, e ex; in diversi campi: 
€: (H) = eg (—H). (101,1) 


La condizione che l’assorbimento sia assente non richiede altro 
che questo tensore sia hermitiano: 


€ in = kt (104, 2) 


(come ciò si vede dalla (96,9)) e non reale. Dalla (1014, 2) non risulta 
altro che le parti reale e immaginaria del tensore e;, devono essere 
simmetrica e antisimmetrica, rispettivamente: 


&in=8hi Cin => — €hé (104,3) 
Tenendo conto della formula (101,1) abbiamo 


Eih (H) = Ehi (H) = E;r( — H), 


cin (MH) = — ci: (H)= —e(—H), (019) 
vale a dire che nel mezzo non assorbente le grandezze &j, sono funzio- 
ni di H pari e le grandezze e; funzioni dispari. 

Delle stesse proprietà di simmetria gode, evidentemente, anche 
il tensore inverso ej}. Nei calcoli ulteriori sarà più comodo operare 
proprio con questo tensore. Per evitare numerosi indici introduciamo 
per esso la notazione speciale seguente 1): 


cin = Ma = Mr tini (101,5) 


(che abbiamo già usato precedentemente). 

Comeè noto, ogni tensore antisimmetrico delsecondo ordine è equi- 
valente (duale) a un vettore assiale; per il tensore njx indichiamo que- 
sto vettore con G. Mediante il tensore unitario antisimmetrico €;z; 
il legame tra le componenti del tensore n; e del vettore G si scrive 
sotto la forma | 


Mir = Cini (101,6) 
e nelle componenti: 


Il legame E; = nigDaÒ fra induzione e intensità elettrica assume la 
forma in questo caso 


Ej= (Min + ieimG)Dr = Nin Dr +i{DG],. (101,7) 
In modo analogo si scrive la dipendenza diretta di D da E: 
D;= gipEn + i {Eg],. (101,8) 


1) Ovviamente, nix e nia non sono tensori inversi di &jkh 0 Lik. 
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Il legame tra i coefficienti nelle espressioni (101,7) e (101,8) è dato 
dalle formule | se 


, 1 dee ’ 4 , 
Nik = lea le 1-88}. Gi = — Tel fiabh» (104,9) 


ove | e |e|e' | sonodeterminanti dei tensori £;, e €; (cfr. problema 
del $ 22). Un mezzo con questa forma della dipendenza di D da E 
si chiama girotropo. Il vettore g si dice vettore di girazione e.G vettore 
di attività ottica. E E 

"Studiamo sotto aspetti generali it'carattere delle onde propaganti- 
sì in un mezzo girotropo qualsiasi supponendo in questo caso il 
mezzo anisotropo e non avanzando nessuna ipotesi sul valore del 
campo magnetico 1). | | n. 

Consideriamo la direzione del vettorè d'onda ‘come l’asse z e scri- 
viamo l'equazione (97,21): 


(Mas _ S 6,8 3:Do = (‘e + ina — Lai 828) Dg=0, (101,40) 


ove gli indici a, f assumono i valori x, y. Facciamo coincidere le 
direzioni degli assi x e y con gli assi principali del tensore bidimensio- 
nale ngg e indichiamo i valori principali corrispondenti di quest’ul- 
timo con noi e n03; allora le equazioni assumono la seguente forma: 


( 1 i) Ds +iG,Dy=0, 


ni n. 


(401,14) 


— (G:D:+(---5)D,=0. 


nio 
La condizione che il determinante di questo sistema sia nullo dà l’equa- 
zione quadratica rispetto a n° 


( 1 1) ( 1 Le) =G}, (101,12) 


nî o mil \no nisi. 
le cui radici determinano due valori di n riferiti a una data direzio- 
ne n?): 


La i(t4t)ayi 1 — iu)" +62. (101,13) 


TO 9 
n? 2 ni, nie 01 


1) Come prima, supponiamo il mezzo non magnetico rispetto al campo 
variabile dell’onda elettromagnetica (ponendo cioè pu;r (0) = d;a). Tuttavia, 
con ciò non si esclude la possibilità di magnetizzazione del mezzo dal campo co- 
stante (vale a dire che la permeabilità statica può essere diversa da 1). 

Tutte le proprietà suindicate di €;p (0) si riferiscono nella stessa misura al 
tensore Li; (0) quando nel dominio di frequenze in esame è sensibile la disper- 
sione della permeabilità magnetica. _ o) 

2) Se il campo non esiste, G = 0 e n'= yy 0°f99. Tuttavia, si deve tener 
conto che se il campo esiste le grandezze ry1 @ ro, nell'equazione (101,12) non 
hanno, in generale, significato dei valori n per H = 0 poiché dal campo dipende 


non il solo vettore G, ma dipendono anche le componenti del tensore nik. 
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Sostituendo di nuovo questi valori nelle equazioni (101,14), troviamo 
le rispettive relazioni 


VIA 
(101,14) 


Il rapporto puramente immaginario D /D, significa che le onde 
sono polarizzate ellitticamente e che gli assi PrNPDA delle ellissi 
di polarizzazione coincidono con gli assi z, Il prodotto di due 
valori di questo rapporto è uguale, come si vede facilmente, a uno. 
In altre parole, se in un'onda 


(ove il numero reale g è il rapporto tra lunghezze degli assi dell’ellisse 
di polarizzazione), nella seconda onda 


D,= — iDylo. 


Ciò vuol dire che le ellissi di polarizzazione di ambedue le onde 
hanno medesimo rapporto tra gli assi ma ruotate l’una rispetto 
all'altra di 90°; la direzione della rota- 
zione in esse è opposta (fig. 57). 

Se in ambedue le onde indichiamo 
i vettori D con D; e D,., le relazioni 
ottenute si possono $ scrivere nella seguen- 
te forma: 


DDî = _ DxDist D,y Di y = = 0. 


Questa relazione esprime la proprietà 
generale degli autovettori che compaiono 
per riduzione del tensore hermitiano (in 
questo caso del tensore Ma8). agli assi Fig. 57 
principali. 

Le componenti del vettore G e del tensore njx sono funzioni dell’in- 
tensità del campo magnetico. Se (come di solito si verifica) il campo 
magnetico è relativamente debole lo si può sviluppare in potenze. 
Il vettore G è nullo se non esiste campo; perciò nel campo debole si 
può porre 


Gi= fnHn (101,15) 


ove fig è un tensore del secondo ordine, in generale, asimmetrico. 
Questa forma della dipendenza funzionale è in accordo con la regola 
generale secondo la quale in un mezzo trasparente le componenti del 
tensore antisimmetrico nia (così come del tensore &;,) devono essere 
funzioni dispari di H. Quanto al tensore simmetrico mia, le sue com- 
ponenti sono funzioni pari del campo magnetico. Perciò i primi ter- 
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. . . . 


mini correttivi in nix (rispetto ai valori in assenza del campo) sono 
del secondo ordine rispetto al campo (trascurando questi termini 
nella (101,9) abbiamo semplicemente mi, = €). 

Nel caso generale del vettore d’onda diretto in modo qualsiasi 
il campo magnetico influisce relativamente poco sulla propagazione 
della luce nel cristallo implicando soltanto la comparsa di debole 
ellitticità di oscillazioni con piccolo (del primo ordine rispetto al 
campo) rapporto tra lunghezze degli assi dell’ellisse di polarizzazione. 

Quanto al carattere dell’effetto magneto-ottico, fanno ecce- 
zione le direzioni degli assi ottici (e quelle ad esse vicine) lungo le 
quali i due valori di n coincidono in assenza del campo. Le radici 
dell’equazione (101,12) differiscono allora da questi valori per gran- 
dezze infinitesime del primo ordine !) e si producono degli effetti 
analoghi a quelli nei corpi isotropi allo studio dei quali ora passia- 
mo. L'effetto ottico-magnetico nei corpi isotropi (così come nei 
cristalli del sistema cubico) rappresenta interesse particolare per suo 
carattere originale e valore relativamente notevole. 

Trascurando infinitesimi del secondo ordine abbiamo nia = 
— e6,,, ove e è la permettività dielettrica del mezzo isotropo in 
assenza del campo magnetico. La dipendenza tra D e E è data 
dalle formule 


E=4 D+i[DG], D=eE+i[Eg], (104,46) 


ove i due vettori g e G sono legati, trascurando gli stessi infinitesimi, 
dalla .relazione 
1 
G= — sg (101,17) 


La dipendenza di g (o di G) dal campo esterno si riduce nel mezzo 
isotropo alla semplice proporzionalità. 
g=/fH; (101,18) 
la costante scalare può essere sia positiva che negativa. — _ 
Ora, nell’equazione (101,12) abbiamo ro = #02 = No = Ve; 
questo è il coefficiente di rifrazione senza campo. Ne segue che 
4 1 
ia 7 
oppure, con la stessa precisione, 
ni=nî+nfG,=ni=Fg,. (101,19) 


1) In questo caso si deve notare che ambedue le radici dell'equazione (101,12) 
sono un po’ diverse. Ciò significa geometricamente che le due cavità (interna ed 
esterna) della superficie dei vettori d’onda risultano essere completamente 
separate. 
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Ricordando che l’asse z coincide con la direzione del vettore n pos- 
siamo scrivere questa espressione con la stessa precisione nella 
forma vettoriale seguente: 


(nt = e) = (101,20) 


Di qui si vede che la superficie dei vettori d’onda rappresenta nel 
caso considerato l’insieme di due sfere di raggio n, i cui centri sono 
spostati nella direzione G a distanza +g/2no dall'origine delle coor- 
dinate. 

A ciascuno dei due valori di n corrisponde una sua polarizzazione 
dell'onda, e cioè: 


D.=FiDy (101,21) 


ove i segni corrispondono a quelli nella formula (101,19). L’uguaglian- 
za tra valori assoluti D, e D, per sfasamento Fn/2 tra queste 
grandezze significa la polarizzazione circolare dell'onda con la 
direzione di rotazione del vettore D nel senso antiorario e orario, 
rispettivamente, se guardare lungo la direzione del vettore d’onda 
(0, come si suole dire, l’onda è di polarizzazione destra o sinistra). 

La differenza tra indici di rifrazione delle onde di polarizzazione 
sinistra e destra fa sì che per rifrazione sulla superficie del corpo 
girotropo compaiono due onde polarizzate circolarmente (la cosid- 
detta birifrangenza circolare). 

Supponiamo che un'onda piana polarizzata linearmente incida 
nella direzione normale sullo strato pianoparallelo di sostanza (di 
spessore /). La direzione dell'incidenza consideriamo come asse 2 
e la direzione del vettore E = D nell’onda incidente come asse x. 
L'oscillazione lineare si può rappresentare come sovrapposizione di due 
oscillazioni circolari a direzioni di rotazione opposte, che si propaghe- 
ranno in seguito nello strato di sostanza con vettori d'onda diversi 
k, = @n./c. Ponendo convenzionalmente uguale a 1 l'ampiezza 
dell’onda avremo | 


D,= 3 (cite: + gih=2) , D,= + (— citi: 4 gih-2), 


oppure, introducendo % = (k+ + k_)/2, x = (ky — k_)/2, 


41 |} ; , or 
i eil? (ein + et) = gihz COS XZ, 
D, —_ 3 3 gite (— eixz + ev în) Dr eil? sen XZ, 


e all’uscita dell'onda dallo strato avremo 


De =tg4/=1g(! E), (104,22) 
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Questa relazione è reale. Ciò significa che l’onda resta polarizzata 
linearmente ma con direzione ruotata rispetto a quella di polarizza- 
zione iniziale (effetto Faradey). L’ angolo di rotazione del piano di 
polarizzazione è proporzionale al cammino attraversato dall’onda; 
esso vale per unità di lunghezza lungo la direzione del vettore d'onda 


0g 
zona 98 0, (101,23) 


ove 9 è l'angolo fra n e g. 

Si deve notare che per ‘data direzione del campo magnetico la 
direzione di rotazione del piano di polarizzazione (rispetto alla 
direzione n) per cambiamento di segno di n diventa inversa, vale a di- 
re che la rotazione destra si trasforma in quella sinistra, e viceversa. 
Perciò, se il raggio percorre lo stesso cammino due volte (di andata 
e di ritorno), la rotazione totale del piano di polarizzazione sarà il 
doppio di un solo percorso. 

Per 0 = n/2 (il vettore d'onda è perpendicolare al campo magne- 
tico) l’effetto lineare rispetto al campo che è descritto dalle formule 
(101,19) scompare (conformemente alla regola generale suindicata 
secondo la quale fra tutte le componenti del vettore g è la sua sola 
proiezione sulla direzione n a influire sulla propagazione della luce). 
Quindi, per gli angoli 9 vicini a n/2 si deve tener conto anche dei 
termini proporzionali al quadrato del campo.In particolare, vanno 
presi in considerazione i termini del secondo ordine anche nel ten- 
sore nia. In virtù della simmetria assiale attorno alla direzione del 
campo due valori principali del tensore nia saranno uguali (come 
per il cristallo uniassico). In seguito intendiamo con asse x la direzione 
del campo e indichiamo i valori principali del tensore njx con nq 
e n; nelle direzioni parallela e perpendicolare, rispettivamente, al 
campo magnetico; la differenza ny — ni è proporzionale a £#?. 

Consideriamo l’effetto quadratico che compare per n e g mutua- 
mente perpendicolari (effetto Cotton-Muton). In questo caso nelle 
equazioni (101,11-12) abbiamo G, = 0 e rif e #02 sono uguali a_1y 
e n, rispettivamente. Quindi, in una delle onde 


nz = Mo D, = 0; 


questa onda è polarizzata linearmente con il vettore D e diretta patal- 
lelamente all’asse x. Nell’altra onda, invece, 


2 = ni Dy=0 


vale a dire che D è diretto lungo l’asse y. Supponiamo che la luce 
polarizzata linearmente incida nella direzione normale sullo strato 
pianoparallelo di sostanza sito nel campo magnetico che gli è paral- 
lelo. Due componenti della luce penetrata nella sostanza (con vetto- 
ri D nei piani x2 e yz) si propagano con n diversi. Come risultato la 
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luce uscente dalla. parte opposta dello strato risulta polarizzata 
ellitticamente. SO 

Infine, soffermiamoci su ‘un altro effetto originale che si produce 
in un mezzo con il vettore di attività magnetica (101,15) lincare 
rispetto al campo magnetico (costante), ossia la magnetizzazione 
del mezzo trasparente non magnetico mediante il campo elettrico 
variabile (L.P. Pitaevskij, 1960; R.W. Terhune, 1962). 

Partiamo dalla formula generale (31,6) 


B 00 


—_— _ 


n — dH' 


tenendo conto del contributo in U del campo elettrico variabile defi- 
nito dalla formula (80,41). Secondo il teorema delle piccole aggiunte 


alle grandezze termodinamiche la variazione $8U di questo contri- 
buto per piccola variazione della permettività dielettrica coincide 
(essendo espressa mediante variabili appropriate) con la variazione 


dell'energia libera 6/. Per quest’ultima si può ricorrere alla for- 
mula (14,1) generalizzandola con evidenza ai mezzi anisotropi 
(è stato già detto nel $ 841 che questa formula resta valida per il 
campo variabile, e non costante come nel $ 14, nel campo traspa- 
rente con la dispersione !)). Quindi, abbiamo 


co E;E} D;DÌ 
6U= — de; <= ÒN;r ar (101,24) 


(il fattore superfluo 1/2 qui tiene conto della rappresentazione di E 
nella forma complessa); l’ultima uguaglianza nella (101,24) è la 
conseguenza del fatto che in virtù della definizione s;mix = d;k 
si ha eyOnun = — Made: °). | 

Intendendo ora con variazione della permettività dielettrica il 
risultato di variazione del campo magnetico costante scriviamo 


_B_ Is | Imi Didi 
4n = 0H 0H 161 * 


1) Ricordiamo che il segno — sopra U si riferisce qui ai campi magnetici 
e nona quelli elettrici variabili. Per rendere più semplice la scrittura omettiamo 


il segno di media rispetto al tempo sopra U. 

2) Per una deduzione diretta della formula (101,24) bisognerebbe consi- 
derare il risonatore riempito da dielettrico al posto del contorno di oscillazione 
considerato nel $ 81. Calcolata la variazione della frequenza per piccola varia- 
zione della permettività dielettrica (cfr. problema 4 del $ 90) e applicato il teo- 
rema dell’invariante adiabatica, troviamo la variazione dell'energia nel 
risonatore. 
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ove. U, si riferisce al mezzo senza campo elettrico. Se il mezzo di 


per se stesso è non magnetico (u = 4), allora 4U /0H = — H/4a. 
Allora la magnetizzazione M = (B — H)/4x vale 
. Inin  DiDi 
M= 5 65 


Se non esiste campo magnetico esterno il valore della derivata 
On;2/0H va calcolato per H = 0. Con n; ricavato dalle (101,6) 
e (101,15) otteniamo infine la seguente espressione della magnetizza- 
zione creata dal campo elettrico variabile: 

rÀ 
Mi= — 6 CinmimDiDi; (101,25) 
essa è quadratica rispetto al campo elettrico. Se in assenza del campo 
magnetico il mezzo è isotropo, allora fm: = fòmtr @ 


= mDD*y. (101,26) 


Per un campo polarizzato linearmente il vettore D può differire 
da quello reale per il solo fattore di fase; allora D e D* sono colli- 
neari e l’espressione (101,25) o (101,26) si annulla. In tal modo, la 
magnetizzazione compare esclusivamente sotto influsso del campo 
elettrico rotante. Questo effetto in un certo senso è inverso all'effetto 
di rotazione del piano di polarizzazione nel campo magnetico e si 
esprime mediante lo stesso tensore fig; esso si chiama effetto Faraday 
inverso. 


Problemi 


1. Mostrare con un calcolo diretto che la direzione del vettore di Poynting 
medio (rispetto al tempo) in un’onda propagantesi nel mezzo girotiopo traspa- 
rente coincide con la direzione della velocità di gruppo. 

Soluzione. In accordo con la formula (59, 9a) abbiamo. 


ove E e H sono espresse in forma complessa. Procedendo analogamente alla de- 
duzione della formula (97,16), moltiplichiamo le uguaglianze (97,15) per E* e 
H*, rispettivamente: 


E* 6D = H* 6H + [E*H] én, 
H*6H = D* 6E + [EH*] én. 


Sommando i risultati e osservando che in virtù del carattere hermitiano del ten- 
sore En si ha E* èD = D* dE, otteniamo il risultato cercato 


òn-Re [E*H] = 0. 


2. Determinare la direzione dei raggi per rifrazione ‘della luce incidente 
dal vuoto sulla superficie di’ un corpo isotropo nel'campo magnetico. 
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Soluzione. La direzione del vettore radiale s è determinata dalla normale 
alla superficie dei vettori d'onda. Derivando il primo membro dell'equazione 
(101,20) rispetto alle componenti del vettore n, troviamo che il vettore s è pro- 
porzionale a n + g/2r,. Il quadrato di questa espressione vale n$; perciò il vet- 
tore unitario nella direzione del raggio è dato dalla formula 


224 (n ). (4) 


Indichiamo con 0 l’angolo di incidenza. I raggi rifratti non giacciono, in 
generale, nel piano di incidenza e la loro direzione è determinata dall’angolo 0' 
formato dalla normale alla superficie e dall’azimut g’ calcolato a partire dal 
piano di incidenza. Intendiamo con quest’ultimo il piano zz con l’asse 2 per- 
pendicolare alla superficie di rifrazione. Per rifrazione restano costanti le com- 
ponenti r,, ny del vettore d'onda. Nel raggio incidente esse valgono: n, = 
= sen 0, n, = 0. Sostituendo questi valori nella formula (4), troviamo le com- 
ponenti x e y del vettore unitario s/s, che danno immediatamente la direzione 
dei raggi rifratti: I o 


O 1 
sen 0’ cos pg = — sen 0 +——- x, 


; , ” FAME 1 

sen 0 sen CE Gna 8v° 
Per angoli di incidenza non troppo piccoli è piccolo l’azimut q' e si può 
scrivere a O È 


Pi 


sen g@— SRI 9 + Ba 


, 8y 
È 2n, sen 0 No 2nt * 


p — 


Per incidenza normale (0 = 0) consideriamo il piano xz passante per il 
vettore g; allora g'= 0 e per 0’ abbiamo 


1 
6° 2 send = + — g,, 
2nî Ex 


Sebbene g, non figuri in questa formula, essa è inapplicabile se g, = 0 poiché 
per n e g mutuamente perpendicolari l’approssimazione lineare rispetto al cam- 
po è insufficiente. | î. x 

3. Determinare la polarizzazione della luce riflessa per incidenza normale 
dell'onda polarizzata dal vuoto sulla superficie di un corpo isotropo nel campo 
magnetico. 

Soluzione. Per incidenza normale la direzione del vettore d'onda resta im- 
mutata al passare dell'onda nel secondo mezzo. Perciò in tutte le onde (inciden- 
te, riflessa e rifratta) i vettori H sono paralleli alla superficie di separazione 
(piano xy). Quanto al vettore elettrico E, nelle onde incidente e riflessa anch'es- 
so è parallelo al piano xy, mentre nell’onda rifratta, anche se E, # 0, il legame 
tra le componenti x e y di E e H è lo stesso che nel corpo isotropo (7, = —nrE,, 
H, = nE,). Se la polarizzazione dell’onda incidente coincide con la polarizzazio- 
ne di uno dei due tipi di onde che possono propagarsi in un dato mezzo aniso- 
tropo (rifrangente) in una direzione n, compare una sola onda rifratta con la 
stessa polarizzazione. Sotto queste condizioni il problema non differisce formal- 
mente dal problema della riflessione da un corpo isotropo, e i campi E; e Eo 
nelle onde riflessa e incidente sono legati reciprocamente mediante 
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ove n è il coefficiente di rifrazione corrispondente alla polarizzazione in que- 
stione, o Di se |) - 
La polarizzazione lineare si può considerare come risultato della somma di 
due polarizzazioni circolari con direzioni di rotazione opposte; se nell’onda in- 
cidente E, è diretto lungo l’asse x, allora scriviamo E, = Ej + Eg, ove 


ET,=> iE, =1/2 Eo, Ejx= — ifGy=>1/2 E 


Usando per ciascuna delle onde E} e Ei la formula (1) con r + corrispondente 
della formula (104,19) otteniamo SPRRTNT SU 


iE 1—-n_ 4— n. o, g cos 0 
E, = {Ho TE- TE = ip, LB 
i ° no (A+ ro)? 
{0 è l’angolo fra la direzione di incidenza e il vettore g). Ne risulta che l'onda 
riflessa è polarizzata ellitticamente e che il grande asse dell’ellisse coincide con 
l’asse x e il rapporto tra gli assi piccolo e grande vale 
gcos® 
no (ni 1)" 


che nell'equazione descrivente il moto dell’elettrone (carica e = — | e |) si 
deve aggiungere la forza di Lorentz del campo magnetico costante H: 
dv' Liotti 8 1, 
m_-= eEoe 4a H]. 


ie e 
v—_ —— —— — EH 
Mo È m?@Ze [EH], 


in seguito troviamo l’induzione nella forma 
D= e(0)E + if (0) [EH], 
ove e (@) coincide con la (78,1) e 
____ 4îNe _ el de 
i (= — em*a38 “© 2me da 


(H. -Becquerel, 1897). 


$ 102. Effetti dinamo-ottici 


Accanto agli effetti ottici elettrici e magnetici esistono altri 
casì di cambiamento della simmetria ottica del mezzo sotto influssc 
di azioni esterne. | 

Prima di tutto tale è influsso delle deformazioni elastiche sulle 
proprietà ottiche dei corpi solidi. In particolare, in seguito alla defor: 
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mazione un corpo solido isotropo può divenire otticamente anisotropo. 
Questi fenomeni vanno descritti da termini addizionali in €; (@), 
proporzionali alle componenti del tensore di deformazione. Le for- 
mule corrispondenti coincidono formalmente con le formule (16,1) 
e (16,6) scritte per la permettività dielettrica statica con la sola diffe- 
renza che i coefficienti in esse sono ora funzioni della frequenza. 
Così, per deformazione di un corpo isotropo 


Ein = ES; + quin ta nbdiz (102,4) 


I coefficienti a, (0) e a, (0) si chiamano costanti otticoelastiche. 

Un altro caso è la comparsa dell’anisotropia ottica in un liquido 
che si muove in modo non uniforme. L'espressione corrispondente 
del tensore dielettrico 


ein 8 d: i 4 dv; 
ene + (tan) +rt (ian) (1022 


rappresenta i primi termini dello sviluppo di e; in potenze di una 
velocità qualsiasi v (r). La condizione per cui non esiste assorbi- 
mento (carattere hermitiano di &;,) chiede che siano reali i coeffi- 
cienti À, (0) e X, (0). La grandezza e‘ (0), invece, è la permetti- 
vità dielettrica del fluido immobile. Nel fluido imcompressibile 
dv/0x,= div v = 0 e i due ultimi termini nella formula (102,2) 
per riduzione danno zero. 

Per lo studio delle proprietà elettromagnetiche del liquido in 
moto si devono usare contemporaneamente le formule elettrodina- 
miche dei dielettrici in moto (76,9-11) (con velocità v dipendente 
dalle coordinate) e l’espressione (102,2). Tuttavia, in questo caso i ter= 
mini contenenti contemporaneamente velocità e sue derivate vanno 
trascurati poiché essi superano i limiti di precisione delle formu- 
le in esame. i 

Il secondo e il terzo termine nell’espressione (102,2) è simmetrico 
e antisimmetrico, rispettivamente, rispetto agli indici î, %. Per 
rotazione del liquido come un tutt'uno v = [Qr) (Q è la velocità 
angolare della rotazione) e il termine simmetrico si annulla. Quanto 
al termine antisimmetrico, esso assume la forma iA,€;4:2,, vale 
a dire che il mezzo diviene girotropo con il vettore di girazione 


g=i,2. (102,3) 


Netia grandezza %, portano contributo due effetti, ossia la disper- 
sione della permettività dielettrica e l’influsso delle forze di Corio- 
lis. 

Nel sistema di riferimento che si muove con l’elemento di fluido 
considerato l'ampiezza E, dell'onda monocromatica (nel sistema 
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di laboratorio) ruota con. la velocità angolare — £, cioè diventa 
funzione del tempo soddisfacente all’equazione 


dE 
rr _. — [QEg]. 


In questo senso l'onda diventa quasi-monocromatica e il legame tra 
D e E in essa è dato dalla formula 


Casta 
previ 


D=e e (0)E+i de DI LA o eciot (102,4) 


(la sua deduzione differisce da quella della formula (80,10) per il 
solo fatto che ora f (0) = £ (0)). Sostituendovi il valore della deri- 
vata dEg0t e confrontando il risultato con la definizione del vettore 
di girazione g nella formula (101,16), troviamo che la dispersione 
dà in A, un contributo uguale a de(%/d0 (M.A. Player, 1976). 
Se ora rappresentiamo À, nella forma 
( delo) i 

da = A +» (102,5) 

allora A£° sarà legata con le sole forze di Coriolis (lineari rispetto a LX). 


Come è noto, nel sistema di riferimento ruotante da operatore 
di Hamilton del sistema funge la: differenza 


| de = —- Meo, 


ove & e Misco sono operatori ordinari dell'energia e dél miomiento 
ineccanico del sistema (cfr. V $ 34); la permettività dielettrica del 
mezzo ruotante deve essere calcolata in linea di massima in base 
a questo operatore di Hamilton. Ma questa espressione è analoga 
all'operatore di Hamilton del sistema nel campo magnetico scritto 
a meno dei termini lineari rispetto a Hi | 


k=o-MH: 


ove /{ è operatore del momento magnetico (cfr. III $ 113). L’analogia 
diviene letterale se nel dominio di frequenze considerato il contributo 
nella permettività proviene unicamente del moto orbitale degli 
elettroni negli atomi. Allora J{ = (e/2mc).Mmec(@ = — |e | è la 
carica dell’elettrone) e ambedue gli operatori di Hamilton differiscono 
l’uno dall'altro per la sola sostituzione di. con eH/2me. Percio è chia- 
ro che in questo caso si avrà 


È AO (= f(0);. (102,6) 
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ove f (@) è definita dalla formula (101,18) (V.B. Baranova, B.I. Zel- 
doviè, 1978) 1). 

Gli effetti legati al coefficiente A, hanno valori notevoli negli. 
oggetti come sospensioni e soluzioni colloidali con particelle di 
forma anisotropa. In questo caso l’effetto è legato all’azione di 
orientazione dei gradienti della velocità sulle particelle sospese nel 
fluido. Questa azione di orientazione non gode di rotazione unifor- 
me, perciò in questo caso 4, < À; e l’ultimo termine nella formula 
(102,2) può essere omesso. Quanto all’effetto deseritto dal termine 
con À,, esso si chiama effetto Mazwell. o | - 

Per concludere sottolineiamo che il termine con A, nella formu- 
la (102,2) non verifica il principio di simmetria generalizzato dei 
coefficienti cinetici secondo il quale deve essere e£;, (0; v) = 
= &x; (0; —v) (poiché v è un parametro che cambia di segno per in- 
versione del tempo). Ma ciò, tuttavia, non è necessario. Il fatto 
è che la deduzione di questo principio suppone che i processi dée- 
scritti dai coefficienti considerati siano l’unica sorgente di dissipazio- 
ne dell’energia nel sistema. Ma in questo caso accanto alla dissipa. 
zione nel campo elettromagnetico variabile dell'onda esiste un’al- 
tra fonte di dissipazione ron avente niente a che vedere con il campo, 
ossia l’attrito interno nel flusso di fluido non omogeneo. Dal punto 
di: vista della teoria’ delle permettività generalizzate il termine 
con À, descrive la risposta del sistema all'interazione non lineare, 
ossia il contributo nell’induzione proveniente contemporaneamente 
dal campo E e dai gradienti della velocità 2). Quanto alla rotazione 
uniforme del fluido come un tutt'uno, essa non è legata alla dissipa- 
zione supplementare; perciò il termine con A, nella formula (102,2),, 
esistente anche per questa rotazione, verifica il principio di simme- 
tria: &sg (0; 2) = ga; (0; 8). 


Problema: SI 
Determinare la rotazione del piano di polarizzazione di un’onda propa- 
gantesi parallelamente all’asse di un corpo dielettrico rotante. 


' a. 


1) Sottolineiamo in questo caso che il coefficiente non nullo 15°) può esistere 
già nella teoria classica (non quantistica). La nota affermazione che nei limiti 
della teoria classica le proprietà termodinamiche dei corpi sono indipendenti 
dalle forze di Coriolis per rotazione uniforme (cfr, V $ 34) si riferisce unicamente 
alle proprietà statisticamente di equilibrio. La permettività dielettrica, invece, 
per © # 0 caratterizza le proprietà cinetiche non di equilibrio dei corpi,: ‘-‘ 

2) Esistono, in principio, altri effetti di questo tipo. Così, in un mezzo. 
conduttore senza centro d’inversione è possibile l’esistenza in e;7 di termini. 
pseudotensoriali della forma è;,EH o H;£, + HyE;, oveEeH sono due campi 
costanti esterni (N.B. Baranova, J.V. Bogdanov, B.J. Zeldoviî, 1977). E im- 
portante che questi termini esprimenti formalmente la violazione del principio: 
di simmetria siano possibili in un solo mezzo conduttore dove il campo elettrico: 
costante conduce alla dissipazione supplementare. 
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Soluzione. Il problema si riduce alla definizione del vettore di girazione 
composto additivamente di due parti: il contributo (102,3) per variazione della 
permettività dielettrica e della sua dispersione, e la parte « cinetica » dovuta 
all’esistenza della velocità nelle relazioni (76,10-11); è quest’ultima parte che 
deve essere calcolata. 

Nelle equazioni di Maxwell 


rte= B, rot H=—--tp, div B=0, div D=0 (4) 


esprimiamo E e B in funzione di D e H in accordo con le relazioni (76,10-11) 
(con pu = 1) e in seguito le trasformiamo; applicando alla prima equazione 
l'operazione rot e usando le altre equazioni otteniamo 


AD4-S0° p+ el ret rot [vr+-L ez). rot {Dv]=0 (2) 


(qui scriviamo e al posto di £(°) come ciò si dovrebbe scrivere conformemente alle 
notazioni nel testo del paragrafo); poiché tutte le formule sono vere soltanto a 
meno dei termini del primo ordine rispetto a v, i termini di ordine superiore 
sono stati omessi. | | I 

Gli ultimi due termini nell'equazione (2) danno l’effetto cercato. Svilup- 
piamo questi termini sostituendovi v = [Qr]; allora 


rot [vH] = — [H], rot [Dv] = [D£|]. 


Dopo queste derivazioni la dipendenza dalle coordinate dì tutte le grandezze 
restanti si riduce ai fattori e*£" con k || 2 (secondo l’ipotesi del problema). Infi- 
ne, osservando che nella approssimazione nulla rispetto a v abbiamo le relazioni 
ordinarie H = c [kE]/® e 4? = e@0?/c2, dopo un calcolo appropriato riduciamo 
1 equazione (2) alla forma 


. t03 , e-1. uni 
AD+-- D+ 2i0 —— [D0]}=0 
ossia 
11 2(6-1) a 
(guar) po DA, 8) 


ove nè = ge nè il coefficiente di rifrazione nel corpo rotante. Confrontando la 
formula (3) con le espressioni (101,11) e (101,17) troviamo che il contributo 
«cinematico » cercato nel vettore di girazione vale 


2(£- 1) Io 


(E. Fermi, 1923). La rotazione del piano di polarizzazione dell'onda è determi- 
nata dal vettore totale © 
pg S2fez1) 1 C 0Ìg 
g= eg rici } Q. 
È da notare che nel limite di grandi frequenze quando gli elettroni atomici nella 
sostanza si possono supporre liberi, e è data dall'espressione (78,1) e i primi due 
termini tra parentesi si riducono reciprocamente. 


Capitolo XII 
DISPERSIONE SPAZIALE 


$ 103. Dispersione spaziale 


Finora nel discutere le proprietà dielettriche della sostanza 
abbiamo supposto che il valore dell’induzione D (t, r) sia definito 
da valori dell'intensità del campo elettrico E (*#, r) nello stesso 
punto dello spazio r anche se (nel caso di dispersione) non soltanto al 
medesimo istante ma anche in tutti gli istanti precedenti #< ft. Ma 
questa ipotesi non sempre è vera. Nel caso generale il valore 
D (#, r) dipende dai valori E (#”, r') in un dominio dello spazio attorno 
al punto r. Il legame lineare fra De E si scrive allora in una forma 
che generalizza l’espressione (77,3): 


Dj; ft, ry=E;(t, t) + | (fn (î; r, v)E,(t—-t, r')dV'dt;. (103,4) 
0 


questo legame è rappresentato qui nella forma che si riferisce anche ai 
mezzi anisotropi. Questo legame non locale riflette, come si dice, 
la dispersione spaziale (in questo proposito la dispersione ordinaria 
studiata nel $ 77 si chiama temporale o di frequenza). Per le compo- 
nenti monocromatiche del campo la cui dipendenza da ? è data dal 
fattore e? questo legame assume la forma 


Di (1) = E; (1) + ( fun (0; 1, 1°) Ex (1°) dV”. (103,2) 


E da notare immediatamente che nella maggioranza dei casi la 
dispersione spaziale gioca ruolo di gran lunga inferiore che la disper- 
sione temporale.Il fatto è che per i dielettrici ordinari il nucleo fjk 
dell’operatore integrale decresce notevolmente già a distanze 
Ir — r'| più grandi soltanto rispetto alle dimensioni atomiche a. 
In questo capitolo come in tutta l’esposizione precedente, conside- 
reremo i campi macroscopici, le cui medie sono calcolate rispetto 
ad elementi di volume fisicamente infinitesimi. Questi campi, per 
definizione, devono variare poco a distanza— a. Nella prima 
approssimazione si può portare E (r°) < E (r) fuori dal segno di 
integrale in dV° nell’espressione (103,1) e come risultato riotteniamo 
la formula (77,3). In questi casi la dispersione spaziale. non può 
rivelarsi che in forma di piccole correzioni. Ma queste correzioni, 
come vedremo, possono implicare fenomeni fisici qualitativamente 
nuovi e perciò essere importanti. 
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Un'altra situazione può verificarsi nei mezzi conduttori (metalli, 
soluzioni elettrolitiche, plasma): il moto dei portatori di corrente 
liberi implica non località che si estende a distanze le quali possono 
essere grandi rispetto alle dimensioni atomiche. In questi casi una 
dispersione spaziale notevole può verificarsi già nei limiti della teoria 
macroscopica 1). 

L'allargamento di Doppler della riga di assorbimento nel gas 
è anch'esso rivelazione della dispersione spaziale. Se un atomo 
immobile ha per frequenza ©, la riga di assorbimento di larghezza 
trascurabilmente piccola, allora per un atomo in moto questa frequen- 
Za si sposta per effetto Doppler di grandezza kv, ove v è la velocità 
dell'atomo (v< c). Ciò implica nello spettro di assorbimento del gas 
come un tutt'uno la comparsa di una linea di larghezza Ao - kvr, 
ove vr è la velocità termica media degli atomi. A sua volta, questo 
allargamento significa che la permettività dielettrica del gas ha una 
dispersione spaziale notevole per % = | © — @®y |/vr. 

Quanto alla forma della scrittura (103,1) si deve fare la seguente 
osservazione. Nessuna considerazione di simmetria (spaziale o tem- 
porale) può escludere la possibilità di polarizzazione elettrica del 
dielettrico nel campo magnetico non uniforme variabile. Può sorgere 
la domanda: non si deve completare il secondo membro dell’uguaglian- 
za (103,1) o (103,2) con un termine contenente il campo magnetico? 
Ma ciò non è necessario in quanto i campi E e Bnonsi possono suppor- 
te completamente indipendenti. Essi sono reciprocamente legati 


. . DI . 0) 
(nel caso monocromatico) mediante l’equazione rot E = — 5. In 


virtù di questa uguaglianza, la dipendenza di D da B si può conside- 
rare come dipendenza dalle derivate spaziali di E, cioè come una. 
delle rivelazioni della non località. 
. Se è tenuto conto della dispersione spaziale, in molti casi è oppor- 
tuno scrivere le equazioni di Maxwell, senza perdere di generalità 
della teoria, nella seguente forma: 


1 dB 


rotE= "7 di divB=0, (103,3) 
rotB=+-, divD=0, (103,4) 


1) Le condizioni per cui si può trascurare la dispersione spaziale nel caso di 
un.mezzo isotropo conduttore possono essere diverse per le permettività tra- 
sversale e longitudinale. Nel primo caso da distanza caratteristica r, alla quale 
il nucleo dell’integrale nell'espressione (103,2) è non nullo funge la più piccola 
delle grandezze v/0 0 I, ove vè la velocità media dei portatori di corrente e / la 
lunghezza del loro cammino libero. Per la permettività longitudinale r) coincide 
con la più piccola delle grandezze v/w o (1v/0)!/2 (quest’ultima lunghezza è la 
distanza percorsa dai portatori di correrte lungo il campo per conto della diffu- 
sione durante il tempo 1/0; il coefficiente di diffusione è D » lv). La disper- 
sione spaziale è trascurabile se kr < 1. 
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senza introdurre accanto all’intensità media del campo magnetico 


h = B un’altra grandezza di H. Invece, tutti i termini che compaio- 
‘no dopo il calcolo della media di correnti microscopiche sono supposti 
inclusi nella definizione di D. La divisione precedente della corren- 
te media in due parti secondo la formula (79,3), in generale, non 
“è univoca. Se non esiste dispersione spaziale essa è fissata dalla 
condizione che P sia polarizzazione elettrica localmente legata 
con E. Se questo legame non esiste è comodo porre M = 0, B=He 


vate. (103,5) 


‘cui corrisponde la rappresentazione delle equazioni di Maxwell 
‘nella forma (103,3-4) 1). | TO | 

Le componenti del tensore f;, (©; r, r'), che è il nucleo dell’opera- 
tore nellaf(103,2), verificano-le relazioni di simmetria 


fin (0; r, 1) = fui (0; n, r). (103,6) 


Ciò deriva dalle stesse considerazioni usate \1el $ 96 per il tensore 
€;x (0). L'unica differenza è che la permutazione degli indici a, bd 
nelle suscettività generalizzate x», corrispondente alla permutazione 
sia degli indici tensoriali i, # che dei punti r e r’, implica ora la 
permutazione delle variabili indipendenti corrispondenti nelle fun- 
zioni fig (0; r, r') ?) 

Nel seguito considereremo un mezzo macroscopicamente omogeneo 
illimitato. In questo caso il nucleo dell’operatore integrale nell’e- 
spressione (103,1) o (103,2) dipende esclusivamente dalla differenza 
g=r —r. Allora è opportuno sviluppare le funzioni D e E in 
integrale di Fourier non soltanto rispetto al tempo, ma anche rispetto 
alle coordinate riducendole all'insieme di onde piane la cui dipenden- 
za da r e # è data dal fattore exp li (kr — t)]. Per queste onde il 
legame fra D e E’ assume la forma 


Di = &; (0, k) E, (103,7) 


1) In questo caso, s’intende, si tratta dei corpi non ferromagnetici. Sotto- 
lineiamo anche che nel seguito considereremo soltanto i mezzi omogenei illi- 
mitati e non discuteremo la questione sulla forma delle condizioni di frontiera 
delle equazioni. 

Si noti anche che nello spirito di quanto detto si può trattare da un altro 
punto di vista l'affermazione fatta nel $ 79 che la permeabilità u nel dominio 
di frequenze ottiche perde significato. In questo dominio gli effetti dovuti alla 
permeabilità magnetica diversa da 1 non si distinguono, in generale, dagli 
effetti della dispersione spaziale della permettività dielettrica. 

2) Come sempre, nell’applicare il principio di simmetria generalizzato dei 
coefficienti cinetici, se il corpo si trova nel campo magnetico esterno o gode 
della struttura magnetica, il secondo membro della relazione (103,6) deve essere 
considerato per il campo a segno cambiato o per una struttura invertita rispetto 
al tempo. | | se 
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in (0, k)= nt | (fm (T, p)e' (ok) dapda. (103,8) 
0 

Con questa descrizione la dispersione spaziale si riduce alla com par- 
sa della dipendenza del tensore di permettività dielettrica dal 
vettore d'onda. | 

La « lunghezza d’onda » 1/X determina le distanze alle quali il 
campo varia notevolmente. Si può quindi affermare che la disper- 
sione spaziale è espressione della dipendenza delle proprietà macro- 
scopiche della sostanza dalla disuniformità spaziale del campo 
elettromagnetico, così come la dispersione di frequenza esprime 
la dipendenza dalla variazione temporale del campo. Per k—+ 0 il 
campo tende all’uniformità per cui €; (0; k) tende alla permeabilità 
ordinaria &;, (0) 1). 

Dalla definizione (103,8) si vede che 


in (—0, —k) = ef (0, k) (103,9) 


è una relazione che generalizza la formula (77,7). Quanto alla sim- 
metria (103,6), essendo espressa nei termini delle funzioni e&;, (@, k) 
essa dà ora 


ga (0, k; ©) = e2i (0, —k; —0), (103,10) 


ove è scritto in forma esplicita il parametro £, ossia il campo 
magnetico esterno qualora esso esista. Se il mezzo gode del centro 
di inversione, le componenti di &;, sono funzioni pari del vettore k; 
quanto al vettore assiale, esso non cambia per inversione e quindi 
l'uguaglianza (103,10) si riduce a 


2; (0; k; &) = e2:.0, k; —©). (103,14) 


La dispersione spaziale non incide sulla deduzione della formu- 
la (96,5) esprimente la dissipazione dell’energia. Perciò la condizione 
della mancanza di assorbimento si esprime, come precedentemente, 
dal carattere hermitiano del tensore e;, (0, k). 0 i 

Se la dispersione spaziale esiste, la permettività dielettrica 
è un tensore (e non scalare) anche nel mezzo isotropo: la direzione 
fissata si crea dal vettore d'onda. Se il mezzo non è soltanto isotropo 
ma gode anche del centro d’inversione, il tensore €; può essere com- 
posto delle sole componenti del vettore k e del tensore unitario è;x 
(se il centro di simmetria non esiste può essere possibile anche 


1) Più precisamente, la dipendenza da k scompare per krg < 1, ove ry sono 
dimensioni del dominio in cui la funzione f;, (0, p) è sensibilmente non nulla. 
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l’esistenza di un termine cor il tensore unitario antisimmetrico €;,1; 
cfr. $ 104). La forma generale di questo tensore si può scrivere così: 


ci (0, k)=e; (0, 4) (Gini +e, (0, MEL, (103,12) 


ove €; e €; dipendono unicamente dal valore assoluto del vettore. 
d'onda (e da ©). Se l'intensità E è diretta lungo il vettore d’onda, 
allora l’induzione D = e;E; se invece E _L k, allora D= e&;F. Le. 
grandezze £; e €; si chiamano permettività longitudinale e trasversale, 
rispettivamente. Per k-+ 0 l’espressione (103, 12) deve tendere al 
valore e (0) è;, indipendente dalla direzione k; è chiaro perciò che 


e, (0, 0) = e. (0, 0) = e (0). (103,13) 


La descrizione delle proprietà elettromagnetiche di un mezzo isotropo- 
mediante le permettività e; e e; corrisponde alle equazioni di Max- 
well scritte nella forma (103,3-4). D'altra parte, per k+ 0, quando» 
la dispersione spaziale scompare, si può tornare alla descrizione. 
mediante la permettività e e la permeabilità u. Perciò tra le une- 
e le altre grandezze esiste un determinato legame (cfr. il problema 1). 

L’analogia tra le formule (103,8) e (77,5) consente di estendere. 
‘a ciascuna delle componenti di &;, (©, k) quale funzione della varia-. 
bile complessa @ le proprietà analitiche studiate nei $$ 77, 82. 
Esse sono funzioni analitiche senza singolarità nel semipiano supe-- 
Fiore © e verificano (per ogni k fissato) le relazioni dispersive di. 
Kramers-Kronig. Si può dire lo stesso delle funzioni e;(0, k) e 
€; (0, È) nella (103,42). In questo caso si deve tener conto che la 
funzione e; per £ #0 non tende all’infinito per n + 0 neanche nel 
mezzo conduttore, perciò la sottrazione (necessaria per la deduzione: 
della formula (82,9)) qui non è indispensabile; ciò che e (@) diventa 
infinita nel conduttore per 0 +0 è dovuto all’uniformità (k = 0) 
del campo statico. 

La densità media rispetto al tempo (nel senso specificato nel 
$ 80) dell’energia del campo elettromagnetico in un mezzo traspa- 
rente con dispersione spaziale si esprime mediante la stessa formu- 
la (96,6); poiché ora u= 1 si ha 

d= (Gil EE+ |BI?| (103,14) 
(E e B sono supposte rappresentate nella forma complessa). Nella 
densità del flusso di energia in questo mezzo compare un termine 


additivo 


S=-£_ Re[E*B]-- i GL ZIE. (103,15) 


Questa formula si deduce generalizzando la deduzione dell’espressio- 
ne (80,14): orasi deve considerare un'onda sparpagliata sia in un piccolo 
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dntervallo di frequenze sia nelle direzioni del vettore d'onda (cfr. 
il problema 2). 


Problémi 


.  {. Trovare il legame tra le funzioni e (@), pu (0) e valori limite delle fun- 
zioni €; (0, k), €: (0, k) perk+0. 
I Soluzione. Confrontiamo le formule (103,5) e (79,3) esprimenti le medie del 


‘flusso microscopico pv. Nel primo caso per il campo monocromatico abbiamo 
— . im 
pvi= 77 I8in (0,k)— dia] En, 
«e nel secondo caso 
na .- i® - “a de .,; N 
pr=—-77 [e (0)—-1] E+ [u (0)—1] [LA]. 
-Sostituendo nella prima espressione £;, (0, k) dalla formula (103,12) e nella 


seconda H = (c/ou) [KE] in accordo con l'equazione di Maxwell, uguagliamo 
.ambedue le espressioni (per 4 + 0); come risultato otteniamo 


if 0. € (0, k)—2; (0, k) . 
1_ _ — Si ITS n 
o ao RP 


«(ciò si ottiene dal confronto dei termini con k (kE)). Assieme alla già nota ugua= 
“glianza (103,13) questa formula stabilisce il legame richiesto. 

‘2. Dedurre la formula (103,15) esprimente la densità media (rispetto al 
“tempo) del flusso di energia in un mezzo con la dispersione spaziale. 

Soluzione. Partiamo, come nel $ 80, dall’uguaglianza (80,2) ponendovi 

«H = B (conformemente alla descrizione del campo data dalle equazioni (103,3-4)), 

rappresentando tutte le grandezze nella forma complessa e calcolandone le me- 

“die rispetto al tempo: DT 0 | 

div ]=t 

div 3a Re [EH*] Da (1) 


Ro (E* +8 D). 


di 
«Consideriamo ‘un'onda piana quasi-monocromatica in. cui 
E=Ep(t, r) et(kor-®03), 

-ove Ep (t, r) è una funzione lentamente variabile nello spazio e:con il tempo. 

‘Scriviamo la derivata 2D;/0t nella forma f,2, introducendo l'operatore 
fin= 2 tini (2) 

«quando esso agisce su un’onda rigorosamente monocromatica nel tempo e nello 

“spazio abbiamo 

finEn=finEx= — 08 (0, k) En. 


-Sviluppando E, (t, r) in integrale di Fourier rispetto al tempo e alle coordinate, 
rappresentiamo questa funzione come sovrapposizione di componenti della 
forma 


i(qr=at 
E0ag® là , 
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ove a <"0,, d < k,. In seguito procediamo come nel dedurre la formula (80,40). 
Applicando l'operatore (2) alla funzione 

Ewo+a, ko+a =E,aq e*P li (K1+q)r—i (00+0) f], 
scriviamo 

fin Eovc+a, kot q=fik (00-44, ko + q) Eso+a, k, +9 = 


O Ofik (0, K Ofin (09. ka) . 
= [fin (00, ko) pa SH Ot) pg Eta, Losa 


Eseguendo ora la sommatoria inversa delle componenti di Fourier, sostituendovi 


fix (0, k) = —i@0e;, (0, k) e omettendo l'indice 0 in 0, e k,, otteniamo 
OD; __ 0 (WE;R) s0Eok To) “ik 20 i (kr-@t) 
vi — ivenEnt [ Sp VE | A, 


Il secondo termine tra parentesi quadre fa distinguere questa espressione dalla 
formula (80,10). Sostituendo l’espressione (3) nell’uguaglianza (1), riduciamo 
quest’ultima alla formula esprimente la legge di conservazione dell’energia 
dU _ 
dt 


con U è S dalle formule (103,14-15). 


divS 


$ 104. Attività ottica naturale 


. Se la dispersione spaziale è debole, il tensore &;, (0, k) si può 
sviluppare in potenze di k. Per i mezzi dielettrici condensati ordina- 
ri questo sviluppo si fa in potenze di 4/4, ove a sono le dimensioni ato- 
miche e A la lunghezza d'onda del campo. 

Lo sviluppo di questo tipo, a meno degli infinitesimi del primo 
ordine, ha la forma È 


€ (0, k)= e (0) + IZTELIE (104,1) 


ove sig = €; (0, 0) e Y;a; è un tensore del terzo ordine dipendente 
dalla frequenza (per © + 0 le componenti di questo tensore non legate 
a nessun sviluppo in © tendono a valori costanti). Corrispondente alla 
permettività (104,1) il legame tra D e E nel campo monocromatico 
(coe-i0!) ha nella rappresentazione delle coordinate la seguente 
forma: 


Di=eREx + rim GE. (104,2) 

Applicando all’espressione (104,1) la condizione di simmetria 
(103,10) troviamo (se non esiste campo esterno) che 

Vizi (0) = —Viu (0). (104,9) 


Quanto alla condizione del carattere hermitiano senza dissipa- 
zione, essa dà "fa: = —Và;; oltre all'espressione (104,3) di qui 
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ricaviamo che y%, = Var In tal modo, la candizione della mancan- 
za di assorbimento chiede che il tensore Vin; sia reale. 

Se mediante le notazioni introdotte nel $ 97 rappresentiamo il 
vettore d’onda di un’onda piana nella forma k = @n/c, l’ espressione 
(104,1) si scriverà nella forma 


en=ek+i — Vini: (104,4) 


Introduciamo al posto del tensore antisimmetrico del secondo 
ordine Y;x,2; il vettore assiale di girazione g che gli è duale me- 
diante la relazione 


 Vihli = €in18t (104,9) 
cioè scriviamo e;, nella forma 


en= 20 + ie 1181 (104,6) 


coincidente con la forma della scrittura .usata nel $ 101. La distin- 
zione è che là il vettore g dipendeva dalle sole proprietà del mezzo 
(e del campo magnetico applicato), mentre qui il vettore di girazione 
dipende ugualmente dal vettore d’onda del campo. Secondo la formu- 
la (104,5) le componenti di questo vettore sono funzioni lineari delle 
componenti di n, ossia 


Bi = 6inlz. (104,7) 
Sostituendo la (104,7) nella (104,5) troviamo 


Vin = CihmEmiNr» 
e di qui, essendo n arbitrario, 
O 
na Vikt= CihmEml» (104,8) 


con ciò si stabilisce il legame fra componente del tensore autentico 
del terzo ordine y;,; e dello pseudotensore del secondo ordine gir 1). 

Simmetria cristallografica concreta del corpo pone determinate 
limitazioni sulle componenti del tensore Y;x; (0 £;x) e, in particolare, 
può implicare l’annullamento identico di tutte le componenti. 
Così, il tensore Y;x; non può esistere per corpi che godono del centro 
di simmetria. Infatti, per cambiamento di segno di tutte e tre le 
coordinate (per inversione) tutte le componenti del tensore del terzo 
ordine (e, rispettivamente, dello pseudotensore del secondo ordine) 


1) Nelle componenti 


2 (i) (0) (ft) i 
Sxx= 7 Vuze» Bey T Vuzu» &yx= ra Vaxx ECC. 
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cambiano di segno mentre la simmetria del corpo chiederebbe che. 
esse fossero immutate per questa trasformazione. 

Se i corpi hanno il tensore g;, non nullo si dice che essi godono di 
attività ottica naturale o di girotropia naturale. In tal modo, l'esi- 
stenza dell'attività ottica chiede in ogni caso che il corpo sia privo 
di centro di simmetria. 

Consideriamo dapprima l’attività ottica naturale dei corpi iso- 
tropi. Se un liquido (o un gas) è composto di sostanza priva di ste- 
reoisomeria, esso è simmetrico non soltanto rispetto a ogni rotazio- 
ne, ma anche rispetto alla riflessione (inversione) in qualsiasi punto 
per cui in esso è esclusa attività ottica naturale. Otticamente sono 
attivi i soli liquidi di sostanze con due forme di stereoisomeria, 
fra l’altro, entrambi gli isomeri devono figurare nel liquido in quan- 
tità diverse: questo tipo di liquido non gode di centro di simmetria. 

Nei corpi isotropi (così come nei cristalli a simmetria cubica) lo 
pseudotensore g;, si riduce allo pseudoscalare 


gin = fin; Vine fem, (104,9) 


che è una grandezza che cambia di segno per inversione delle coordi- 
nate. Due stereoisomeri si trasformano formalmente l’uno nell’altro 
in seguito all’inversione; perciò i loro valori della grandezza f 
hanno segno opposto. 

Quindi, il vettore di girazione di un corpo isotropo otticamente 
attivo è-g = fn e il legame fra induzione e intensità del campo 
elettrico dell'onda si esprime mediante la formula 


D=#%E + if [En]. (104,40) 


Poiché Dn = 0, ne segue che anche En = 0. In altre parole, in 
questa onda è trasversale (rispetto alla direzione n) non soltanto 
l’induzione D, come in qualsiasi mezzo, ma anche l'intensità E. 

Se è tenuto conto dell'attività naturale della sostanza, il cambia- 
mento dell'indice di rifrazione n è piccola grandezza. Quindi per la 


sua determinazione si può porre n = ny = V e‘ nel piccolo termine 
[Eg] nella formula (104,10). Allora il problema del calcolo della 
differenza n — ny coincide formalmente con il problema della 
variazione di n sotto influsso del campo magnetico considerato 
nel $ 104; l’unica differenza è nel senso del vettore ge che quest’ultimo 
è sempre parallelo alla direzione n (asse z nel $ 101). Quindi, per 
analogia con la formula (101,19) possiamo scrivere immediatamente 


n, =njà +tg=ng + no. (104,11) 


A questi due valori corrispondono (cfr. la relazione (101,21)) le seguen- 
ti relazioni tra le due componenti del vettore E (o D): 


E,= #iE,, - (104,42) 
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cioè la polarizzazione circolare sinistra e destra delle onde. È da 
notare anche che il modulo del vettore n è indipendente dalla sua 
direzione; perciò le direzioni di n e del vettore radiale s coincidono. 

Vediamo così che le proprietà ottiche di un corpo isotropo ad atti- 
vità naturale sono simili a proprietà acquistate da un corpo inattivo 
nel campo magnetico quando quest’ultimo gode della birifrangenza 
circolare, mentre per propagazione in esso di un’onda polarizzata 
linearmente ruota il suo piano di polarizzazione. L'angolo di rotazio- 
ne di unità di lunghezza del cammino percorso dal raggio vale @f/2c. 

In due modificazioni stereoisomere della sostanza la costante f 
e la direzione della rotazione hanno segno opposto per cui si parla 
degli sfereoisomeri destro- e levogiro. 

A differenza della rotazione del piano di polarizzazione nel 
campo magnetico la grandezza e il segno della rotazione nelle sostan- 
ze naturalmente attive non dipendono dalla direzione di propagazione 
del raggio. Perciò, se un raggio luminoso polarizzato linearmente 
percorre due volte (di andata e di ritorno) un medesimo cammino 
nel mezzo naturalmente attivo esso inseguito sarà polarizzato nel 
piano iniziale. | | 

Passiamo ora ai cristalli ad attività naturale . Senza soffermarci 
qui su un'analisi sistematica di tutti i casi possibili della simmetria 
(cfr. il problema di questo paragrafo) osserviamo che l’attività 
naturale è esclusa dall’esistenza del centro di simmetria, ma essa 
è possibile se esiste il piano di simmetria o l’asse di rotazione specu- 
lare. Sottolineiamo che’ le condizioni di esistenza dell’attività 
naturale nei cristalli non coincidono, quindi, con le condizioni le 
quali ammettono che i cristalli esistano in due forme isomeriche 
speculari (enantiomorfe); quest'ultimi sono più rigidi e richiedono la 
non esistenza sia del centro che del piano di simmetria. In tal modo 
il cristallo può essere attivo e, al tempo stesso, non coincidere con 
la propria immagine speculare. 

In un cristallo ad attività naturale (uni- O: biassico) per propaga- 
zione della luce con il vettore d’onda diretto arbitrariamente prati- 
camente abbiamo a che fare con la birifrangenza delle onde polariz- 
zate linearmente; se si tiene conto dell'attività ciò siriduce principal- 
mente alla sostituzione della polarizzazione lineare rigorosa con 
quella ellittica e un rapporto tra assi infinitesimo (del primo ordine). 

Fanno eccezione le sole direzioni degli assi ottici lungo i quali, 
a prescindere dall’attività, le due radici dell’equazione di Fresnel 
coincidono. In queste direzioni il fenomeno di attività naturale dei 
cristalli è analogo all’attività dei corpi isotropi; vale a dire che si 
verificano la birifrangenza circolare del primo ordine e rispettiva- 
mente la rotazione del piano di polarizzazione delle onde polarizzate 
linearmente. Per deviazione del vettore. d'onda dalla direzione 
dell’asse ottico questi fenomeni decrescono rapidamente. 

Per ‘un calcolo quantitativo:-dei fenomeni di attività naturale 
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nei cristalli è più comodo usare non l’espressione di D in funzione 
di E, bensì le formule inverse esprimenti E in funzione di D (come 
è stato fatto nel $ 101). Queste formule a meno delle grandezze del 
primo ordine sono 


E; = e®D, + i [DG),, (104,13) 


ove il vettore G è legato con il vettore g introdotto prima mediante 
la relazione 


1 0) 
Gi= — Te] 8Ì gh 


(cfr. Ia formula (4041,9)). Per coincidenza formale di questa espressio- 
ne con quella (101,7) le equazioni (101,11-12) restano anch’esse 
immutate. G, in queste equazioni è la proiezione del vettore G sulla 
direzione n. Se rappresentiamo G nella forma 


G; = Gil (104,14) 
(analoga alla formula (104,7)) questa proiezione è proporzionale @ 
nG = GialNips (104,15) 


È questa forma quadratica a determinare le proprietà ottiche dei 
cristalli ad attività naturale. Il tensore G;y di per se stesso nom 
deve essere necessariamente simmetrico, ma se lo dividiamo in parti 
simmetrica e antisimmetrica, nella costruzione della forma (104,15) 
la parte antisimmetrica scompare. Perciò nello studio delle pro- 
prietà ottiche dei cristalli ad attività naturale si può supporre sim- 
metrico il tensore Gig. 000 x 


. Problema 

‘Trovare le limitazioni ‘imposte dalla simmetria cristallina alle componenti 
del tensore G;p. 

Soluzione. Per ogni rotazione lo pseudotensore G;y si comporta come se fosse 
tensore vero e proprio; in particolare, l’esistenza di un asse di simmetria del 
ordine superiore al secondo conduce, come per un tensore simmetrico autentico 
del secondo ordine, all’isotropia totale nel piano perpendicolare all’asse. Quanto 
al comportamento dello pseudotensore Gjp, esso per riflessioni è caratterizzato 
dalla sua dualità a un tensore autentico del terzo ordine, vale a dire che per ogni 
riflessione che cambia il segno di una componente del tensore autentico del 
secondo ordine la stessa componente di G;, resta immutata, e viceversa. Così, per 
riflessione nel piano yz le componenti Gxx: Gzz: Gyz cambiano di segno. mentre 
le componenti G,, e G,, restano immutate. — o 

Più avanti saranno indicate le componenti non nulle del tensore 
Gi per tutte le classi cristalline che ammettono l’attività naturale. L'asse z è 
supposto coincidente con l’asse di simmetria del terzo;-quarto o del sesto ordine 
oppure con l’unico asse del secondo ordine (nelle classi C,, Cs,), mentre nella 
classe Cs esso è perpendicolare al piano di simmetria; se esistono tre assi di 
simmetria mutuamente perpendicolari con essi coincidono gli assi coordinati; 

Classe C;: tutte le componenti di Gig... STE 

Classe Cg: Gax, Gyy: Gzz) Gayì con gli assi x, y diretti in modo appropriato 
si può annullare G,y. o al Gao 
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Classe Cs: Gx,, Gy, con gli assi x, y diretti in modo appropriato si può 
annullare una di queste grandezze. Lover sn | 
Classe C2,: Gxy (piani zz e yz coincidono con i piani di simmetria). 

Classe Dy: Gear Gyyr Gr CO E È 

Classi C3, Ca, Ce, D3, Di, Da . Gux = Gyy» G 

Classe Sq : Gux = — Gyyo Gay con gli assi 2, 
si può annullare una di queste grandezze. 

Classe Dada : Gxy (gli assi 7, y giacciono nei piani verticali di simmetria). 

Classi 7°, O: Grx = Gyy = Gzy 

È da notare che nei cristalli uniassici delle classi S, e Da lo scalare (104,15) 
si annulla se il vettore n è diretto lungo l’asse z poiché G,, = 0. Ciò vuol dire 
che in questi cristalli non si verificano effetti di attività naturale lungo l’asse 
ottico. 

Nei cristalli biassici della classe C,, gli assi ottici appartengono a uno dei 
piani di simmetria. Ma per i vettori n giacenti nei piani xz 0 yz lo scalare (104,10) 
in questo caso si annulla anch’esso in modo che anche qui non si verificano eifetti 
di attività naturale lungo gli assi ottici. L'unica classe cristallina a consentire il 
fenomeno di rotazione del piano di polarizzazione lungo l’asse ottico e a non 
ammettere al tempo stesso l’enantiomorfismo è la classe monoclina Cs. 


y diretti in modo appropriato 


$ 105. Dispersione spaziale nei mezzi otticamente inattivi 


Nei cristalli la cui simmetria non consente l’attività ottica natu- 
tale i primi (dopo lo zero) termini di sviluppo della permettività 
€; (0, k) in potenze di k sono quadratici. si | 

Come si suole fare nell'ottica dei cristalli, nel seguito è più 
comodo scrivere questo sviluppo per il tensore inverso ig = 
Scriviamo questo tensore nella forma 


Min = NÎE (0) + Binim (0) Fim (t09,1) 


Si può supporre il tensore fizim simmetrico rispetto alla seconda 
coppia degli indici poiché esso si moltiplica per il prodotto simmetri- 
co kim. In virtù dell'espressione (103,10) (con 4 = 0) il tensore 
Birim è Simmetrico anche rispetto alla prima coppia degli indici: 


Binim = Baiim = Binme: (405,2) 


Tuttavia, esso non deve essere simmetrico rispetto alla permutazione 
di ambedue le coppie. Se non esiste assorbimento dal carattere 
hermitiano del tensore n; e dalla sua simmetria segue che il tensore 
Birim è reale, ciò che sarà supposto più avanti. | 

Nel mezzo isotropo il tensore Biri;m Va espresso in funzione di 
tensore unitario, cioè ha la forma 


Bini = BS dm + EE (Bardem + S1Òim): 
2 : 


esso contiene le sole due componenti indipendenti. Nel corpo isotropo 
si ha anche nif = nd; e, quindi, il tensore (105,1) assume la forma 


man = (00% + PIE?) dix + Polia. (105,3) 


-1 
Cik- 
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conformemente all’espressione generale (103,12) per il ‘tensore dielet- 
trico nel mezzo isotropo con dispersione spaziale. La propagazione 
delle onde nel mezzo è determinata dalle equazioni (97,21). Ma 
sostituendovi (105,3) il termine anisotropo con ff, scompare per 
ortogonalità dei vettori D e k nell’onda piana, vale a dire che il 
mezzo rimane, come deve essere, otticamente . isotropo. 

Ma nei cristalli cubici il tensore f;z:;m non si riduce a quello 
unitario; a seconda della classe cristallina esso ha per questi cristalli 
3 e 4 componenti indipendenti. A prescindere dalla dispersione 
spaziale i cristalli cubici sono otticamente isotropi. Se si tiene conto 
della dispersione quadratica rispetto ‘a. k, ciò implica la comparsa 
in questi cristalli di una proprietà nuova, ossia dell’anisotropia 
ottica (H.A.Lorentz, 1378). 

Nel cristallo cubico abbiamo. nm; = d;5/80° e lo sviluppo (105,1) 
assume la forma 3 


1 . 
Min = o din + Birnimli im. (105,4) 
Sostituendo questa espressione nelle equazioni (97, 24) otteniamo 
4 4 2 2 
[(4-4) 80 co — Bata | Dg=0, (105,9) 


ove nj = £(% e l’asse x; del sistema di coordinate cartesiane xj, £., Z3 
è diretto lungo il vettore d'onda. Secondo il significato dello svilup- 
po (105,4), il secondo termine tra parentesi quadre nella (105,0) si 
deve considerare come piccola correzione (per caso singolare di 
annullamento di 1/nj si veda il $ 106). Allora i in questo termine si 
può sostituire n? con ni: do. 


sent Baoss] 5 a (405,6) 


Queste equazioni hanno la stessa forma di quelle per le onde in 
cristalli non cubici a prescindere dalla dispersione spaziale. Il loro 
determinante rappresenta un'equazione quadratica rispetto a n? 
esprimente gli indici di rifrazione di due onde con una medesima 
direzione k ma con polarizzazioni diverse. Quindi, la dispersione 
spaziale nei cristalli cubici elimina la « degenerazione rispetto alla 
polarizzazione », vale a dire che le velocità delle due onde divengono 
distinte e dipendenti dalla direzione. 

Alla fine del $ 84 è stata indicata la possibilità di esistenza delle 
onde elettromagnetiche longitudinali nel mezzo isotropo trasparen- 
te. Una formulazione conseguente della condizione che determina il 
legame tra frequenza e vettore d'onda (legge di dispersione) di queste 
onde chiede che sia tenuto conto della dispersione spaziale, e cioè 


81(0, k)=0. (105,7) 
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Per % piccoli la soluzione di questa equazione ha la forma 
0 (k)= 00-43 0h, (105,8) 


ove & è costante e 070 il valore della frequenza che annulla la per- 
mettività e (0) = £,(0,0). In questo caso la velocità di propagazione 
dell'onda 


u=-0 ak (105,9) 


è proporzionale alla prima potenza del vettore d’onda. 


Problema 


Trovare le relazioni tra le componenti del tensore Brim nei cristalli non 
girotropi del sistema cubico. 
Soluzione. La girotropia naturale non esiste nelle classi cristalline Ta 
Tp, Ok. 
Nelle classi Tq e 7), con gli assi x, y, z intendiamo i tre assi di simmetria 
del secondo ordine. Le componenti del tensore non nulle sono 


Bb, = = Baxxo= Buuyy= Br2zz, bs = Bxxzz = Byyxx = Bzzuy 
Bs = Bxyxy=Pyuzyz= Pzxza» Ba = Bzzxx = Baxyy = Byyzz: 
Nella classe O, tre assi C, divengono assi C4 per cui si ha in più fy = fa. 


$ 106. Dispersione spaziale in prossimità 
della linea di assorbimento 


Nei due paragrafi precedenti abbiamo considerato effetti della 
dispersione spaziale come piccole correzioni, ciò che di solito si 
avvera. Tuttavia, la situazione cambia in prossimità di una stretta 
linea di assorbimento nei cristalli ove, .secondo 1°(84,7), £‘9%) 
cresce bruscamente. La dispersione spaziale in questa regione cambia 
il quadro anche qualitativamente. 

Infatti, se si associano alla permettività dielettrica termini di 
potenza di % aumenta l’ordine dell'equazione algebrica dispersiva 
che definisce la dipendenza funzionale £ (@). Perciò una sua soluzione 
formale implica la comparsa di radici addizionali. Lontano dalla 
linea di assorbimento queste radici giacciono nel dominio di grandi &, 
cioè al di fuori del dominio di applicabilità della teoria e perciò 
vanno omesse. Ma in prossimità della linea di assorbimento la per- 
mettività varia notevolmente già per % piccoli e possono comparire 
delle radici supplementari aventi significato fisico reale, cioè 
compaiono delle onde trasversali nuove. 

Per semplicità, limitiamoci alla considerazione dei soli mezzi 
isotropi e cominciamo dal caso in cui il mezzo considerato non 
è girotropo, cioè non gode dell'attività ottica naturale (S./I. Pekar, 


4957; V.L. Ginsburg, 1958). 
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Come è stato detto nel paragrafo precedente, ogni mezzo iso- 
tropo resta otticamente isotropo anche se si tiene conto della disper- 
sione spaziale. Ciò vuol dire che la legge di dispersione delle onde 
elettromagnetiche trasversali in questo mezzo è data da un’equazione 
ordinaria n? = e in cui con e si deve intendere la permettività 
trasversale &;, ossia 


n=e:(0, k). (106,4) 


È stato detto nel $ 103 che e; (0, K) e €: (0, X) quali funzioni 
della frequenza verificano le stesse equazioni di Kramers-Kronig che 
la funzione e (@) senza dispersione spaziale. Perciò si può affermare 
che in prossimità della linea di assorbimento la funzione e; (0, ) 
ha la stessa forma come nell’espressione (84,7) ma con costanti 
dipendenti da %; scriviamola nella forma 


4 _ A(k)>O, 


Et (©, ;k) = 0;(k) — @ 9 


Se la grandezza A è relativamente piccola !), sarebbe opportuno tener 
conto, oltre al termine polare, anche del termine costante indipen- 
dente da © in &:; indichiamolo con a (k) e supponiamo che a >0, 
cioè che lontano dalla linea di assorbimento il mezzo sia otticamente 
trasparente. L’ipotesi teorica di tener conto simultaneamente dei 
termini costante e polare in e; richiede che questi ultimi siano 
paragonati l’ uno con l’altro nel dominio di frequenze | © — ®©: |< 
< ©; in cui è applicabile l’espressione polare; in altrei parole, deve 
essere 4 < CIOTE 

Poiché £ è sempre supposto piccolo, si può sviluppare le funzioni 
in sue potenze. In questo caso è sufficiente sostituire a (k) e A (k) 
con valori costanti a = a (0) >0, A==A (0) >0 lasciando il 
termine correttivo soltanto nello sviluppo della funzione @: (£) in 
piccola differenza @: — @: 


0 (k) Z Vo +.vk?. 
Allora la permettività è 


| . A 
E: (0, k) =QAL EVO * (106,2) 


È da notare che questa espressione quale funzione della frequenza 
attraversa lo zero nel dominio ® > ©;. Per k = 0 ciò si verifica 
per 0 = o = 0g + 4/a. Poiché per X = 0 le permettività e; e €; 
coincidono, allora ‘wr è la frequenza limite (per k+ 0) dell'onda 
longitudinale (cfr. la (105,8)). Quanto alla radice della funzione 
€, (©, k), per X # 0 essa non ha significato fisico diretto. 


1) Ad esempio, in virtù di certe regole di selezione approssimate che. fanno 
diminvire gli elementi dì matrice che determinano A. 
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‘Ora, l’equazionie di dispersione (106,1) assume la.forma 
(n — a) (Br — 0+ 0) = Ag (106,3) 


ove abbiamo introdotto la notazione f = vw?/c° ® v0$j/c*; questa 
grandezza può avere i due segni. La soluzione di questa equazione 
si può considerare come risultato dell’intersezione di due rami dello 
spettro, ossia di un'onda luminosa ordinaria con n° = a e di un'altra 
onda con n° = (0 — ©y)/f legata con il polo della permettività 
dielettrica; questi rami sono rappresentati nella fig. 58 con rette 
tratteggiate e punteggiate. L’« interazione » di questi rami, la cui 
forza è determinata dalla grandezza A, implica un allargamento 
delle linee spettrali 1). 

Nella fig. 58 con linee continue sono rappresentate schematica- 
mente le dipendenze funzionali n? (@) definite dalle radici dell’equa- 


Fig. 58 


zione (106,3); le linee tratteggiate sono le funzioni n° (0) a pre- 
scindere dalla dispersione spaziale (B = 0). Alle onde propagantisi 
nel mezzo corrispondono, ovviamente, le sole radici positive 2) di n°. 
Per B >Q0 (fig. 58, a) la curva continua superiore penetra nel domi- 
nio 0 > © creando così un'onda supplementare che non esisterebbe 


. !) Nella teoria microscopica il polo della permettività dielettrica riflette 
l’esistenza delle eccitazioni elementari di Bose nel dielettrico, ossia di eccitoni; 
il segno della costante f} coincide con il segno della massa efficace dell’eccitone 
(cfr. IX $ 66). Il ramo corrispondente dello spettro di onde si chiama eccitonico. 
{1 dominio dello spettro in prossimità dell’intersezione virtuale di ambedue 
i rami si chiama polaritonico. 

2) Per evidenza maggiore nella figura sono rappresentate anche le radici 
negative. Ricordiamo che valori n puramente immaginari corrispondono a delle 
onde per cui il mezzo non è trasparente (sebbene in esso non esista assorbimento); 
si può dire che l’onda si riflette totalmente dal mezzo. 
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se non fosse tenuto conto della dispersione spaziale; per ® > io 
nel mezzo è possibile la propagazione di due onde elettromagnetiche 
distinte. Nella fig. 58, bd sono rappresentate le curve di dipendenza 
n° (©) per il caso Ba 0. A sinistra del punto m di coordinate 


ni =a4+ N TRIO Om on= — |BI (2+2 Tgr 


(il punto in cui drt/do = 00.e le due radici si fondono) esistono due 
radici positive e nel mezzo possono propagarsi due onde diverse. 
Si può dire lo stesso del dominio tra i punti m' di coordinate 


ia F7 uan — I (2/7) 


e il punto — O = ®0r- 

Se la grandezza A non è sufficientemente piccol la conservazione 
del termine costante nella formula (106,2) non è a rigore conseguente. 
Omettendo questo termine (cioè ponendo nelle formule scritte a = 0) 
otteniamo un quadro differente dalla fig. 58 per il fatto che da asin- 
toto orizzontale di tutte le curve funge l’asse delle ascisse stesso 
(al posto della linea n? = a). In questo caso il dominio © = @tio 
è fuori della considerazione. 

Studiamo la situazione in prossimità della linea di assorbimento 
nel mezzo girotropo (V.L. Ginsburg, 1958). 

A prescindere dalla dispersione spaziale rappresentiamo la per- 
mettività dielettrica e nella forma polare 


e(0) (0) = 


0 * (106, 4) 
Non supponiamo ora piccolezza speciale del coefficiente A e perciò non 
scriviamo termine costante. Per esprimere il legame tra E e D si 
deve usare una relazione della forma (104,13) espressa in funzione 
del tensore inverso n;jg = ni Nel mezzo isotropo 


E=-î D+ iF [Dn], (106,5) 


| 0 
ove il vettore dell’attività ottica è scritto nella forma G = fn. 
In prossimità della linea di assorbimento le componenti del tenso- 
re ning descrivono semplicemente lo zero e non ci sono ragioni di 
supporre che il suo sviluppo rispetto al vettore d’onda sia violato. 

L'equazione di dispersione assume la forma 
4A12 
(_ 37) = F?n?, (106,6) 
ove né = e‘ (cfr. la (101,12)). Sostituendovi e‘ dalla (106,4) 
otteniamo l'equazione 


(i+ pre. (106,7) 
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Nella fig. 59 le linee continue rappresentano schematicamente la 
dipendenza delle radici n° di questa equazione da © — ©. Una di 
esse esiste sla per 0 < ©, SIa per © > ®©; Ove, se non è tenuto conto 
della dispersione spaziale, non esistono valori reali di n (la linea 
tratteggiata nella fig. 59 rappresenta la funzione rj (#w)). Altre due 
esistono per © < ©m a sinistra del punto m in cui. . 


0, =34 (Eye, nn= (4). 


Le curve delle funzioni r3 (0) e 23 (0) passano sopra la linea n$ (0), 
e la curva della funzione nî (0) sotto quest’ultima. Perciò (come ciò 
| risulta con chiarezza dalle equa- 
zioni (104,11) che determi- 
nano l’induzione D nell’onda) 
le onde 2 e 3 godono della po- 
larizzazione circolare di un se- 
gno e l'onda / di un altro segno. 
Per concludere sottolineiamo 
che le formule (106,2) e (106,4) 
stesse per la permettività e per- 
ciò risultati basati su di esse si 
riferiscono alle sole frequenze 
sufficientemente lontane dal cen- 
Fig. 59 tro della linea: | 0 — 00 1>Y 
ove y è la larghezza della linea. 
Per | ®© — 00] < y si deve tener conto dell’assorbimento, cioè 
della parte immaginaria della permettività, ciò che può cambiare 
notevolmente il quadro. 
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OTTICA NON LINEARE 


$ 107. Trasformazione delle frequenze nei ‘mezzi 
non lineari 


La teoria della propagazione delle onde elettromagnetiche nei 
mezzi dielettrici, che è stata esposta nei capitoli precedenti, si basa 
sull'ipotesi che il legame tra induzione del campo elettrico D e sua 
intensità E sia lineare. Questa approssimazione è vera con sufficiente 
precisione se (come ciò infatti ha luogo) l'intensità E è piccola ri- 
spetto ai valori caratteristici per i campi atomici interni. Ma anche 
sotto queste condizioni le piccole correzioni non lineari esistenti 
da portare nella dipendenza funzionale D (E) implicano effetti 
qualitativamente nuovi e perciò possono essere notevoli. 

Una particolarità più importante di un mezzo non lineare è la 
generazione in esso di oscillazioni con frequenze nuove. Così, se su 
questo mezzo incide un'onda monocromatica di fÎrequenza @,, 
a misura della sua propagazione nel mezzo vanno generate delle onde 
con frequenze mo; (m sono degli interi); seinizialmente c’è l’insieme di 
segnali monocromatici di frequenze ©, e ©,, allora con il passare 
del tempo compariranno anche delle frequenze combinatorie mo, + 
+ r0, e via di seguito. 

Se il mezzo è senza dissipazione, il processo di trasformazione 
delle frequenze è retto da relazioni assai generali, oltre alla condizione 
evidente di conservazione dell’energia totale delle oscillazioni 
per tutte le frequenze. In questo caso è supposto che la non linearità 
sia debole; il significato della nozione di questa debolezza sarà 
precisato più avanti. 

L'origine e il significato delle relazioni cercate sono particolar- 
mente evidenti dal punto di vista quantistico dal quale partiremo. 
Per rendere più semplice il ragionamento supponiamo che tutte le 
frequenze del sistema possano essere rappresentate come combinazio- 
ni lineari di due frequenze fondamentali incommensurabili ©, e ©g: 


Oman = Mo, + N09, (107,4) 


ove m, n sono interi positivi o negativi. 
L'energia totale della radiazione nel mezzo si può rappresentare 
come somma di energie di tutti i quanti: 


U= 2 NmnliOma, 
m,N Do. . OL 
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OVe Nmn è il numero di quanti con frequenza ©0mn. La sommatoria è 
estesa a tutti i numeri m, n per i quali Om, =>0 (poiché del signi- 
ficato fisico godono, ovviamente, le sole frequenze positive). 

I processi di trasformazione delle frequenze implicano un cam- 
biamento dei numeri Nm, con il tempo essendo conservata l'energia 
totale. Perciò 


sie —=ho, di m Ma + ho, DIC Cima =0. 


mm, ‘m,n 


Poiché abbiamo supposto che ©; e ©, siano incommensurabili e 
che il numero di quanti e loro variazioni siano numericamente 
interi, questa uguaglianza richiede che. si annulli separatamente 
ciascuno dei due sistemi 1): 


3 m Cime — 0, dn Cima =0. (107,2) 


Al posto dei numeri di quanti introduciamo le intensità cor- 


rispondenti, ossia le energie totali U,,, comprese nella radiazione 
delle frequenze corrispondenti: 


Uan = RO0mnNmn (107,3) 


Allora le relazioni (107;2) ‘assumono la forma 


: mi dl, n n dUmn _ | 
3a deo yi Tao (019 
mijn m,n 


‘Qui si deve sottolineare una circostanza ‘particolarmente chiara dal 
punto di vista del quadro classico delle oscillazioni. Parlando della. 
variazione di %,,, con il tempo teniamo conto del solo andamento 
sistematico di questa variazione; in altre parole, consideriamo l’ener- 
gia la cui media è calcolata rispetto ad intervalli di tempo superiori 
ai periodi 1/©;, 1/0, (per cui abbiamo posto il trattino sopra ?mn 
nelle relazioni (107,4)). Proprio qui occorre che gli effetti non lineari 
siano deboli: il tempo caratteristico t dell'aumento sistematico da 
essi causato delle oscillazioni eccitanti deve essere grande rispetto ai 
periodi suindicati. Soltanto sotto queste condizioni è opportuno 
trattare l'andamento temporale delle medie delle grandezze rispetto 
agli intervalli Af tale che 


1/0,, 1/03 <&.AI < To 


1):La scrittura delle velocità di variazione. delle. grandezze numeriche 
intere sotto forma delle derivate è, ovviamente, di carattere convenzionale. 
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Le uguaglianze (107,4) rappresentano le relazioni cercate note 
sotto il nome di teorema di Manley-Rouwe (1956) !). Non resta altro 
che conferire ad esse una forma più determinata e liberarsi dalla 
condizione restrittiva ©mn =>0 per la sommatoria. Ciò è facile ot- 
tenere osservando che a ciascuna coppia dei numeri m, n per la quale 
Omn > 0 corrisponde la coppia dei numeri —m, —rn per la quale la 
frequenza è negativa per lo stesso | Omn |. Ponendo secondo la de- 
finizione. 


Women _ U mn (107,5) 


ed estendendo la sommatoria a tutti gli interi da — oo a + co rad- 
doppiamo quindi le somme, ciò che non ne viola l'uguaglianza a zero. 
Inoltre, si può eseguire un’altra semplificazione. Nella prima ugua- 
glianza (107,4) dividiamo la somma estesa a m in due somme: da 0 a 
co e da — co a 0, e nella seconda uguaglianza sostituiamo m, n + 
-> — m, —n; la trasformazione analoga eseguiamo nella somma estesa 
a n nella seconda uguaglianza (107,4). Come risultato otteniamo 
infine 

00 


CO — 
Himn. Uma __ 
di mo, Teta NOg a 0, di De ‘ MO, TRAP nOy | dt i 0. 


n=0 m=- 00 
(107,6) 


IM 8 


La generalizzazione del teorema per il caso di numero più grande di 
frequenze incommensurabili è immediata. 

Proprietà concrete del sistema oscillatorio possono interdire 
questi o quelli processi di trasformazione delle frequenze. Le som- 
matorie nelle espressioni (107,6) sono estese infatti al soli. processi 
ammissibili. 

Così, nel caso semplice di un sistema che consenta . la sola genera- 
zione della frequenza combinatoria ©, + gi numeri mo n descrivono 
i valori 0, 1 e troviamo così 


1 dYo _ 1. dUy 4 dif, (107,7) 


a — 
—- ——— + rc ———_—_ÈÈ++ Fr — —rrrr+r——rFr———+————F—T 


11 significato di queste uguaglianze è evidentè: la decrescenza dei 
numeri quantici fo, e 70, è uguale alla crescita del numero di 
quanti generati (0, + ©s). 


“ita 
M *- 
DI 


1) L’interpretazione quantistica di questo teorema è stata---data---da 
M.T.Weiss, - 1957. 
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$. 108. Permettività non lineare. 


Se la non linearità è debole, la prima correzione alla dipendenza 
lineare di D da E è quadratica rispetto al campo. Nel caso della 
dispersione temporale !) essa può essere rappresentata in un mezzo 
anisotropo qualsiasi dall’espressione 


00 


Di (6)= (fini (t1, ta) Ea (6-1) Ea (1-13) de, dt (408,1) 
0 


analoga a quella (77,3). E ovvio che l’esistenza di questo termine 
impone determinate limitazioni alla simmetria ammissibile del 
mezzo; in particolare, esso:non esiste se il mezzo è invariante rispetto 
all’inversione. 

Sebbene consideriamo più avanti come tipico proprio ‘un termine 
quadratico rispetto a E della forma (108,1), è necessario osservare 
che nell’approssimazione quadratica l’induzione elettrica può con- 
tenere anche termini bilineari rispetto alle componenti E e H e 
quadratici rispetto a H; di solito, questi termini giocano ruolo minore 
e non li considereremo. Non discuteremo neanche la dipendenza non 
lineare dell’induzione magnetica B da H in quanto essa è analoga 
alla dipendenza funzionale D (E). 

Introduciamo: la grandezza 


E, 41(0,; 02) = | | et (Q1t1+0272) f, 2, (T,; T) dt, dt, (108,2) 
0 


che sarebbe naturale chiamare permettività non lineare del secondo 
ordine (per analogia con la permettività lineare £&;, (@) definita 
dall'espressione (77,5)). Essa differisce per il solo fattore dalle 
orandezze Yin; = &in:/4n dette suscettività non lineare. A causa della 
simmetria con la quale £, e £; figurano nella definizione (108,1) il 
tensore f; 1; è simmetrico rispetto agli indici 4 per la permutazione 
simultanea dei suoi argomenti: f;x:(t,, Ts) = hi in (Tg, ti). Perciò 
della stessa simmetria gode anche il tensore £;, Pat 


Ein (01 07) = Ei, lk (09, 01). (108,3) 


In particolare, per ©; = @g il tensote è simmetrico rispetto all’ul- 
tima coppia degli indici: 


2h (0 ©) = Eitk. (CO7 0) (108, 4) 


Inoltre, essendo reali le funzioni f;x} (ciò che, a sua volta, deriva 
dalla definizione (103,1) con E e D reali) ‘abbiamo 


E, 0 — Q)= i, 21 (0,, 02). (108,5) 


1) în questo capitolo ‘ovunque trascuriamo la dispersione spaziale. 
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La permettività (108,2) compare, naturalmente, considerando dei 
campi monocromatici e loro sovrapposizioni. Nelle espressioni non 
lineari questi campi devono essere rappresentati, ovviamente, nella 
forma reale. Così, se E è un campo monocromatico con una sola 
frequenza @, si deve scrivere E (#) = Re {Eye '®*} e la sua sostitu- 
zione nella formula (108,1) conduce all’espressione 


Dj" (1)==5 Re{ei, arto, 0) e-2i0 ZE + 
+8; 21(0, — ©) EviE 0a}. (103,6) 


Essa contiene oscillazioni con frequenza raddoppiata (accanto a un 
termine costante corrispondente alla differenza di frequenze ® — 
— o = 0). Nel caso generale €; ,; (01, ©,) descrive un contributo 
nell’induzione proporzionale a exp (—i@3t), 03 = 0] + @©o. 

Più avanti considereremo i soli mezzi senza dissipazione e li 
chiameremo trasparenti sebbene essi non siano tali nel senso lette- 
rale (per le onde di data frequenza) in quanto è possibile il passaggio 
dell’energia ad altre frequenze. Supporremo anche che il mezzo non 
goda di struttura magnetica. 

Mostriamo, prima di tutto, che sotto queste condizioni la permet- 
tività non lineare è reale. Ciò si può vedere immediatamente espri- 
mendo le componenti del tensore della suscettività non lineare in 
funzione degli elementi di matrice dell’interazione elettrica di dipolo 
del mezzo con il campo che gioca il ruolo di piccola perturbazione; la 
suscettività delsecondo ordine compare nella terza approssimazione 
della teoria delle perturbazioni !). Comprendere il carattere reale del 
risultato di questo calcolo si può anche senza realizzarlo. Infatti, è 
possibile trovare un sistema completo di funzioni d’onda in base 
alle quali si calcolano gli elementi di matrice (per un mezzo senza 
struttura magnetica e perciò invariante rispetto all’inversione del 
tempo!) che sia reale. L'operatore di interazione del campo con il 
momento elettrico di dipolo del mezzo è anch’esso reale. Perciò i 
termini immaginari potrebbero comparire soltanto in seguito agli 
aggiramenti dei poli dei denominatori energetici nella teoria delle 
perturbazioni. Ma il fatto che la dissipazione nel mezzo non esiste 
significa che nessuna delle frequenze del campo coincide con la diffe- 
renza di livelli energetici del sistema (oppure che i residui nei 
poli sono nulli in virtù di queste o quelle regole di. selezione); per- 
ciò, di fatto, il polo non va aggirato. 

La trasparenza del mezzo implica anche la comparsa di determi- 
nate relazioni di simmetria per il tensore ti, LI Queste relazioni si 


1) Questi calcoli sono analoghi (benché siano giù complicati) al calcolo 
della suscettività oneTa ina ta lineare nel secondo ordine della teoria delle per- 


turbazioni (cir. V $ 126). 
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potrebbero dedurre anch'esse da espressioni concrete ottenute dalla 
teoria delle perturbazioni. Ma anche qui si può arrivare al risultato 
richiesto in un modo più semplice. 

A tale scopo supponiamo che il campo nel mezzo sia la somma di 
tre campi quasi monocromatici con frequenze incommensurabili 
01, do) Og: 


E=E,-+E,+E;= Re{Egye-10+-Ege-i98" + E,ge-i%}, (108,7) 


ove 03 = @, + ©%y. Supponiamo che i campi con le frequenze 01, 
0, 03 Siano stati creati da sorgenti in seguito escluse; essendo debole 
la non linearità del mezzo le loro ampiezze Eor. . .. diventano fun- 
zioni del tempo lentamente variabili. 

Questa lentezza permette di scrivere le equazioni di Maxwell 
per i campi dell'ognuna delle frequenze fondamentali separatamente. 
A sua volta, da queste equazioni deriva. normalmente la: legge di 
conservazione dell’energia sotto la forma 


——————— — nl——.—r—- 


1 : : i _ 
vara (ED, + H,H,) + div re [E,H,jJ= 0 


(e analogamente per le grandezze con gli indici 2 e 3); D, indica .la 
parte dell’induzione D contenente i fattori e+?@:! e il trattino oriz- 
zontale la media rispetto al tempo della quale avremo bisogno nel 
seguito. Integrando rispetto a tutto il volume del campo il termine 
con la-divergenza scompare e resta 


4 e A SIR 
1a | (ED, +H,H;)dV=0. 
Se ora in D, separiamo i termini lineari e non lineari rispetto a E 
D,= DI + DÎ, 


allora i primi, assieme a H,H; daranno d,9%,/dt, ossia la variazione 
con il tempo dell'energia del campo sulla frequenza ©,. Quindi, 
questa variazione è determinata dall’equazione 


dU 
Za __ e | Re {Eje- 1011} DA dv. (108,8) 


Qui si deve esprimere la derivata 0Df/dt in funzione dell’intensità 
del campo mediante le formule (108,14-2). Il calcolo della media ri- 
spetto al tempo annulla tutti i termini in cui i fattori esponenziali si 
riducono reciprocamente. Ripetendo i calcoli per le altre frequenze 
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troviamo infine: 


dU io Pa 
nn CT 16 Î En, it(-— 03; Oo) E0ziEonnEoidV + C.C, 
d X0) 
Pra TT — Ta | Ei, ki (0, — 0g) E63:EonEoa dV + ce. (108,9) 


dU io er PESI 
rr = \ Ei, a1(0,, 02) EisiEonEo IV +0.c., 
ove c.c. significa un’espressione complessa coniugata. Per il calcolo è è 
stata usata la proprietà (108,3). 

La variazione totale dell'energia su tutte e tre le frequenze vale 


dt _ di di ds. 
dt © dt + TE + di ° (108,10) 


Nel mezzo non lineare questa somma, in generale, non deve preci- 
samente annullarsi in quanto è possibile la transizione dell'energia 
anche in altre frequenze combinatorie: 0; — 0g, 0g + ©, e via di 
seguito. Ma il valore dei campi con frequenze ©, %3, ©g create 
da sorgenti esterne non ha niente a che vedere con il grado della non 
linearità; essa non deve essere piccola contrariamente ai campi con 
altre frequenze dovute esclusivamente alla non linearità del mezzo. 
Perciò il contributo di quest'ultime nel bilancio energetico si può 
supporre inesistente e chiedere che la somma (108,10) si annulli. 
Inoltre, siccome questo mezzo rappresenta un sistema non lineare 
con tre frequenze in tutto si può applicare ad esso il teorema di Manley- 
Rowe nella sua forma più semplice (107,7). Nelle notazioni qui usate 
queste relazioni hanno la forma 


1 aa, sai o, 


A dU, {41M _0 
®, dt o di — °° 


Sostituendovi le espressioni (108,9) troviamo che la permettività 
non lineare verifica le relazioni di simmetria importanti seguenti): 


E i,kl (01, 09) =-Ex,ir(—O3, Oy) = E1ki (01) —®g). (103,11) 


(J.A. Armstrong, N. Bloembergen, J. Ducuing, P.S. Pershan, 1962). 
La simmetria espressa da queste uguaglianze diventa più evidente 
ancora se alle componenti del tensore attribuiamo un terzo argomen- 
to tale che la somma di tutti e tre sia nulla: 


Cin1 (—©g5 01; 09) = E,:1 (0,5; —0g, @2) = 
= Ehi (02; 01, —03) = €, (03; 0g: ©1) 
È importante che le ampiezze complesse siano arbitrarie; perciò i termini 


complessi coniugati nelle espressioni (108,9-10) sono indipendenti e possono 
essere uguagliati separatamente, 
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(l’ultima uguaglianza è la (108,3)). Se conveniamo legare i tre argo- 
menti conseguenti (frequenze) con i tre indici conseguenti del tensore, 
allora sarà possibile permutare in modo qualsiasi questi indici a 
condizione della stessa permutazione simultanea degli argomenti. 

È da notare che di per se stessa la condizione della non esistenza 
della dissipazione implicherebbe un’altra condizione più debole, 
ossia la nullità della somma (108,10), cioè 


03E;,h1 (04) 09) — DE, i1(— 03, 02) — 028, 1: (0,,—- 03) =0. (108,12) 


La deduzione esposta è inapplicabile se ©} = ©, = @ in quanto 
le relazioni di Manley-Rowe si riducono in questo caso alla sola 
conservazione dell’energia totale. Quanto all’uguaglianza 


Ei, k1(0, ®0)=&k, :1(—20, 0) =E,: (0, — 20) (108,13) 


essa si deduce semplicemente dalle (103,11) per ragioni di continuità 
nel passaggio al limite. | 

Se ambedue le frequenze ©; e ©, tendono a zero, il tensore £; 1; è 
completamente simmetrico. Questa simmetria non esprime che il 
fatto che nel caso statico l’induzione D può essere ottenuta per deri- 
vazione dell’energia libera rispetto a E: 


oP 
Dj= — 491 dE:' 
in modo che 
OD; _@0DkÒ 
OE 9dE;° 


Ne segue la simmetria. del tensore &;,x;.rispetto agli indici ik e, 
quindi, rispetto a tutti e tre gli indici. 

Se è nulla soltanto una delle frequenze, le relazioni (108,11) con- 
ducono all’uguaglianza | 


C ikl (0, 0) = €,h (0, —0) (108,14) 
e anche a | o i 
Ehi (O, 0) = ei (—, 0) = Enzit (O, 0) (108,15) 
(in virtù della (108,5) le funzioni reali e, ;; (0, 0) sono pari rispetto 
a ©). Il tensore €; x: (0, 0) descrive un effetto elettro-ottico lineare, 
ossia la variazione della permettività del cristallo sotto influsso 


del campo elettrico costante, e, di conseguenza, coincide con il ten- 
sore &;x; definito dall’espressione (100,4), cioè 


1h1 (0, 0) = Agri (0); 


come deve essere, esso è simmetrico rispetto agli indici ik in virtù 
della (108,15). Quanto al tensore 21; (0, — 0) esso descrive un altro 
effetto, ossia lacomparsa nel mezzo della polarizzazione dielettrica sta- 
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tica proporzionale al quadrato di un campo periodico variabile debole 
applicato (si veda il secondo termine nell’espressione (108,6)). Quindi, 
l'uguaglianza (108,14) stabilisce un legame tra questi due effetti. 

Con considerazioni analoghe e usando la suscettività non lineare 
« incrociata » tra grandezze elettriche e magnetiche si potrebbe arri- 
vare di nuovo al legame tra l’effetto magneto-ottico di Faraday e 
la magnetizzazione del mezzo da parte del campo elettrico rotante; 
questo legame si stabilisce mediante le formule (101,15) e (101,25). 

Come è stato già detto. la non linearità del secondo ordine non 
esiste per mezzi invarianti rispetto all’inversione spaziale. In questi 
casi gli effetti non lineari cominciano dai termini cubici nello svi- 
luppo della dipendenza D (E). La permettività non lineare  corri- 
spondente del terzo ordine è un tensore del quarto ordine dipendente 
da tre frequenze indipendenti, ossia 


Ci kim (01; Og, 0g). 


Le sue proprietà di simmetria sono completamente analoghe a quelle 
del tensore di permettività del secondo ordine; se introduciamo an- 
cora la quarta frequenza 


@, = 01 + 0, + 03 
e riscriviamo il tensore nella forma 
Ei nim(—Wg Q10 Oa; 03) 


si possono permutare in qualsiasi modo gli indici assieme alla stessa 
permutazione dei quattro argomenti. 

La non linearità del terzo ordine può essere notevole anche se 
esiste la non linearità quadratica in virtù di carattere specifico di 
effetti da essa causati. pe 


$ 109. Autofocalizzazione 


In questo paragrafo saranno trattati effetti ottici legati alla va- 
riazione non lineare del campo sulla frequenza dell'onda iniziale. 
In altre parole, si considera il contributo non lineare in D della 
stessa frequenza © che ha il campo monocromatico E. Nei termini 
quadratici questo contributo non esiste: essi contengono le sole 
frequenze 20 e 0. Il primo effetto non nullo proviene dalla non li- 
nearità cubica ed è contenuto in termini della forma EEE* (la' fre- 
quenza 0 + 0 — © = #7) PRI 

Più avanti in questo paragrafo supporremo isotropo il mezzo (li- 
quido o gas). Allora i termini del terzo ordine nell’induzione che 
presentano interesse hanno nel caso generale la forma 


DS = a (0) |E PE + fi (0) E2E*; (109,4) 
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essi contengono due coefficienti indipendenti; nel mezzo trasparente 
questi coefficienti sono funzioni reali pari della frequenza. Questo 
numero di coefficienti indipendenti si trova in accordo con le pro- 
prietà di simmetria del tensore seguente: €; rim (— 0} —©, ©, ©). 
Per i valori indicati degli argomenti questo tensore è simmetrico 
rispetto alle coppie degli indici ik e lm; nel mezzo isotropo il siffatto 
tensore ha due componenti indipendenti. Nel limite di frequenze 
piccole, come è stato detto nel paragrafo precedente, il tensore deve 
essere simmetrico rispetto a tutti gli indici, cioè nel mezzo isotropo 
esso è proporzionale alla combinazione 


8indtm + 6i10rm + Simbat 
Ciò vuol dire che 
a (0) = 2p (0). (109,2) 


L'espressione (109,1) si semplifica per il campo polarizzato li- 
nearmente E. Per questa polarizzazione il vettore complesso E si 
riduce a un vettore reale moltiplicato per un fattore di fase comu- 
ne; allora le espressioni | E |? E e E°E* coincidono e 


DÒ = (a + b) | E PE. (109,3) 


La stessa semplificazione compare per la polarizzazione circolare del 
campo E; in questo caso E° = 0 e l’espressione (109,1) diviene 


DA — a |E PE. (109,4) 


In entrambi i casi l’induzione è polarizzata così come E. Nel caso 
generale della polarizzazione ellittica le direzioni e i rapporti tra 
gli assi principali delle ellissi E e D ‘© non coincidono. 

Il legame 


D = DO + DA —= sE + DI), 
(ove e (@) è permettività lineare ordinaria) deve essere sostituito 


nelle equazioni di Maxwell le quali, in questo caso (escludendo da 
esse il campo magnetico H), devono essere scritte nella forma 


rotrotE+-4 Tr-=0, (109,5) 
divD=0. (109,6) 


È importante che. ‘questo sistema di equazioni non lineare con- 
senta una soluzione esatta sotto forma di un ‘onda monocromatica 


piana 
E= Eei (kr-01) (109,7) 


con la polarizzazione lineare o circolare. Infatti, per tali onde 


\ E |} = | Ep |? in modo che le formule (109,3) o (109,4) hanno lo 
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stesso carattere che nel caso lineare con permettività dipendente 
dall’ampiezza del campo; perciò si può considerare la parte reale 
dopo aver risolto le equazioni. Il legame tra D e E in questi casi 
scriveremo sotto la forma 


D=(s+ 2c? niEol?) E (109,8) 


MH? 


introducendo la comoda notazione seguente della quale avremo bi- 
sogno nel seguito: n = © (a + {)/2c? per un'onda polarizzata li- 
nearmente o n = ©°2/2c° per quella polarizzata circolarmente. 

La sostituzione della (109,8) nella (109,6) dà div E == 0, vale a 
dire che il campo resta trasversale come nella teoria lineare. Te- 
nendone conto la sostituzione della (109,7) nella (109,5) conduce 
alla relazione di dispersione seguente: 

2 
ko—-=-e+2n[Es?. (109,9) 

La velocità di fase w/k si trova ora dipendente non soltanto dalla 
frequenza ma anche dall’ampiezza dell’onda. Se n >Q0 la velocità di 
fase decresce all'aumentare dell’ampiezza; questo mezzo si dice 
focalizzante (il significato di questo nome sarà precisato più avanti). 
Se, invece, n < 0 la velocità di fase cresce al crescere dell’ampiezza e 
il mezzo si dice defocalizzante. 

L’uso del legame non lineare (109,1) suppone, ovviamente, la 
sola non linearità debole, vale a dire che i termini di ordine superio- 
re devono essere piccoli rispetto ai termini D°. In questo caso pos- 
sono comparire fenomeni qualitativamente nuovi in seguito all’« ac- 
cumularsi » degli effetti di non linearità in grandi intervalli di tem- 
po e a grandi distanze. Allora è naturale considerare un'onda quasi 
monocromatica della forma 


E=E;(t, r) ei (hex-01), (109,10) 
ove E, (t, r) è una funzione del tempo e delle coordinate lentamente 
variabile (la sua variazione è piccolo negli intervalli di tempo 
1/0 e a distanze —1/ky). I vettori d’onda che figurano nello svi- 
luppo di Fourier di questo campo sono distribuiti in un piccolo in- 


tervallo di valori attorno al vettore k, diretto lungo l’asse x; conve- 
niamo che il suo modulo è legato con ® mediante l’uguaglianza 


ka = e (0) (109,41) 


corrispondente alla teoria lineare. Introduciamo l’equazione ‘descri- 
vente la funzione E, (t, r). 


Osserviamo prima di tutto che nel termine 


rot rot E = grad div E — AE 
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dell'equazione (109,95) si può trascurare la piccola grandezza 
grad div E. Infatti, in virtù dell’equazione (409,6) la divergenza 
dell'intensità è 


divEa — - E, grad |E;|? 


vale a dire che essa è non nulla soltanto per conto delle derivate 
lentamente variabili della funzione E, e per giunta piccola in virtù 
della piccolezza dei termini non lineari; questi termini trascuriamo. 
In tal modo abbiamo 


rot rot ER; AE |EBE— — 2iko Tn — AxEo | gi (kor-01), 


oveA, = 92/0y? + 602/02 (è omesso il termine contenente la derivata 
seconda 0°E,/0x° non avente grande fattore X,; quanto alle derivate 
trasversali, esse possono essere grandi rispetto a quelle longitudi- 
nali). 

Il calcolo della derivata 9°D()/0t? si esegue analogamente ‘alla 
deduzione della formula (80,10) e dà ) 


1 0?D(I) 4 (O) ca) dE ; -0A. 
a di RTF (0% E, + è ) ei (kor-@t):— 


= — (k3E + 9; kE.) gi Qor- 01), 


ove è stata introdotta la velocità di gruppo u secondo la definizione 


1 _ dkg __1 d(@VE) 
dat (108,12 
Nella derivata di D(*, invece, è sufficiente lasciare il termine 
A&B) | 
i di 2n (0) [E]? E, 
trascurando qui il termine con la piccola derivata dE/0t. 
Portando le espressioni ottenute nella formula (109,5) otteniamo 
infine la: seguente equazione: 


. i, e 
iko (ate a)b=-7 Ab (0) |E;|zE,- (109,13) 


La combinazione delle derivate a primo membro dell’ uguaglianza 
esprime il fatto che le perturbazioni dell’ampiezza si estendono 
nella direzione della propagazione dell’onda con la velocità di gruppo. 

Mediante questa equazione è possibile studiare la stabilità di 
un’onda piana illimitata descritta dalla soluzione esatta (109,7-8) 


1) L’unica differenza dalla deduzione della formula (80,10) sta nel fatto 
che ora abbiamo f = d2£/412 e f (0) = — 028 (0). 
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(V.I. Bespalov, V.I. Talanov, 1966). Vedremo che nel mezzo foca» 
lizzante l’onda è instabile 1). 
In accordo con la formula (109,9) nella soluzione esatta (109,7) 


n nEI 
k ko + Po 


con £, dalla (109,11); in un’onda polarizzata linearmente l'ampiezza 
E, può essere definita come vettore reale. Perciò se scriviamo l’onda 
(109,7) nella forma (109,10), nell’ultima espressione bisogna porre 


Ta 2 

Eo:(2) = Eg@XP (iz DE ) . 
Questa espressione funge da ampiezza di un'onda imperturbata. 
Studieremo il problema stazionario dell’estensione spaziale delle 
perturbazioni lungo la direzione della propagazione dell’onda. Ciò 
premesso, l’ampiezza di un'onda soggetta a una piccola perturba. 
zione scriviamo nella forma 


Ep (1) = {Eo+ 6E ()} exp (ia n). (109,14) 


Supponiamo che 6E sia diretto lungo Eo. 
La sostituzione della (109,14) nella (409, 13) conduce all’equa- 
zione 


e SE — _ 1 A\SE—nE} ($E+-8E*), (109,45) 
Poniamo 
SE = Ae! (06+v2) |. B*g-1 (01473), (109,16) 


ove q è un vettore nel piano yz. Sostituendo questa espressione 
nella (109,15) e riunendo separatamente i termini contenenti 
exp {ti (qr 4 yz)} otteniamo due equazioni 
(7 nE3+kv) 4A-n238=0, 
—nE3A4+ (È - _ nE3—kx)) B=0. 
La condizione di nullità del ‘loro determinante dà 
yv= £ 2ko VEE. 


Per n >0e 
g<4nEs, (109,17) 


1) Questa circostanza è stata notata ancora prima. da R.V. Chochlov (1965), 
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y è immaginaria in modo che è£ nella (109,16) contiene un termine 
crescente esponenzialmente, vale a dire che l’onda è instabile. È da 
hotare che l'incremento massimo dell’instabilità è dell’ordine 
di una correzione non lineare al vettore d’onda. 

Una delle manifestazioni di questa instabilità consiste nell’auto- 
focalizzazione del fascio luminoso di larghezza limitata propagantesi 
nel mezzo focalizzante. L'origine di questo fenomeno è dovuta a 
quanto segue: se l'ampiezza del campo decresce dall’asse del fascio 
verso la sua periferia, la permettività dielettrica del mezzo dipen- 
dente da questa ampiezza decresce (per n > 0) nella stessa direzione 
e il mezzo si comporta come una lente di focalizzazione (G.A. Askar- 
jan, 1962). L'andamento del fascio è determinato dal gioco di due 
tendenze opposte, ossia da questa focalizzazione e dall’allargarsi del 
fascio per diffrazione. 

Mostriamo anzitutto che queste tendenze si possono compensare 
mutuamente nel senso che l'equazione (109,13) consente (per n > 0) 
una soluzione sotto forma di un fascio stazionario non allargantesi. 
Questa autocanalizzazione è un effetto specificamente non lineare. 
Nella teoria lineare ogni fascio a sezione limitata diverge per diffra- 
zione. Ci limitiamo al caso unidimensionale quando il campo E di- 
pende dalla sola coordinata trasversale y essendo polarizzato lungo 
l’asse z; l'onda si propaga lungo l’asse x !). In questo caso si può 
ottenere una soluzione analitica del problema (V.I. Talanor, 1969). 
Ma ci astraiamo dalla circostanza che il fascio di larghezza indefi- 
nita (nella direzione dell’asse z) è instabile a priori poiché in esso 
sono possibili perturbazioni con piccoli valori g, instabili secondo 
la (109,17). 

Poniamo 

E, = F (Y) eix* (109,18) 
con piccola grandezza x che funge da correzione .al vettore d'onda ky: 
la funzione / (y) è reale. La sostituzione nella (109,13) dà per questa 
funzione l'equazione 


+ Gr = kyxF —nP?. (109,19) 


Essa ha l’integrale primo. 

1 | dF 9 4 __ 

7 (FP) — kyxF ++ F costante. | 
Presenta interesse la soluzione in cui r e dF/dy tendono : a zero per 
|y|-> co. Ciò premesso, poniamo costante = 0 e in seguito una 
semplice integrazione dà 

__{ 2kgx \1/2 1 
F=( n ch [(2X%0%)!/?y] (109,20) 


1) È da notare che sotto queste condizioni il termine grad div E trascurato 
precedentemente come piccolo si annulla identicamente. 
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(il centro del fascio serve di origine per y). La larghezza del fascio 
lungo l’asse y è 


82 (kyx)42 = 1/ VP (0). 


Poiché il flusso di energia propagantesi lungo il fascio è W — E? (0) è, 
allora è è proporzionale a 1/W, vale a dire che il fascio è più stretto 
quanto più grande è la potenza da esso trasportata. 

Così un fascio autocanalizzato presenta un caso particolare quan- 
do le proprietà di focalizzazione del mezzo vanno compensate 
precisamente dalla diffrazione. Altri fasci saranno ora divergenti 
ora convergenti. Prima di tutto, scriviamo il criterio qualitativo di 
autofocalizzazione per un fascio reale a sezione limitata (R.Y. Chi. 
ao, E. Garmire, C.H. Townes, 1964). Ciò è possibile fare immediata- 
mente partendo dalla condizione di instabilità (109,17). Nel fascio 
con raggio caratteristico R sono possibili delle perturbazioni a lun- 
ghezze d'onda trasversali rispetto all’asse del fascio e minori di £, 
cioè con 9g » 1/R. La condizione (109,17), invece, determina il limi- 
te superiore dei valori q che implicano l’instabilità. Perciò il fa- 
scio sarà instabile rispetto alla focalizzazione per 


E?Rîm > 1. (109,21) 


La potenza trasportata lungo il fascio è determinata dal prodotto 
EiR°. Osserviamo che il valore critico di questa potenza, oltre il 
quale comincia l’autofocalizzazione, è indipendente dall’area della 
sezione del fascio. | o 

Si trova anche possibile stabilire un criterio sufficientemente 
preciso (indipendente dall’ordine di grandezza) di autofocalizzazione 
del fascio (S.N. Vlasov, V.A. Petristev, V.I. Talanov, 1971). 

Per un fascio luminoso stazionario polarizzato linearmente, ma 
senza ipotesi preliminare sul carattere della dipendenza da <, l’equa- 
zione descrivente la funzione £, (x, g) ha la forma 


ilo SE 4 ALE, WIE: (109,22) 


(p è raggio vettore bidimensionale nel piano yz; nello stesso piano 
agiscono due operatori differenziali A, e V,). E facile provare che. 
da questa equazione deriva l’uguaglianza 


Lil +div, j=0, (109,23) 


ove 


j= 5” (EVE — E6VsEo). 
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Ne deriva, a sua. volta, la. « conservazione » (cioè l’indipendenza 
da 2) dell’integrale 


= \ |E,\?d2p. (109,24) 


Si conserva anche l'integrale 


e= gr [ {lv.Eol?— ni2514) Po, (109,25) 


— 00,0 


che si verifica facilmente per diretta derivazione rispetto a x usando 
l'equazione (109,22). È supposto, ovviamente, che E, decresca in 
modo sufficientemente rapido per o + co in modo che ambedue gli 
integrali (così come quello (109,26) trattato più avanti) siano :con- 
vergenti 1). 

Mostriamo che il comportamento del fascio è determinato dal 
segno dell’integrale €: per é£ —>0 il fascio in media diverge e per 
€ 0 si focalizza. La dimostrazione è basata su una semplice 
equazione che si può ottenere per: il raggio medio A del fascio defi- 
nito secondo la formula 


R° (2)=+- | 02|E.|? d?p. (109,26) 


— 00 


Per dedurre questa equazione scriviamo, usando la formula 


(109,23): 
d . . Ò DI ; 
= \ | E,|°p*d20= — { div 13-p°d°p=2 i i0d?p. 


Derivando ancora una volta rispetto a x, sostituendovi 0E£/0x dalla 
formula (109, 22) e integrando due volte per parti otteniamo come 
risultato l'equazione 


d2 
Ni R3= 46 
Di qui 
R° (x)=# (e—x)?+Rt, (109,27) 


1) Per carattere delle derivate che figurano nell'equazione (109,22) quest’ul- 
tima è analoga all’equazione di Schròdinger bidimensionale (ove la coordinata x 
punge da tempo). In questa analogia gli integrali N e € fungono da « numero 

articelle » e da « energia »; il carattere non lineare dell'equazione non incide 
di a deduzione di queste leggi di conservazione. 
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ove zo, Ro sono costanti. Si vede che per É < 0 a distanza finita 
lungo la direzione di propagazione si ottiene la focalizzazione totale 
del fascio, ossia il suo raggio A si annulla !). 

Questo risultato ottenuto nei limiti dell'equazione approssimata 
(109,13) non può avere significato fisico letterale nell’intorno del 
fuoco stesso ove va violata l’ipotesi fatta per la deduzione dell’equa- 
zione. È sufficiente dire che all'aumentare indefinito della densità 
di energia del campo per una focalizzazione precisa non è più oppor- 
tuno limitarsi al grado più basso della non linearità, cioè cubica. Ma 
è già importante la possibilità stessa di autofocalizzazione del 
fascio in modo tale che la non linearità cessa di essere piccola. Sotto- 
lineiamo che il criterio stabilito è di carattere sufficiente ma non 
necessario. Il fascio con € < 0 si focalizza completamente a priori, 
ma la divergenza del fascio in media per € =>0 non contraddice il 
fatto che una sua parte interna si focalizzi. 


$ 110. Generazione della seconda armonica 


Nel $ 107 abbiamo considerato alcune relazioni generali che si 
riferiscono a processi di trasformazione delle frequenze caratteristici 
per l’ottica non lineare. Ora trattiamo la teoria quantitativa di uno 
di questi processi tipici, ossia la generazione della seconda armonica, 
cioè il processo di eccitazione del campo elettromagnetico di fre- 
quenza 20 da un altro campo di frequenza © (R.V. Chocklov, 1960; 
J.A. Armstrong, N. Bloembergen, J. Ducuing, M.S. Pershan, 1962). 

La generazione della seconda armonica è un effetto non lineare del 
secondo ordine. Esso è contenuto nel tensore di suscettività non li- 
neare 


€ì Al (20; d, ®) (110,1) 
e perciò non esiste nei mezzi che ammettono l'inversione spaziale. 
Il tensore (110,1) è simmetrico rispetto agli indici X/; le sue proprietà 
di simmetria in diversi cristalli sono le stesse che nel tensore piezo- 
elettrico ($ 17). Supponiamo il mezzo non assorbente in modo che 
€;"21 siano grandezze reali. 

Il problema della seconda armonica può essere impostato nel 
seguente modo. Supponiamo che su una superficie piana del mezzo 
cristallino incida un'onda monocromatica piana di frequenza @. 
Accanto all’onda riflessa e alle due onde rifratte (nel cristallo biri- 
frangente) della stessa frequenza compaiono inoltre onde riflessa e 
rifratte di frequenza 20. Le onde di questa frequenza nel cristallo rap- 
presentano soluzione delle equazioni (109,5-6) nelle quali il termine 


1) È da notare che se la distribuzione | £, |? nella sezione del fascio non 
varia lungo la sua lunghezza, allora R? = costante e € = 0. L’inverso, tutta- 
via, non è necessariamente obbligatorio, vale a dire che possono esistere delle 
soluzioni in cui € = 0 in modo che R = costante ma Ia distribuzione è dipen- 

ente da r. i 
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non lineare nell’induzione, D‘, deve essere espresso in funzione del 
campo dell’onda principale. Le ampiezze di tutte queste onde si e- 
sprimono in funzione dell’ampiezza dell'onda incidente mediante le 
condizioni di frontiera sulle quali qui non ci soffermiamo. È ovvio 
che l'ampiezza delle onde di frequenza 2@ sarà piccola per piccolezza 
della suscettività non lineare 1). î 

Le onde rifratte si propagano in seguito nell’interno del cristallo 
come in un mezzo illimitato. A misura della loro propagazione gli 
effetti non lineari si accumulano e l’intensità delle armoniche può 
raggiungere grandi valori, vale a dire si verifica un pompaggio 
dell’energia della frequenza fondamentale nell’armonica. È questo 
processo a presentare qui interesse. Quanto alle condizioni sulla 
superficie del cristallo, in questo caso esse fungono da condizioni 
« iniziali » che assegnano una piccola ma non nulla ampiezza del 
campo della seconda armonica. Le stesse condizioni assegnano (per 
una data direzione dell’onda incidente) i vettori d'onda della prima 
armonica nel cristallo k, e della seconda armonica k,. 

Come si vedrà nel seguito, il pompaggio efficace dell’energia si 
realizza esclusivamente se si verifica la condizione di sincronismo 
dell'onda fondamentale dell’armonica ?): Sn 

| k, = 2k,. (110,2) 


Sottolineiamo che per l’impostazione stessa del problema della gene- 
razione della sola seconda armonica ha un’importanza di principio 
l’esistenza della dispersione. Se la dispersione non esiste la condi- 
zione (110,2) si verifica per rifrazione automaticamente assieme con 
condizioni analoghe per le armoniche di ordine superiore (kg = 
x 3k, ecc.). Se la dispersione esiste, le cose stanno altrimenti e:si 
può supporre che la condizione di sincronismo verificata per la 
seconda armonica non si verifichi per le altre. Sottolineiamo che la 
condizione stessa (110,2) può essere verificata infatti a condizione 
che l’onda fondamentale e l’armonica si riferiscano a tipi diversi di 
polarizzazione e, quindi, abbiano leggi diverse di dispersione. | 

Scriviamo il campo nel mezzo come sovrapposizione di due onde: 


E=E,+E,= Re[e,E,gei 1-01) + e, Eye? (ker-201)], (110,3) 

ove, in virtù della condizione (140,2) si ha 
k, = 2k, + q (110,4) 
con q « k,. Le ampiezze delle onde sono rappresentate nella forma 
dei prodotti E, = eZ, ove e è un vettore di polarizzazione unitario 


1) Per calcolo delle condizioni di riflessione e ‘rifrazione sulla frontiera del 
mezzo non lineare per alcuni casi particolari si veda l’articolo di Bloember= 
gen N., Pershan P.S. in Phys. Rev., 1962, v. 128, p. 606. 

2) La natura di questa condizione è particolarmente evidente dal punto di 
vista quantistico quando la generazione della seconda armonica va considerata 
come « confluenza » di due fotoni in uno. L’uguaglianza %Rk, = 2}k; esprime 
la conservazione dell'impulso in questo processo. 
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(ee* = 1). Nell’approssimazione lineare queste. ampiezze sarebbero 
costanti e, tenuto conto della non linearità, funzioni delle coordinate 
variabili lentamente (cioè variabili poco a distanze —1/k,). 

Le equazioni per le ampiezze di ambedue le onde si ottengono 
mediante la sostituzione della (110,3) nelle equazioni di Maxwell 
(109,5-6) e la separazione in esse dei termini con la stessa dipenden- 
za dal tempo. Non ci soffermiamo qui in dettaglio su questi calcoli 
semplici ma molto ingombranti e ci limitiamo ad alcune indicazioni 
di principio. 

Cercheremo le soluzioni delle equazioni descriventi la genera- 
zione stazionaria della seconda armonica nel cristallo dall’onda fon- 
damentale corrente; queste soluzioni sono indipendenti dal tempo. 
Per sincronismo corretto (q= 0) le equazioni per le ampiezze non 
avrebbero le coordinate nella forma esplicita; per il sincronismo scor- 
retto le coordinate figurano nell’equazione soltanto nella combina- 
zione qr (nel fattore exp (—iqr)). Considerando la direzione del 
vettore q come asse z si possono cercare perciò le soluzioni delle 
equazioni dipendenti unicamente da z. Se partire da impostazione 
suindicata dell’incidenza dell'onda @ sulla superficie cristal- 
lina il problema è uniforme nei piani paralleli a questa superficie. 
Perciò l’asse z le è perpendicolare (la perpendicolarità del vettore 
q alla superficie del cristallo si verifica automaticamente in virtù 
delle condizioni di frontiera). 

Nell’approssimazione lineare le onde nel mezzo anisotropo (non 
girotropo) sono polarizzate linearmente (cfr. $ 97); per esse e può 
essere definito come vettore reale, e più avanti con e, e e, intende- 
remo questi valori per ambedue le onde. Se sviluppiamo l’ampiezza 
E di ciascuna onda nelle direzioni e, k, [ek] le componenti lungo le 
due ultime direzioni saranno piccole a causa della piccolezza delle 
derivate dE,/dz che compaiono come effetto della non linearità. Le 
componenti lungo la direzione e coincidono approssimativamente 
con le grandezze assolute £, dei vettori E,. Le equazioni per esse 
si ottengono moltiplicando l'equazione (109,5) per il vettore e, o 
e,. Poiché le onde con £, = costante sono supposte quali soluzio- 
ni esatte delle equazioni di Maxwell nell’approssimazione lineare, 
tutti itermini lineari nelle equazioni, non contenenti derivate rispet- 
to a z, si riducono mutuamente. I termini con le componenti di E, lun- 
go le direzioni k e [ek] (che potrebbero essere dello stesso ordine che i 
termini con le derivate dE/dz), come risulta, scompaiono per la 
moltiplicazione suindicata; questa circostanza è dovuta all'orto- 
gonalità dell’induzione D sia alla direzione k che a quella [ek] (cfr, 
la formula (97,3)). 

Per la supposta lentezza della dipendenza delle ampiezze dalle 
coordinate nelle equazioni si possono trascurare le derivate. seconde 
di Ex rispetto a z. Perciò, ad esempio, l’espressione 


2 . 
€31 { (rot rot)iza — 40 Eik (20) } en E, geitar 


c? 
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nell'equazione per E, (moltiplicata per e,) in accordo con quanto 
detto precedentemente si riduce a 


Zieo [ks [les] das 


(ove } è un vettore unitario dell’asse. )) e analogamente per E,. 
Le equazioni definitive ottenute in seguito alle operazioni sum- 
menzionate sono 


db sup) 
dE* (110,5) 
di = ine” iaz E ,E50 
nelle quali abbiamo introdotto le seguenti notazioni 1): 
2 
n= DE 1, 21 (0, ©) 09,€13€411 (110,6) 
&, = l fe, [k;e;]], a, = 1/1 [e, (k,e.]] 1 e, [k,e,]]. (110,7) 


Moltiplicando la prima equazione (140,5) per £*, e la seconda per 
E,o e sommandole, troviamo il primo integrale di questo sistema 


| Eio 1 +, | Es |° = costante = P. (110,8) 


Esso esprime la costanza del flusso di energia totale (in ambedue le 
onde) lungo l’asse z 2). 

È comodo passare dalle grandezze complesse a quelle reali, ossia 
ai valori assoluti e alle fasi delle grandezze E, € E,0. Per rendere le 
equazioni semplici al massimo, introduciamo le nuove incognite g,, 
02, Pi, Po come grandezze adimensionali e definiamole secondo 


Po. DD 
Eo= VE 0;e°91, Ego = VE pseiv:. (110,9) 


Il sistema di equazioni (110,5) è invariante rispetto alle trasforma- 
zioni 


pa > Pa +0, da > Pa + 2e. 


1) La prima delle equazioni (110,5) si ottiene dai termini contenenti e7??9* 
e la seconda dai termini contenenti e*“*, Nei secondi membri di queste equazioni 
sono state usate le relazioni (108,13). 
E .*) La media rispetto al tempo della densità del flusso di energia nell’onda 
1 è 


Su=37 Re l{E%xHw]l= = HIEN [kxE1o]}=<5 21 |E1o}® 


e analogamente per l’onda E.. 
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Infatti, in esso si separano le equazioni per le funzioni p,, p, e per la 
combinazione invariante 29, — @, che costituiscono nel loro in- 
sieme il seguente sistema di equazioni chiuso: 


DR = — gp, sen, 0a pi sen 8, (110,10) 
Pas (2e.-62) cos®, (110,11) 
2 
ove 
e sono introdotti la variabile adimensionale 
P 
t=my #2 (110,13) 
e il parametro adimensionale 
— 
si vci (110,44) 


Il primo integrale (140,8) con queste variabili. assume la forma 
pi +02 = 1. | (110,15) 


Consideriamo il caso del sincronismo preciso: g = 0, cioè s = 0. 
Allora, le equazioni (110,10-11) hanno un altro integrale primo, cioè 


PIO: cos 0 = costante = è (110,16) 


(ove la costante. 5° <.4/27; ciò deriva, come è facile provare, dalle 
uguaglianze (110,15-16) in virtù della condizione |cos09 |< 1). 
Mediante entrambi questi integrali la soluzione dell'equazione 
(110,10) si riduce a quadrature, ossia all’integrale ellittico 

0 (1). x 
1° du e 
2 [u(1—-u)?—6?2]1/2 

93 (0) 


Di 
H 


(140,17) 


il segno dell’integrale è determinato dal segno del valore iniziale 
(per & = 0) di sen 0. L'equazione cubica 


uu? —8=0 (110,18) 


ha tre radici reali positive (per 6? < 4/27) delle quali due sono mino- 
ri dell'uno; indichiamo queste ultime con pg e pé, fra l’altro, 0} < 
< pî 1). La funzione p? (©) definita dalla formula (110,17) varia 


‘ 1) Fra queste radici il polinomio a primo membro dell'espressione (110,18) 
ha un massimo nel punto u = 1/3 uguale a 4/27 — 8; per 62 = 4/27 questo 
massimo si annulla, le due radici si fondono e in seguito scompaiono. 
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periodicamente tra questi valori con un periodo uguale all’integrale 


pÈ 

d 
| [u CELERE IL. (110,19) 
Pa 


Analogamente varia anche la funzione p:(5) = =1_-p3(0) ©, fra 
l’altro, una di queste funzioni è massima e l’altra minima. 

La grandezza pa va identificata con il valore dell’intensità della 
seconda armonica, p? (0), assegnata dalle condizioni di frontiera 
sulla superficie del cristallo (z = 0). Si vede che nella direzione 
dell'asse z nell’interno del cristallo si verifica un pompaggio perio- 
dico dell’energia dalla frequenza fondamentale nella seconda armoni- 
ca e viceversa. Alla diminuzione di 0, (0) il periodo di questo processo 
aumenta e per f, (0) + 0 tende all'infinito secondo una legge loga- 
ritmica. Al valore limite p, (0) = pa = 0 corrisponde la soluzione 


e; = 1/ch È, p,=th 8, (110,20) 


che si ottiene dalla (110,17) per 8=0 con una integrazione elementare; 
in essa l'ampiezza della seconda armonica cresce monotonamente e. 
asintoticamente per È + co tutta l’energia passa dalla frequenza 
fondamentale nell’armonica. 

Consideriamo ora il caso inverso quando l’ampiezza £, resta 
ovunque piccola rispetto a 0;. Si vedrà in seguito che questo caso 
significa notevole violazione del sincronismo delle onde. 

Per 0, « g; Si può supporre gf, costante nella prima approssi- 
mazione (0, = (, (0)) e scrivere le equazioni per p, e 8 nella forma 


deo sino d 0 
Te gi (0) sen 0, Pai SLI i e cos 0. 
La soluzione di queste equazioni nulla nel: punto iniziale $ = 0 è 
2 n 
pa (6) = pî (0) sen È, 0 =5- È, (110,21) 


Queste formule determinano la variazione del campo lungo un in- 
tervallo 0 < $< 27n/s (cioè 0 < x < 27/9) e in seguito il processo 
si ripete periodicamente !). La condizione p, « f; significa che deve 
essere 0î(0)/s < pi (0), cioè s > pi (0) ossia 

go >, 2° > 1/00, (0) VP. 
Questa è la condizione di violazione relativamente grande del sin- 
cronismo. In generale, ‘il valore del parametro g determina quale 


1) In ogni periodo successivo al termine costante nella variabile di fase @ 
si deve aggiungere un x. Nel punto in cui py = 0 la fase ©, perde significato e la 
differenza di fasi 0 può avere un balzo. 
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effetto limita la generazione dell’armonica (cioè l’aumento dell’am- 
piezza .): effetto lineare di violazione del sincronismo per 920 > 1 
o effetti non lineari per gz, «1)). | , 

Precedentemente in questo paragrafo abbiamo parlato ovunque 
della generazione della seconda armonica per conto della frequenza 
fondamentale. Ma le equazioni considerate descrivono anche il 
fenomeno inverso, ossia il rafforzamento (detto parametrico) del 
segnale debole di frequenza © nel campo della radiazione intensa 
di frequenza 20; questo processo rappresenta un caso elementare 
del fenomeno più generale, ossia del rafforzamento dei segnali con 
frequenze diverse ©, e ©, — ©, nel campo dell'onda intensa di fre- 
quenza ®j (S.A. Ackmanov, R.V. Chochlov, 1962; R.H. Kingston, 
1962). 

Prima di tutto sottolineiamo le seguenti distinzioni di questo 
processo dalla generazione della seconda armonica. Questa ultima 
potrebbe cominciare dell’intensità zero dell’armonica. La possibili- 
tà di rafforzamento della frequenza fondamentale chiede comunque 
che essa abbia almeno piccola intensità iniziale: se nel punto ini- 
ziale o, (0) = 0 così resta ovunque; si vede dalle equazioni (110,10) 
che con g, si annullano anche le derivate di tutti gli ordini di gp, e p>. 

Consideriamo di nuovo il caso di sincronismo preciso e supponia- 
mo, inoltre, che il valore iniziale della variabile di fase sia 0 (0) = 
= — n/2; per sincronismo preciso questo valore si conserva. Allora 
il parametro è = 0 in virtù dell'uguaglianza cos 9 = 0 benché i 
valori iniziali di f, e f, siano non nulli. In questo caso la soluzione 
delle equazioni (140,10) è 


P1 = 1/ch (6 _ Co); Po=—- th (5 _ Co); (110,22) 


ove î > 0 è una costante. Per grande valore di questa costante il 
valore iniziale g, (0) = 1/ch & è piccolo. Si vede che lungo l’asse z 
in profondità del cristallo si rafforza l’onda della frequenza fondamen- 
tale per conto dell’intensità dell’armonica. Quest'ultima decresce 
fino a zero (per & = Cp) e di nuovo cresce finché tutta l’intensità non 
sarà concentrata asintoticamente in essa ?). | 


$ 111. Onde elettromagnetiche forti 


La possibilità dell’impostazione del problema studiato nel pa- 
ragrafo precedente sulla generazione di una sola armonica dipen- 
de dalla dispersione. Studiamo ora il caso inverso quando in tut- 


1) Ricordiamo che tutti i ragionamenti sono basati sull’ipotesi che q « ki. 
Questa condizione è stata completamente usata nel dedurre le equazioni (110,5) 
dalle quali è scomparso il piccolo parametro g/k,. Parlando del caso 92, > 1 
supponiamo, ovviamente, che esso sia compatibile con la condizione gq < ki. 

2) Per î> lo alla variabile di fase si deve attribuire il valore 0 = n/2 
e cambiare il segno di th in g> (%). 


558 CAPITOLO XIII 


to l'intervallo notevole di frequenze si può supporre inesistente 
la dispersione in modo che l’induzione D (t) in ogni punto è de- 
terminata dal valore E (t) allo stesso istante !). Supponiamo ovun- 
que il mezzo isotropo; allora le direzioni D e E coincidono. La non 
linearità non è supposta piccola in questo paragrafo, cosicché la di- 
pendenza D (E) è una funzione qualsiasi. 

Il fatto che trascuriamo l’assorbimento e la dispersione ha un’im- 
portanza di principio in quanto, come risultato, dalle equazioni 
scompaiono parametri dimensionali della frequenza (0, quindi, della 
lunghezza). Questa circostanza rende possibile la costruzione di una 
soluzione precisa che generalizzi un'onda piana unidimensionale 
ordinaria dell’approssimazione lineare (A.5. Gaponov, G.I.. Freid- 
man, 1959) ?). 

Supponiamo che l’onda si propaghi nella direzione dell’asse , 
il campo elettrico sia diretto lungo l’asse y e il campo magnetico 
lungo l’asse z (indichiamo E, e H, semplicemente con £ e H). Le 
equazioni di Maxwell 


1 8D 1 0H 
rot H=- <<, rot E= -T% 
assumono la forma 
OH 41 @D e 0dE 0E 41 dH 
— dae a eda Td dI (111,1) 
ove per definizione 
dD 


(per E + 0 la funzione e (£) tende al valore e), ossia alla permetti- 
vità dielettrica ordinaria). 

Cerchiamo la soluzione in cui le funzioni £ (t, x) e H (t, x) pos- 
sono essere espresse come funzione di una dell’altra: H = H (£). 
In questo caso le equazioni (111,1) si possono riscrivere così: 


e dE dH dE 4 dH 0E dE | 
ce di + dE dr © dE dit dr =0. (111,3) 


Affinché queste ‘due equazioni possano essere soddisfatte da valori 
non nulli delle incognite 0£/0t e 05/07, deve ‘essere nullo il loro de- 
terminante. Questa condizione dà 


(7) = 


1) Per ragioni di uniformità in questo capitolo anche qui parleremo del 
legame non lineare fra D e E supponendo il mezzo non magnetico. In realtà 
i fenomeni considerati si riferiscono a mezzi con una dipendenza non lineare di B 
da H. o. 
. —?) Questa soluzione è analoga alle cosiddette onde semplici dell’idrodina- 
mica unidimensionale del fluido incompressibile perfetto (cfr. VI $ 94). 
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da qui 
E 
H= + \ Ve(E) de. (111,4) 
0 
Sostituendo ora dH/dE dalla (111,4) in una delle equazioni (111,3) 
abbiamo | | 


—_ (0E/0t)x. — da ia _l 
(0E/0x)1 =( dt 3 Va 


Di qui risulta: che 
€ . 
XL ——— È 
+ Vi 


può essere funzione qualsiasi di £. Indichiamo la funzione inversa 
con f; abbiamo 


E=f(xpF_£— t); 111,5 
età) 9 
i due segni qui corrispondono alle due direzioni di propagazione 
dell’onda. Dopo aver definito la funzione f la formula (111,5) de- 
termina in forma implicita la dipendenza £ (tf, x). Nei campi deboli, 
in cui si può porre e = €, la (111,5) si trasforma in un'onda piana 
ordinaria con velocità di fase c/V'e,. È da notare che la soluzione 
così ottenuta esiste unicamente per e >0, ossia conformemente alla 
condizione di stabilità (18,8) 1). | 
A misura della propagazione dell’onda il suo profilo assegnato 
all'istante iniziale va deformato in quanto i suoi tratti diversi si 


a 
Pd 
VAS 7 \ 
. cn o ee. re 
{ 


Fig. 60. 


propagano con velocità diverse. Di solito e (E) decresce all’aumen- 
tare di £ (la funzione e (£) tende ad essere satura). In questo caso i 
punti del profilo con valori £ più grandi si muovono con velocità 
più grandi per cui aumenta la ripidezza del fronte anteriore del pro- 
filo (come ciò risulta dalla fig. 60 nella quale è rappresentata la for- 
ma del profilo in alcuni istanti successivi). In un certo istante si 
verifica un flesso del profilo per cui esso dovrebbe essere non uni- 
forme. Ma in realtà in -questo. istante  nell’onda compare ur'onda 


1) Nella deduzione esposta si s ppone che la densità, temperatura ecc. del 
mezzo non subiscano oscillazioni del campo. Ciò è dovuto sia a piccoli effetti 
di strizione sia a una grande velocità (rispetto a quella del suono) di propaga- 
zione delle onde. | 0 
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d'urto elettromagnetica, ossia il distacco fra le grandezze E e H. Le 
condizioni di frontiera nel punto di discontinuità hanno la stessa 
forma (76,13) come in qualsiasi superficie in moto. Per un’onda pia- 
na trasversale queste condizioni sono 


H,— H,=:— (Di Di), 
; (111,6) 
E, -E,=<7 (Ho—H)), 


ove gli indici 1 e 2 sono riferiti ai valori delle grandezze davanti e 
dietro il fronte d’onda, rispettivamente. Moltiplicando queste due' 
uguaglianze troviamo la velocità dell’onda d’urto: 


pr= e Lab (114,7) 


Nell’onda d’urto si verifica la dissipazione dell'energia. Sia Q 
la velocità di dissipazione riferita all’unità d’area della superficie di 
discontinuità. Per il suo calcolo scriviamo la legge di conservazione 
dell’energia applicata a un elemento di volume cilindrico del mezzo 
l'una base del quale si trova dietro la discontinuità e l’altra base 
davanti: 


-<- (E.H,—E,H)=v(U,—U)+0. (111,8) 


A primo membro figura la differenza di flussi di energia attraverso 
le due basi, a secondo membro la somma di velocità di variazione 
dell’energia per conto dello spostamento della frontiera tra i domini 
1 e 2 e dell’energia dissipata. La differenza di energie interne (per 
densità e temperatura immutate) è 


Ds 1 
| EaD+-{ (Hi— H1). 
Di 


i 
AT 


U,-U,= 


Tramite le uguaglianze (111,6-7) si può ridurre l’espressione (111,8) 
alla forma 


Ds 
= {3 (Da D) (Et+E)— \ E dD} ° 
Di 


Se l'onda d'urto è debole (cioè variazione dei valori in 
essa è piccola), allora per il calcolo di Q si può rappresentare il 
legame fra D e E sotto-la forma dello sviluppo 


D(E)=D,+e(E)(E—-E)+& (E) (E-E), 
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ove e' (E) = d°D/dE?. Un semplice calcolo conduce al seguente ri- 
sultato: 


Q=—- ve (E) (EE). (111,9) 


Quindi, la dissipazione dell’energia in un’onda elettromagnetica 
d’urto debole è del terzo ordine di grandezza del balzo del campo in 
essa. Poiché deve essere Q > 0, allora per e'° < 0 sarà £, > £, in 
accordo con la fig. 60. 

La comparsa dell'onda d'urto viola l'applicabilità della solu- 
zione ottenuta: le espressioni (111,4-5) per il campo contraddicono le 
condizioni di frontiera (111,6). Quel che più importa, tuttavia, è 
che l’onda resta ordinaria approssimativamente (a meno delle gran- 
dezze del secondo ordine comprese) finché si può supporre debole 
l'onda d'urto !). Con questa approssimazione l’espressione per la 
velocità di discontinuità si può rappresentare nella forma 


v=c[s(-EtE)] e, (144,10) 


La posizione della discontinuità sul profilo dell’onda in questa ap- 
prossimazione è determinata dalla condizione di uguaglianza di due 
aree tra la retta verticale e la curva tratteggiata nella fig. 60. 


Problema 


Sulla frontiera di un mezzo incide dal vuoto un'onda piana della forma 
= f; (© — x/c). Determinare l’onda riflessa (L.J. Broer, 1963). 


Soluzione. Il campo nel vuoto (semispazio x < 0) è composto delle onde 
incidente e riflessa (indice r): 


=fi@0-z/)+ fr (64 2/0), 
H= fit zl) — fr (0(+ z/e) 


(nel vuoto le equazioni del campo sono lineari e due soluzioni si possono somma- 
re!). Nel mezzo, x > 0, esiste la sola onda passata in cui 


E=fi Î MA ZIONI H=: jvia 


Dalla condizione di continuità del campo elettrico per x = 0 abbiamo 
hO=fh0+f 0. 


La condizione di continuità di ‘sulla stessa frontiera dà in seguito la seguente 
relazione: 


MOSAICO) 
no-no= | Vede 
0. 
la quale.definisce in forma implicita la funzione fr. 


1) La situazione qui è del tutto analoga alla comparsa nelle onde idrodi» 
namiche d’urto in un’onda acustica forte (cfr. VI $ 95), perciò non ripetiamo 
tutte le co sideraziori corrispondenti, 
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$ 112. Diffusione combinatoria forzata 


Al novero di effetti non lineari del terzo ordine si riferisce l’in- 
flusso esercitato dalla radiazione di una frequenza ®, (onda di pom- 
paggio) sulla propagazione nello stesso mezzo dell’onda di un’altra 
sequenza Vo. Questi effetti sono contenuti nella permettività non 
ineare 


Ei, hlm (0%, (OTTE — Qi) (112,4) 


che dà contributo nell’induzione con la frequenza ©, 1). 
Nel mezzo isotropo l’induzione D, sulla frequenza @g, tenuto 
conto del contributo suindicato, è data dall'espressione 


D, = e;E, + a, (EjE*) E, + P,E (ETE,) + VoEi (EE), (112,2) 


ove 
E,= Exgefr-011), E, = Eygei (kar-0s)), (142,3) 


Nel primo termine della (112,2) e, = e, (03) è la permettività li- 
neare ordinaria; negli altri termini a, B, e y, sono tre componenti 
indipendenti del tensore (112,1) (il loro numero è evidente dalla 
costruzione stessa dell’espressione (112,2) composta di tre vettori 
E,, E*, E)). Si vede che l’influsso non lineare del campo E, su un 
campo ‘di frequenza ©, può essere descritto mediante l'introduzione 


della permettività dielettrica anisotropa 
E2:5 = (€ +-20E E) din + BE a Ei + »EtE Lis (412,6) 


Nel mezzo non dissipativo i coefficienti &,, Bs, Ys (così come ep) 
sono reali ed il tensore (112,4) è hermitiano. Come caso particolare, 
per .0, — 0. e rispettivamente per E, reale, esso contiene in sé la 
birifrangenza nel campo elettrico statico descritto dalla formula 
(100,1). Per ©, #0 l’espressione (112,4) descrive la girotropia del 
mezzo anch'essa indotta dal campo E. Confrontando la (112,2) con 
la (101,8) troviamo il vettore di girazione 


5 (B— V2) [Eî El. (112,5) 


Esso si annulla se. il campo n è-polarizzato linearmente. 


1) La condizione di realtà della permettività del terzo ordine E;,hlm X 
X (0, 09, 03) richiede che con le differenze di livelli energetici del sistema 
non coincidano né le frequenze 0, o ; Og né la loro somma @, e reanche le 
loro somme a due a due; per la suscettività (112, 1) queste ultime sono @, + 65 
e| 01 — 09 |. Ciò è facile provare seguendo l'origine dei denominatori erergetivi 
nell’espressione perla suscettività non lineare (pag. 539) data in funzione degli 
elementi di matrice dell’interazione del mezzo con il campo; quest’espressione 
è data nell’articolo di Armstrong J.A., Bloembergen N., Ducuing J., Pers 


shan P.S.— Phys. Rev., 1962, v. 127, p. 1918. 
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Fenomeni più disparati si possono produrre se le interazioni non 
lineari del campo con il mezzo vanno accompagnate dalla dissipazio- 
ne. In questo caso i coefficienti &,, f,, y, sono eomplessi (mentre la 
permettività lineare supponiamo reale come prima). Si trova che 
questa dissipazione può implicare sia indebolimento sia rafforza- 
mento del campo E,. Nell'ultimo caso si parla della diffusione com- 
binatoria forzata 1). 

Ciò che le permettività lineari e (0;) e € (©) sono reali significa 
che sulle frequenze stesse ©, e ©, nel mezzo non esiste dissipazione: 
i quanti 7Z0, e 7î@, di per se stessi non vanno assorbiti dal mezzo. 
Supponiamo che nel dominio di frequenze in cui il mezzo è capace di 
assorbire si trovi la differenza ©, — ©, e non la somma @)} + ©. 
La dissipazione si realizza esclusivamente per trasformazione dei 
quanti di energia più grande in quelli di energia più piccola con la 
trasmissione dell’eccesso di energia al mezzo. In tal modo, per 
0, > @, l'onda di pompaggio rafforza l’onda di frequenza più picco- 
la 0,. La media dell’energia rispetto al tempo che il campo E, ri- 
ceve (nell’unità di tempo in unità di volume) per conto di effetti non 
lineari deboli, è data direttamente dall’espressione (96,5) con segno 
opposto: 

dUg 
_ dt 
” ; , , | 
= — 22 {o5|E;|2|Es}®+ P3|E,E2|2-+ v3|E,E8}?} (112,6) 


(cfr. la deduzione delle formule (108,9)). Un’espressione analoga descri- 
ve la variazione dell’energia del campo E;: 
dU " . ” i ” : 
“= — 5 (@11E:1°|E2]?+811E,E.}?+ v1/EE3]3, (112,7) 
ove 0, Pi; Y; sono componenti indipendenti del tensore di pérmet- 
tività Di 


iO2 /_x | pù 
—T E (E2:r — E21h) Eo;E3r = 


E hm (01: 9) — 09), 


descrivente l’influsso del campo della frequenza ©, sul campo della 
frequenza @,. 
. Le considerazioni applicate nel $ 107 alla deduzione del teorema 
di Manley-Rowe consentono di affermare che 
4 dU, 4 dÙ, 


o di © 09 dt 


(112,8) 


1) Dal punto di vista microscopico quantistico si tratta dell'emissione del 
fotone 7°, per incidenza del fotone ho; sugli atomi siti nel campo dei fotoni 
hoy. In questo caso l'energia % (0, — ©yì si trasmette al mezzo, ossia si produce 
un'eccitazione elementare del mezzo di tipo determinato (fonone, eccitone, ecc.). 
Nella letteratura specializzata si danno nomi particolari ai processi di diffu- 
sione di tipo diverso. Nella nostra descrizione puramente fenomenologica usiamo 
il termine nel testo come nome convenzionale generale. 
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ossia per ogni quanto 7, nascente c’è un: quanto %;@; scomparente. 
Ne segue che | 
af= —a; B= Bi y= xv (112,9) 


L'energia dissipata è determinata dalla decrescenza dell’energia 
totale di ambedue i campi: 


dU dU. o—®, dU 
o=-7 ta (112,10) 


Per ©, > ©, dalla condizione Q > 0 segue che dU./di > 0, vale a 
dire che l’onda di frequenza minore si rafforza in accordo con quanto 
detto prima. La condizione di ‘positività dell’espressione (112,6) è 
data dalle disuguaglianze 1) . 
an <0, as + Pi <0, a +yw<0, a + Bi + <0. 
(112,14) 


E da sottolineare che l’effetto considerato è indipendente dalle 
relazioni di fase tra i campi. Ciò è dovuto al fatto che il campo del- 
l’onda di pompaggio figura nell'equazione sotto forma di espressioni 
bilineari rispetto a E e E* dalle quali scompaionoi fattori di fase. In fin 
dei conti ciò fa sì che per il rafforzamento del campo @, non occorre il 
sincronismo dei campi, ossia contrariamente ai fenomeni di genera- 
zione dell’armonica e di rafforzamento parametrico del segnale, 
studiati nel $ 110. 

Si trova possibile legare le caratteristiche della diffusione com- 
binatoria forzata con le caratteristiche della diffusione ordinaria 
(spontanea) che sarà trattata nel cap. XV. I calcoli corrispondenti 
sono dati nel problema del $ 118. o. 

Le relazioni scritte precedentemente sono valide, come è stato 
già detto, se l'assorbimento dell’energia dal mezzo si produce esclu- 
sivamente per la differenza di frequenza 0, — @©s. Si verifica un'altra 
situazione se nel dominio dell’assorbimento si trova non la diffe- 
renza, bensì la somma di frequenze ©, + @,. In questo caso su ogni 
quanto assorbito fw, va assorbito anche il quanto fw, e al mezzo si 
trasmette l’energia 4(0, + ©) (assorbimento bifotonico). E natu- 
rale chein questo caso siindeboliscono le onde di ambedue le frequenze. 


1) Ciò è facile provare considerando valori dell’espressione (112,6) per 
diverse polarizzazioni dei campi E, = ejEj e E, = ey£3: polarizzazioni lineari 
delle direzioni coincidenti o mutuamente perpendicolari, polarizzazioni cir- 
colari di segno uguale o diverso Nei primi due casi e; e e, sono reali, fra l’altro, 
e,eg = 1 0 ejeg = 0. Nei secondi due casi e), e, sono complessi e e,e, = 0, 
Meg = 1 0 e,es=1, eseg.= 0. 


Capitolo XIV 


PASSAGGIO DI PARTICELLE VELOCI 
ATTRAVERSO LA MATERIA 


$ 113. Perdite per. ionizzazione di. particelle ‘veloci nella materia. 
Caso non relativistico 


La particella carica veloce attraversando una sostanza ne ionizza 
gli atomi e quindi perde sua energia !). Nei gas le perdite per ioniz- 
zazione possono essere determinate come risultato di collisioni 
della particella veloce con singoli atomi. Nel mezzo condensato, in- 
vece, all’interazione con la particella in moto possono partecipare 
contemporaneamente più atomi. L'influenza di questa circostanza 
sulla perdita di energia da parte della particella è, dal punto di 
vista macroscopico, risultato della polarizzazione dielettrica del 
mezzo dalla sua carica. Dapprima consideriamo questo effetto per il 
caso di velocità non relativistiche della particella. Come risulta dai 
dati ottenuti, in questo caso la polarizzazione del mezzo incide poco 
sulla grandezza delle perdite. Tuttavia, una conclusione corrispon- 
dente presenta interesse metodologico per. applicazioni ulteriori 
del metodo analogo. 

Precisiamo soprattutto le condizioni che consentono lo studio 
macroscopico di questo fenomeno. Nello sviluppo spettrale del cam- 
po creato dalla particella in moto (con velocità v) a distanza r dal 
suo cammino figurano principalmente frequenze dell’ordine di v/r 
(« tempo d’urto » inverso). Quanto alla ionizzazione dell'atomo, la 
possono eseguire le componenti del campo con frequenze © ® ©o» 
ove 0, è una frequenza media corrispondente al moto della maggio- 
ranza degli elettroni nell’atomo. Perciò la particella interagisce con- 
temporaneamente con più atomi se la lunghezza v/®, è grande rispet- 
to alle distanze interatomiche; nei corpi condensati quest'ultime 
coincidono (per ordine di grandezza) con le dimensioni a degli atomi 
stessi. In tal modo, arriviamo alla condizione v > 00; vale a dire 
che la velocità della particella ionizzante deve essere grande rispetto 
alle velocità degli elettroni atomici (o almeno rispetto alla maggio- 
ranza di esse) 2). 

‘ 1) Parliamo qui, come si suole, delle perdite « per Tonizzazione », ma esse 
includono, ovviamente, anche perdite per eccitazione dei livelli atomici di- 
SC’retl. 

2) Per l’energia £ di qui si deduce la condizione E > /M/m ove M è la 
massa della particella, m la massa dell’elettrone, / un’energia media di ioniz- 
zazione per la maggioranza degli elettroni nell’atomo. 
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Troviamo il campo creato dalla particella carica che si muove in 
un mezzo materiale. Nel caso non relativistico è sufficiente conside- 
rare il solo campo elettrico determinato esclusivamente dal poten- 
ziale scalare @..-Quest’'ultimo verifica l'equazione di Poisson 


eApq= —4ne8 (r— vi), (143,4) 


nella quale la permettività dielettrica va intesa nel senso operato- 
riale e l’espressione eò (r — vt) a secondo membro dell'uguaglianza 
rappresenta la densità creata dalla carica puntiforme e che si muove 

con velocità costante v 1). 
Sviluppiamo @ in integrale di Fourier rispetto alle coordinate: 

00 
3 

p= \ queto, (143,2) 


= CÒ 


Applicando ai due membri di questa uguaglianza l'operatore di La- 
place troviamo che la componente di Fourier di Ag vale 


(Ap) = —A°Gg. o 
D'altra parte, calcolando la componente di Fourier di ambedue i 
membri dell'equazione (113,1) abbiamo 
2 (Aph= — \ 4neò (r— vt) e-tkr dV= — 4seecittk, 


Confrontando ambedue le formule otteniamo 


4re 
€ Px = 73 eritvk, 


Si vede di qui che qy dipende dal tempo mediante il fattore 


exp (—itvk). Ma l'operatore e, agendo sulla funzione exp (—iot), 
la moltiplica per e (@). Perciò otteniamo infine per ey la seguente 
espressione: 
____ 4ste 
Pr Fs (kKv) 
La componente di Fourier dell'intensità del campo è legata con la 
componente di Fourier del potenziale mediante 


e” itvk_ 


o. Fyeikr = — grad (Qyeik") = — ikqyeik', 
Quindi, 
o 4riek . | 
Ex = — ikpg = i e (113,3) 


1) Supponendo rettilineo il moto della particella trascuriamo con ciò. Ja 
diffusione, ciò che è sempre legittimo nel problema considerato. 
. Sela particella ha la carica ze, tutte le formule per il frenamento qui « e nei 
paragrafi seguenti devono essere moltiplicate per 22. 
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L'intensità totale del campo si ottiene per sommatoria inversa delle 
sue componenti di Fourier: 


d3k 
(20)9 * 


E= \ Eyeik (113,4) 


La perdita di energia da parte della particella in moto non rap- 
presenta altro che il lavoro compiuto dalla forza inversa di frena- 
mento eE agente sulla particella da parte del campo da essa creato. 
Considerando il valore del campo nel punto r = vt in cui si trova la 
particella, otteniamo nell’espressione integranda della formula 
(113,4) il fattore exp (itvk) che si riduce con il fattore exp (—itvk) 
nell’espressione (113,3) per Ey. Perciò la forza di frenamento F è 
data dal seguente integrale: 


00 
Posa | EM 
. . 00 


È evidente a priori che la forza F è diretta contro la velocità v» 
la direzione di quest’ultima facciamo coincidere con l’asse x. Intro. 
ducendo le notazioni k,v = w, qg =V k?+ kî e sostituendo dk, dk, 
con 2xq dg, riscriviamo il valore assoluto F nella forma ” 


20 


_ ie? a __g@dqdo 1449. 
F=3 | J ‘e (@) (9202402) (113,5) 


(per limite superiore di integrazione rispetto a gq si veda più avanti). 
È necessario fare la seguente osservazione inerente all’integra- 
zione rispetto a do nella formula (113,5). Per © + co la funzione 
e (0) —1el'integrale diverge (logaritmicamente). Questa circostan- 
za è dovuta al fatto che in realtà dal campo E si dovrebbe escludere 
il campo che esisterebbe per il moto della particella nel vuoto (cioè 
per e = 1); è chiaro che questo campo ha niente a che vedere con il 
frenamento della particella nella sostanza. Questa sottrazione impli- 
cherebbe la sostituzione di 1/8 nell’espressione integranda (113,5) 
con 1/e — 1 dopo di che l’integrale diviene convergente. Tuttavia, 
si può ottenere lo stesso risultato senza la sostituzione indicata se 
conveniamo intendere con integrazione nei limiti da — co a + co 
l'integrazione nei limiti simmetrici da — Q a Q dopo di che 2 + co. 
Essendo pari ia funzione e’ (©) la parte reale dell’espressione inte- 
granda è una funzione dispari della frequenza e per l’integrazione 
suindicata dà zero; quanto all’integrale della parte immaginaria 
-dell’espressione integranda, esso è convergente. 
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Sarà più comodo nel seguito ricorrere alla notazione 


1 , e__1l 
o = O) =Ntin, (113,6) 
ove n° (0) e n” (0) sono rispettivamente funzioni pari e dispari e, 
fra l’altro n° = —e”/fe P]<0. La formula (113,5) si può riscri- 
vere nella forma ‘esplicitamente reale: 
F—=- de? 0) qo |n° (0) | do d 113.7 
Ca) ) pan 00 (119,2) 


La perdita dell'energia sull'unità di lunghezza del cammino percorso 
dalla particella è il lavoro della forza di frenamento su questo cam- 
mino, cioè coincidente esattamente con la grandezza £. 

In accordo con le regole generali della meccanica quantistica la 
componente di Fourier del campo con il vettore d'onda k trasmette 
all’elettrone di ionizzazione (elettrone è) l’impulso Ak. Per valori g 
sufficientemente grandi (g > ©g/v) abbiamo X° = g° + @/0° = d* 
in modo che l'impulso trasmesso coincide approssimativamente con 
hg. Al valore q assegnato corrispondono collisioni con parametro 
d’urto —1/g. Perciò la condizione di applicabilità del metodo ma- 
croscopico in esame chiede che 1/9 > a. Ciò premesso, consideriamo 
come limite di integrazione superiore il valore gg soddisfacente alla 
condizione wo/v < % « 1/4; la grandezza F (9) è il frenamento della 
particella veloce con la trasmissione all’elettrone atomico di un 
impulso non superiore a figo. | 

Integrando nella (113,7) rispetto a dg otteniamo 


00 
2e? " q v 
F(4)= 25 {0 [n° (@)] In &2 do. (143,8) 
‘0° 
Questa formula in generale non può essere più trasformata, ma la si 
può riscrivere in una forma più comoda mediante introduzione di 


notazioni appropriate. 
Calcoliamo preliminarmente l'integrale 


on (0)do=—+- ll È do. 


A tale scopo osserviamo quanto segue: :se l’integrazione si fa nel pia- 
no complesso rispetto a un contorno composto dell'asse reale e 
della semicirconferenza superiore o indefinitamente lontana l’inte- 
grale si annulla poiché l'espressione integranda non ha poli nel se- 
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mipiano superiore.: Per grandi valori dell’argomento la funzione 
e (@) è definita dalla formula (78,1): 


4ne? N 
ma? 


e(Q)=1— . (113,9) 


L'integrazione estesa alla semicirconferenza o indefinitamente lon- 
tana si fa mediante questa formula e come risultato si ottiene 1) 


m (0) 


- [on (0) do = — iENC (ot, (113,10) 
0 


[0] 


Introduciamo una media per la frequenza del moto degli elet- 
troni atomici determinata dall'uguaglianza 


Ino= [on (6) In (0) dof | ON (0) do = 
0 0 


(0.9) 


= IC In” (0) lnòdo. (143,14) 
0 


Questa notazione consente di riscrivere la formula (113,8) nel se- 
guente modo: 


F(q) = Ere In te. (143,12); 


Facciamo qui la seguente osservazione. A giudicare dalla forma 
dell'espressione (113,7) o (113,11) si potrebbe pensare che un contri-. 
buto notevole nel frenamento per ionizzazione (113,12) provenga dai 
domini di frequenze in cui esiste notevole assorbimento. Tuttavia, ciò 
non è indispensabile e nelle formule suindicate può figurare un con- 
tributo notevole proveniente anche dai domini in cui e” è trascura-- 
bile. Infatti, in questi domini la funzione e (0) ® £' (©) può pas- 
sare attraverso zero e gli zeri di e (0) sono poli dell'espressione in- 
tegranda nella formula (113,5). È ovvio che in realtà la €” (©) non è. 
nulla a rigore, quindi lo zero della funzione e (©) si trova non sull’as-- 
se reale stesso ma un po’ in basso. Ciò significa che nell’usare l’espres-- 
sione reale di e (@) passante per zero il polo nell’espressione inte-- 
granda va aggirato dall’alto il che fornisce un contributo corrispon- 
dente all’integrale. Così, se la funzione e (@) è data dalla formu- 
la (84,5), il contributo nel frenamento (113,12), proveniente dall’ag-- 


1) Questo risultato coincide con l'espressione (82, 12), come deve essere, 
poiché per | © | + co abbiamo | &£|-— tf e perciò n” + —e”. 
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giramento dei poli +@, (ove e(0;) = 0), vale, come è facile provare 
«seguendo un calcolo diretto mediante la formula (113,7), 


4nNe4 In Lo! 
mv?a? 0° 


Per trovare il frenamento F (g;) con la trasmissione di un impul- 
so non superiore a 9g; >9o; bisogna « raccordare » la formula 
(113,12) con quella della teoria quantistica delle collisioni corrispon- 
«lente al frenamento per collisioni con atomi separati. Ciò è possibile 
grazie al fatto che i domini di applicabilità di queste due formule si 
:SOvrappongono reciprocamente. Come è noto dalla teoria delle colli- 
«sioni, il frenamento con trasmissione di impulso nell’intervallo fdg è 


dr = Ele da, (413,13) 


mv? q 


‘fra l’altro, questa formula è applicabile (nel caso non relativistico) 
«qualunque siano i valori q > 0/7 ammissibili dalle leggi di con- 
.servazione dell'impulso e dell'energia a sola condizione che l’ener- 
_gia trasmessa sia piccola rispetto all'energia iniziale della particella 
veloce !). Il frenamento con tutti i valori g compresi tra qo e gi è, 
aispettivamente, 


4TN e4 In Ir 
mu? do ° 


Aggiungendo questo valore alla formula (113,12) goin questa 
‘ultima va sostituito semplicemente con g, in modo che 


F(q) = EN In e, (113,14) 


mu? 


Se all’elettrone atomico ‘si trasmette impulso fg, grande (rispetto 
‘alle dimensioni atomiche), l’energia da esso acquisita vale E, = 
= h°qi/2m. Introducendo questa grandezza scriviamo 


F(E)= Ne In arti (113,15) 


“mv h202 


Le formule (113,14-15) determinano il frenamento della parti- 
«cella veloce mediante ionizzazione con trasmissione di energia non 
:superiore a É,, valore piccolo rispetto all’energia iniziale della parti- 
‘cella. Sottolineiamo. che sotto questa condizione le formule sono cor- 

1) Cfr. III $ 149; la grandezza F differisce dal « frenamento efficace » che 

là è stato introdotto per il fattore Ng = N/Z che esprime la densità del numero 

«di atomi. La formula (113,13) corrisponde alle collisioni con elettroni liberi. 
“Tuttavia il suo dominio di applicabilità (g> ©g/v) comincia da q tali per cui 
:gli elettroni atomici non si possono ancora considerare come liberi. Quest'ultimo 
-‘chiederebbe che g > ©g/v; (vo è l'ordine di grandezza delle velocità della maggio- 
‘ranza degli elettroni atomici) quando l’energia #?g?/2m dell'elettrone è sarebbe 
«grande rispetto alle..energie atomiche. 
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rette in misura uguale sia: per elettroni veloci che per particelle 
pesanti veloci. 

La formula (113,15) differisce dal risultato della teoria microsco- 
pica che non tiene conto dell’interazione tra atomi (cfr. III $ 149, 
la formula (149,14)) per sola definizione di « energia di ionizzazione » 
I il ruolo della quale ora è giocato da 7@. Tuttavia l’energia di ioniz- 
zazione media (rispetto agli elettroni) dell’atomo, in generale, di- 
pende poco dalla sua interazione con gli altri atomi in quanto il 
ruolo principale in essa giocano gli elettroni dei gusci interni quasi 
non toccati da questa interazione. Per di più, nel caso considerato 
questa grandezza si trova sotto il segno di logaritmo e perciò il modo 
della sua definizione incide debolmente sulla grandezza del frena- 
mento. 

Per collisione fra particella pesante e elettrone persino l'impulso 
trasmesso massimo Zigmax è piccolo rispetto all’impulso della parti- 
cella Mv. Perciò il cambiamento dell'energia della particella pesante 
vale v-Ziq; uguagliando questa grandezza all'energia dell’elettrone 
otteniamo 


h°9?/2m = liqv.< hqv 


di qui ;gmax = 2 mve inseguito £, max = 2mt?. Sostituendo questo 
valore al posto di £, nella formula (113,15), otteniamo il frenamento 
per ionizzazione totale della particella pesante: 


04 2 
P= 41Ne In 2mv 


mvi ho 


(143,16) 


Questa formula differisce da quella che di solito si usa (cfr. III, 
la formula (150,10)) per la sola definizione dell’enérgia di ionizza- 
zione fim. 

Vediamo in che mode :la: grandezza fo definita dalla formula 
(113,11) nel mezzo rarefatto si trasforma in energia di ionizzazione 
media di un singolo atomo definita dalla formula (149,11) del vo- 
lume III. A tale scopo osserviamo che nel gas rarefatto (che per 


semplicità supponiamo composto di atomi identici) la permettività 
dielettrica è 


=14+4aNa (0), 
ove N, è il numero di atomi nell'unità di volume, a (@)la polariz- 
zabilità di un atomo; in questo caso | E — 1 |< 1. Per la parte 
immaginaria della grandezza n = 1/e abbiamo — 


In” |a 4nNoo" (0). 
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La polarizzabilità dell'atomo è data dalla formula (85,13) del volu- 
me IV; separandovi la parte immaginaria (mediante la formula 
(75,19) del volume IV) otteniamo per © >0: 


” 4 
In°]=3- Na JI [don?9 (En—-E— ho), 


ove E, e E, sono le energie degli stati fondamentale e eccitato dell’a- 
tomo. Sostituendo questa espressione nella (113,11), integrando e 
portandovi N = N.Z, riotteniamo la definizione (149,11) del vo- 
lume III. 


$ 114. Perdite per ionizzazione di particelle veloci nella materia. 
Caso relativistico 


Per velocità confrontabili con le velocità della luce l’influsso del- 
la polarizzazione del mezzo sul frenamento della particella veloce può 
essere molto sensibile, come vedremo più avanti, e non soltanto nelle 
sostanze condensate, ma persino nei gas 1). 

Per dedurre le formule corrispondenti ricorriamo a un metodo 
analogo a quello usato nel paragrafo precedente. In questo caso, tutta- 
via, occorre partire dalle equazioni di Maxwell complete. Se esistono 
cariche esterne (con la densità spaziale pt) e correnti esterne: (con 
la densità jegt) queste equazioni sono ?) 


1 6H 


divH=0), rtE=—— =, (114,1) 
divéE=4npggt, rtH= GE LA; (114,2) 


Nel.:caso considerato la distribuzione delle cariche :e:correnti ‘esterne 
è data dalle formule il 


Pesi = 08 (1 VÉ), je evò (r- vi). (114,3) 


Introduciamo i potenziali scalare e vettore secondo le defi- 
nizioni ordinarie: 


H=rot A, E= i A grad 9 (114,4) 


1) Questo effetto è stato scoperto da E. Fermi (1940) e da esso calcolato 
per un modello speciale di gas composto di atomi considerati come oscillatori 
armonici. La deduzione generale che segue appartiene a L. Landau. ! 

2?) Poniamo ovunque u (0) = 1 poiché per frequenze importanti nel caso 
di perdite di ionizzazione la sostanza si comporta come non magnetica. 
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con i quali le equazioni (114,1) si verificano identicamente. Ai po- 
tenziali A e @ poniamo la condizione complementare seguente 


div A+ 420 (114,5) 


che generalizza le condizioni di Lorentz usate nella teoria della radia- 
zione. Allora la sostituzione della (114,4) nella (114,2) conduce alle 
equazioni seguenti per i potenziali: 


e 02 
NATA _ E ev$(r—vî), 


, (114,6) 
A 2 
€ (A9-3 DL) = — 4neò (r—_ vi). 


Sviluppiamo A e q in integrali di Fourier rispetto alle coordinate. 
Considerando le componenti di Fourier da entrambi i membri delle 
equazioni (114,6), otteniamo 


> 0%A 4 
E k I _; 
kR'Ax+ta ga = eveTikvi, 


e (K2 e PP mmee- ikvi 
e (K data 7a) = Ance °, 


Di qui si vede che la dipendenza di Ay e q, dal tempo è determinata 
dal fattore exp (—itkv). Introducendo di nuovo la notazione ®@ = 
— kv = k,v otteniamo 


«he v . 
_— — ———___——e710ì, 
Ax c, k?—@?e(@)/c? 


sr 1 gio, (144,7) 


Pr= (0) #— 08 (0)/eì 


La componente di Fourier dell’intensità del campo elettrico è 
Ex = Ax— ikoy. (114,8) 


La forza di frenamento F = eE 1) agente sulla particella si trova 
mediante le formule ottenute allo stesso modo come nel paragrafo 
precedente. Corì le stesse notazioni otteniamo ora la seguente for- 


1) Quanto alla forza magnetica e [vH]/c, dalle considerazioni di simmetria 
è evidente che essa si annulla (per di più, essendo perpendicolare alla velocità 
della particella questa forza, in generale, non produrrebbe nessun lavoro su 
questa particella). 
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mula esprimente il valore di questa forza: 


co dI. i1_ 8 da do 
poso fl) credo 
" 1) e [+0 (5--4)| (114,9) 


(per c + co questa formula diviene, ovviamente, la (113,5)). 

Cominciamo dall’integrazione per parti. Avendo intenzione di 
integrare nel piano complesso @, precisiamo preliminarmente in 
quali punti del semipiano superiore l’espressione integranda ha dei 
poli. La funzione e (©) non ha in questo dominio né punti singolari né 
zeri; perciò i poli cercati possono essere soltanto gli zeri dell’espres- 
sione 


Mostriamo che per qualsiasi valore del numero reale positivo g? que- 
sta espressione si annulla per un 
solo valore ©. i 

Per la dimostrazione !) ricorriamo 
a un noto teorema della teoria delle 
funzioni di variabile complessa se- 
condo il quale l’integrale 
1 | di (0) do (144,10) 


2ari do f(@—-a ” 


Li 


esteso a un contorno chiuso C è ugua- 
le alla differenza fra numero di zeri 
e numero di poli della funzione f (0) — 
—aneldominio delimitato dal contorno 
C. Siano : 


f(0)= è? (O _ 4) , 


c? 12 


a = 9? un numero reale positivo, e 
con C intendiamo un contorno com- 
Fig. 61 posto dell’asse reale e della semicir- 
conferenza infinitamente lontana 

(fig. 61). La funzione f (©) non ha poli in nessun punto del semi- 
piano superiore (e sull’asse reale stesso 2); perciò l’integrale 
(114,10) fornisce direttamente il numero di zeri della funzione f (0) — 


1) Le considerazioni che seguorio ‘soho analoghe alla dimostrazione della 
non esistenza di zeri-della funzione e (0) riel semipiano superiore, data in 
V $ 123. i na | sai ;° 
4“ Nei metalli e (0) ha polo per © = 0, ma @2£ tende a zero. 
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— a nel semipiano superiore. Per il caleolo scriviamo: questo inte- 
grale nella forma 
L_ | FL (114,44); 


2ri. f-a 


e integriamo lungo il contorno C’ nel piano della variabile complessa 
f, che è la trasformazione del contorno C dal piano @. Per o = 0 la 
funzione f = 0. Per © reali positivi abbiamo Im f >0 e per negati- 
vi Imnf<0. All’infinito, invece, f + — ©? (17? — c??); perciò f 
descrive una circonferenza infinitamente lontana quando o descri- 
ve una semicirconferenza. Ne risulta che il contorno di integrazione 
C' nel piano f ha la forma rappresentata schematicamente nella 
fig. 64. Per a reale positivo (come nella fig. 61) l'argomento del 
numero complesso f — a descrivendo C' va sostituito con 2x1 e l’in- 
tegrale (114, 14) vale 1, come si doveva dimostrare 1). 

Per di più, è facile vedere che l’unica radice dell'equazione 
f (0) — g° = 0 giace sull’asse immaginario w. Infatti, per valori © 
puramente immaginari la funzione f (@) (assieme alla funzione € (©)) 
è reale e assume tutti i valori da 0 a 00, compresi tutti i valori posi- 


tivi di g°. 
Torniamo all’integrale rispetto do nell'espressione (114,9): 
= (1 1 
| (e ro o do 
. € 1 
lo P_0 (7 _ 77) 


Lo si può rappresentare nella forma di differenza fra integrale esteso 
al contorno C e integrale esteso a una semicirconferenza indefinita 
mente lontana. Il secondo di questi integrali vale 


(e 
— = in 
ti 


e il primo è uguale al moltiplicato per 2ri risultato della sottrazione 
dell'espressione integranda rispetto al suo unico polo. Con @ (g) 
intendiamo una funzione definita dall’uguaglianza 


è (5— 3) = gr. (114,12) 


smo 


Allora ‘secondo la nota regola per il calcolo dei residui”) 


1) Se invece a è un numero negativo, allora nel descrivere il contorno C” 
l’ argomento f — a va sostituito con 4x cosicché l’integrale (114,11) è uguale a 2; 
in altre parole, l' equazione f (©) = — | a | ha due zeri nel semipiano superiore. 

2) Il residuo dell’espressione f(z)/@ (2) rispetto al polo z=z vale 


f (o)/ Go). 
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troviamo che l’integrale esteso ‘a C. vale 


(#2) 
= 2a ev_n_c? 
(4-4) __ da? 

do c2 v? do 


Riunendo le espressioni così ottenute e sostituendole nella (114,9) 
troviamo 


2ri 


oppure, sostituendo nel primo termine l'integrazione rispetto a dq 
con quella rispetto a do, 


X [0° (do — ©? (0)]. (114,13) 


A q grandi corrispondono grandi in valore assoluto le radici 
dell'equazione (114,12). Ciò premesso, usando l’espressione (113,9) 
per € (0) troviamo 
4nNe? ) 


me? 


0° (q) = —v?Y (a+ 
ove è stata introdotta la notazione 
p2 \-1/2 
v= (1-3) 


Sostituendo nella formula (114,13) otteniamo 
iv90Y 


F=0 ) incmal od N _ 20) (144,14) 


v? mc? 2y2y? 


(nell’integrale è sufficiente lasciare in @ (do) il termine principale 
ivgo7). 

L'integrazione nella (114,14) si fa rispetto a immaginari. In- 
troduciamo la variabile reale secondo @ = i”, indichiamo con 
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o (0) = iÉ il limite inferiore dell’integrale e introduciamo di nuovo 
la notazione (113,6) 1/e = n. Dobbiamo calcolare l’integrale 


Vado 
a |) In (i0”) —4]o" do”. 
È 


I valori della funzione n (@) sull'asse immaginario si possono espri- 
mere in funzione del valore della sua parte immaginaria sull’asse 
reale in base alla formula 


nio) -1=È | NE 


TT 34 "2 


(cfr. la formula (82,15)). Perciò (trascurando x rispetto a vg,y) otte- 
niamo per l’integrale considerato 


o (dt x | ".(2)| "d "d 1 
n T)| WD (09) T " v°g3y? 
2|| amelede 1 (sn ST ar 
0 $ 


| o"? aT+E 
0 


Sostituendo questo risultato nella formula (114,14) e per rendere più 
semplice la scrittura introduciamo la notazione 


Ing=4In(0°+?), (114,15) 


ove il trattino orizzontale significa la media di peso ® | n” (@) | 
come è stato fatto nella formula (113,11). Allora otteniamo 


. x 4nNes 2n.Ne! 33) 
F(q)= E In er +e (114,16) 


Lo studio ulteriore di questa formula chiede di considerare separa- 
tamente due casi. Supponiamo dapprima che il mezzo sia un dielet- 
trico e che la velocità della particella verifichi la condizione 


ve < c°/€0» (114,17) 
ove e = € (0) è il valore elettrostatico della permettività dielettrica. 
Sull’asse immaginario la funzione e (©) decresce monotonamente da 
8° >1 pero =0 a 1 per = i co. In questo caso l’espressione a 
primo membro dell’equazione (114,12) cresce monotonamente da 0 
a co. Perciò per q = 0 l'equazione (114,12) dà anche © = 0. In tal 
modo, nella (114,16) si deve porre È = 0; allora Q si trasforma nella 
frequenza media atomica definita dalla formula (113,11): 


F (qu = Sele [in A 35 | (114,18) 
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(per v < c questa formula, come deve essere, si ‘trasforma in quel- 
la (113,12)). | 

Il valore qo verifica la condizione 9, <« 41/a, ove a è l’ordine 
delle distanze interatomiche (nel mezzo condensato delle 
dimensioni atomiche). Per estrapolare questa formula al dominio 
di più grandi valori dell'impulso e dell'energia trasmessi bisogna 
eseguirne il « raccordo » alle formule della teoria delle collisioni 
ordinaria, così come è stato fatto nel paragrafo precedente. Qui, tut- 
tavia, il raccordo si fa in due tappe. Dapprima mediante la formu- 
la (113,13) passiamo al dominio dei valori q corrispondenti alle tra- 
smissioni di energia grandi rispetto alle energie atomiche ma sempre 
ancora non relativistiche. In questo caso la formula (114,18) non 
cambia ma in essa si può introdurre l’energia del elettrone è come 
h°gî/2m. Indicandola con E, otteniamo 


F(E)= dale [in mE _ n]. (114,19) 


m h202 c° 


In seguito, si può passare al dominio dei valori £, relativistici 
mediante la formula della teoria relativistica delle collisioni secondo 
la quale il frenamento con la trasmissione di energia nell’intervallo 


fra E' e E' + dE' vale 
21Ne4 dE' (114,20) 


mv? . E' 


se E’ è piccolo rispetto alla trasmissione massima Éj max ammissibile 
dalle leggi di conservazione dell'impulso e dell'energia per collisione 
di una particella veloce con elettrone libero !). Poiché l’espres- 
sione (114,20) per integrazione dà In Z', è chiaro che la forma 
dell’espressione (114,19) non varia in modo che questa formula è rela- 
tiva a tutti i valori E, < Éi max 

Per frenamento di una particella pesante veloce (di massa M > m 
e di energia £ anche se relativistica ma tale che E « M°c*/m) la 
trasmissione massima di energia all’elettrone costituisce E, max 
x 2mv*y? ed è ancora piccola rispetto a E (cfr. IV, $ 82, la formu- 
la (82,23)). Per queste particelle l’espressione differenziale del fre- 
namento su elettroni liberi ha la forma. 


arnie ( 1 1 \ a 


mo \E' 2me?y? 


1). Cfr. IV, le formule (81,15) e (82,24). Il frenamento F si ottiene per molti- 
plicazione di queste espressioni della sezione di diffusione per la perdita di 


energia mA e per N 
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qualunque siano E’ (cfr. IV $ 82, la formula (82,24)). Il frenamento 
supplementare (relativamente alla (144,19)) con la trasmissione 
dell’energia da £, a É1 max (OVe Z1< £1 max) in questo caso vale 


2r Ned E, max E, inax __ In Net Qmvry? _ Lai 
mv? (ln Ei 2me?yY? )= mv? (in E c? (114,21) 
Sommando questa espressione ‘alla formula (144,49) troviamo il 
frenamento totale della particella pesante veloce: 
4 2192 2 
p= Are (In 2mv"y Lu). 


mu? 


pui 


ho c? 


(114,22) 


Questa formula differisce dal risultato della. teoria ordinaria per la 
sola definizione di « energia di ionizzazione » ho (cfr. IV, la for- 
mula (82,26)). 

Passiamo ora al secondo caso quando la velocità della particella 
verifica la condizione 


è > ele, (414,23) 


(questo caso, in particolare, si verifica sempre per i metalli poiché 
in essi e (0 ) = 00). L'espressione ©? (e/c% — 41/0?) a primo membro 
dell’equazione (114,12) in questo caso passa (sull’asse immaginario 
0) due volte per zero: per ®© = 0 e per ® = iÈ, ove È è definita dall’u- 
guaglianza 


e (IE) = 2h. (114,24) 


Nell'intervallo tra 0 e iÈ questa espressione è negativa, mentre per 
| © | > È essa assume tutti i valori positivi da 0 a co. Quindi per 
q- 0 la radice dell'equazione (114,12) tende in questo caso al valo- 
re È che deve essere sostituito nelle espressioni (114,15) e (114, 16). 

Qui si possono distinguere due casi limite. Se il valore È è piccolo 
rispetto alle frequenze atomiche ©, allora nella formula (144,16) 


si può trascurare l’ultimo termine e Q.= 0. Come risultato riotte- 
niamo la formula (114,18). Particolare interesse presenta il caso li- 
mite inverso in cui È > @®,. Poiché per grandi valori di È la funzione 
e (iÉ) tende a 1, dalla formula (114,24) risulta con evidenza che que- 
sto caso corrisponde alle velocità ultrarelativistiche della particella. 
Usando per la funzione e (0) la formula (113,9) ricaviamo dalla 
(144,24): 
E 4AnNe?v2y? 19 ATNe?y? 
me” m ° 

All’aumentare della velocità della particella la condizione È > do 
in fin dei conti sarà soddisfatta in qualsiasi mezzo, cioè pe” ogni va- 
lore della densità elettronica N (anche nel gas). Tuttavia le velocità 
necessarie sono tanto più grandi quanto più piccolo è è il valore di 
N, cioè quanto più rarefatto è il mezzo. ‘ i È 
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Dalla formula (114,15) ora abbiamo semplicemente Q x È; po- 
nendo anche v = c troviamo che gli ultimi due termini nella formu- 
la (114,16) si riducono reciprocamente e resta 


2ANe mce?gî 
P (40) = e I Fave - 


Estrapolando questa formula al dominio di grandi valori della 
trasmissione dell'impulso e dell’energia allo stesso modo come pre- 
cedentemente, troviamo la seguente espressione per il frenamento 
della particella ultrarelativistica con trasmissione di energia non 
superiore a E, (fra l’altro, E, < £, max): 
21. e4 m?c?*E, 
F(E)= me? In 2rNe?h? * 
Questo risultato differisce notevolmente da quello dato dalla 
teoria ordinaria che non tiene conto della polarizzazione del mezzo. 
Secondo quest’ultima (cfr. IV $ 82) nel caso ultrarelativistico il 
frenamento  (E,) continua a crescere all'aumentare dell’energia 
della particella, anche se in modo relativamente lento, secondo una 


legge logaritmica 1) 
21N et 2mev2E, 
F(E)= 22 In (Soi), 


(114,28) 


La polarizzazione del mezzo, invece, implica uno schermaggio tale 
della carica per cui la crescita del frenamento cessa in fin dei conti 
e tende a un limite finito dato dalla formula (114,25) non conte- 
nente 7. | 
Per le particelle pesanti si può scrivere una formula esprimente 
anche il frenamento totale con qualsiasi trasmissione di energia fino 
a Ei max (a condizione che £, max Sia piccola rispetto all’energia 
della particella stessa). Usando di nuovo l’espressione (114,21) 
(nella quale ora si può porre v = c) troviamo 
p= AN [ln miei _ 1). (114,26) 


me? aNe?h? 


Vediamo che'èiononostante il frenamento totale continua a crescere 
con la velocità della particella per conto di collisioni vicine con 
grande trasmissione di energia durante le quali non si rivela effetto 
di schermaggio della polarizzazione del mezzo. Questa crescita, 
tuttavia, è un po’ più lenta che nella teoria che non tiene conto della 
polarizzazione. Secondo quest’ultima 

p A3Ne (im 2mett? _] 


me? 


1) Questa formula si ottiene sommando le espressioni (82,20) e (82,25) 
del volume IV; nell’ultima espressione con mAmax si deve intendere £,. Ricor- 
diamo che per piccola trasmissione di energia £, le formule si riferiscono già 
agli elettroni veloci che alle particelle pesanti veloci. 
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(cfr. IV, la formula (82,28)); il coefficiente nel termine contenente 
In y qui costituisce il doppio che nella formula (114,26). 
Sottolineiamo anche che l’esistenza della densità elettronica N 
nell'argomento del logaritmo nelle formule (114,25-26) conduce alla 
seguente proprietà di frenamento delle particelle ultrarelativistiche: 
quando questa particella attraversa strati di sostanze diverse, con- 
tenenti numero identico di elettroni (su un cm? della loro superti- 


I 


ciè), il frenamento è più piccolo nella sostanza con N più grande. 


$ 115. Radiazione Cerenkov 

Una particella carica che si muove nel mezzo trasparente, sotto 
determinate condizioni emette un’originale radiazione osservata 
per la prima volta da S./. Vavilov e P.A. Cerenkov e teoricamente 
interpretata e calcolata da /.E. Tamm e I.M. Frank (1937). Sotto- 
lineiamo che questa radiazione non ha niente a che vedere con la 
radiazione di frenamento che infatti ha sempre luogo (per moto dell’e- 
lettrone veloce). Quest'ultima va emessa dall’elettrone stesso in 
moto per sue collisioni con gli atomi. Nel fenomeno scoperto da 
Cerenkov abbiamo a che fare con la radiazione emessa dal mezzo sot- 
to influsso del campo creato dalla particella che si muove in questo 
mezzo. La differenza tra ambedue i tipi di radiazione si verifica in 
modo particolarmente evidente nel passare al limite della massa 
grande a piacere della particella: in questo caso la radiazione di frena- 
mento scompare assolutamente, mentre la radiazione Cerenkov 
in generale non cambia. 

Il vettore d’onda e la frequenza dell’onda elettromagnetica 
propagantesi nel mezzo trasparente sono legati dalla relazione % = 
= nole, ove n= Ve è l'indice di rifrazione reale; come prima, 
supponiamo il mezzo non magnetico e isotropo. D'altra parte, abbia- 
mo visto che la frequenza della componente di Fourier del campo di 
una particella animata da un moto uniforme nel mezzo è legata con 
la componente x del vettore d’onda (l’asse x coincide con la direzione 
della velocità della particella) mediante la relazione © = k,v. Affin- 
ché questa componente rappresenti un’onda propagantesi libera- 
mente, le relazioni 4 = no/c e k, = ©/v non devono contraddire 
l'una l’altra. Poiché deve essere £ > È, è necessario che sia soddi- 
sfatta la condizione 

v>cln (®). (115,1) 


In tal modo, la radiazione con frequenza @ si produce se la velocità 
della particella supera la velocità di fase delle onde di questa stessa 
frequenza nel mezzo considerato 1). 


1) Prima della comparsa della teoria della relatività il problema formale 
della radiazione da elettrone che si muove uniformemente nel vuoto con la velo- 
cità v> c è stato studiato da A. Sommerfeld (1904). 
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Sia 6 l'angolo formato dalla direzione del moto della particella e 
dalla direzione della radiazione. Abbiamo %, = £ cos.0 = (no/c) Xx 
‘X cos 8 e, confrontanda con l’uguaglianza k, = ©/v;, troviamo che 


cos 0 = c/nv. (415,2) 


Quindi, la radiazione di una data frequenza corrisponde completa- 
mente a un determinato valore dell’angolo 0. In altre parole, la 
radiazione di ogni frequenza viene emessa in avanti nella direzione del 
moto della particella a va distribuita sulla superficie conica con 
angolo di apertura 9 definito dalla formula (115,2). La condizione 
di distribuzione della radiazione e la sua distribuzione secondo le 
frequenze sono, quindi, connesse in un determinato modo. 

La radiazione delle onde elettromagnetiche (qualora esista) è lega- 
ta con determinata perdita di energia da parte della particella in 
moto. Questa perdita costituisce parte, anche se trascurabile, di 
quel frenamento totale che è stato calcolato nel paragrafo precedente 
(in esso non entra la radiazione di frenamento). In questo senso il 
nome di perdite « di ionizzazione » totali nel caso considerato non è 
corretto. Separiamo ora questa parte delle perdite complete; con ciò 
definiremo l’intensità della radiazione Cerenkov. 

In accordo con la formula (114,9) la perdita di energia nell’inter- 
vallo di frequenze do è data dall’espressione 


| (1,2 NI . 
dF=-do£- Yo L1_ 1 __d o _, 
TT e? ve A 3/ € 4 
q —o? ( ea p?2 


ove il segno Y! significa che si deve calcolare la somma delle espres- 
sioni contenenti © = + |@ |. Introduciamo la nuova. variabile 
= 9-2 (EL _ 1 
6=9 (7-7) 


Allora 
s,2 4 4 \( dé 
dF = — da — do (F-#) |P. 


Per integrazione lungo l’asse reale È il punto singolare È = 0 (cor- 
rispondente esattamente al soddisfacimento della relazione g° + kî = 
= k?) deve essere aggirato in determinato modo. La direzione dell’ag- 
giramento è determinata dal fatto che la grandezza £ (@), benché 
supposta reale (il mezzo è trasparente!), gode in effetti di una parte 
immaginaria, anche se piccola, che è positiva per © >Q0 e negativa 
per © < 0. Conformemente a ciò È gode di piccola parte immagina- 
ria negativa (positiva), e si deve integrare seguendo un cammino 
passante sotto (sopra) l’asse reale. Ciò significa che spostando il 
cammino di integrazione sull’asse reale il punto singolare deve essere 
aggirato inferiormente (superiormente). Son questi aggiramenti a da- 
te contributo in dF, mentre le parti reali si annullano completamen- 
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te nel calcolare la somma. Eseguendo aggiramenti lungo semicircon- 
ferenze infinitesime otteniamo 


Dì 0) \ = {| -|E]}=2in0 


Infine abbiamo così la formula 


de=< (1 _ 


c2 
v?n3 


o do (145,3) 


che definisce l’intensità della radiazione nell'intervallo di frequen- 


ze do. Secondo la formula (115,2) questa radiazione è concentrata 
nell'intervallo degli angoli 


do= “do. (415,4) 


un?zsen9 do 


L'intensità totale della radiazione è data dall’integrale dell’espres- 
sione (115,3) calcolato rispetto a tutte le frequenze nel dominio del 
mezzo trasparente. 

E altrettanto facile precisare la questione sulla polarizzazione 
della radiazione Cerenkov. Come si vede dalla formula (144,7), il 
potenziale vettore del campo della radiazione è diretto lungo la 
velocità v. Il campo magnetico Hy = i [kAy] è diretto, quindi, per- 
pendicolarmente al piano passante per v nella direzione della semi- 
retta k. Il campo elettrico, invece (nella zona d'onda della radia- 
zione), è perpendicolare al campo magnetico e perciò giace nella 
zona suindicata. VO EUVUOIA 


Problema 


Trovare il cono dei vettori d'onda della radiazione di Cerenkov da parte 
di una particella che si muove nel cristallo uniassico non magnetico a) nella 
direzione dell'asse ottico e b) perpendicolarmente all’esse ottico (V.L. Ginz: 
burg, 1940). 

Soluzione. a) Per il moto della carica nel cristallo uniassico ‘la radiazione 
Cerenkov, in generale, si produce secondo due coni corrispondenti all’onda ordi: 
naria e a truella straordinaria. Ma per il moto lungo l’asse ottico l’onda ordinari: 
non va emessa (benché una condizione della forma (115,1) potrebbe essere soddi 
sfatta!): l’onda ordinaria è sempre polarizzata linearmente con il vettore E per 
pendicolarmente alla sezione principale (cioè al piano passante per l’asse ottico 
ossia l’asse z, e la direzione data k); l’impossibilità di emissione di un’onda d 
questo tipo è evidente già nel caso considerato dal fatto che il lavoro eEv = 0 
vale a dire che non esiste perdita di energia da parte della particella. Il conc 
della radiazione straordinaria si ottiene sostituendo il valore di n dall’uguaglian 
za (115,2) nella formula (98,5); la legittimità di questa sostituzione non è lega 
ta con l’isotropia del mezzo (l’angolo 0 fra k e v coincide in questo caso coi 
l'angolo formato da k e dall’asse ottico). Troviamo che 

__ LI v2: 
ont (a 0-4) 
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ove dev'essere v > c/Ve,. Questo cono è circolare von distribuzione uniforme 
dell'intensità secondo le sue generatrici (come ciò è evidente a priori per ragioni 
di simmetria). L'apertura è del cono dei vettori radiali è legata con è mediante 
l'uguaglianza tg &= e, tg 0/e È | 

b) In questo caso esistono due coni Cerenkov. Consideriamo la direzione 
v come asse x e l’asse ottico come asse z; 0 è l'angolo fra k e l’asse x, g l’azimut 
della direzione k calcolato dal piano xy 
(fig. 62). L'appertura del cono delle onde 
ordinarie è data dall’uguaglianza 


cos0=clvVe,, 


ove deve essere v > c/Vg,. Questo cono è 
circolare, ma l’intensità della radiazione 
dipende dall’azimut !); in particolare, la 
radiazione non esiste nel piano zz, g = 1/2 
(in virtù dell'uguaglianza vE = 0). Il cono 
delle onde straordinarie non è circolare e 
la sua apertura dipende da @: 


ove deve essere v > c/ V | - La radiazione straordinaria è polarizzata con il vet- 


tore D nella sezione principale perpendicolarmente a k. Se k giace nel piano xy 
(pg = 0), il vettore D e con esso anche E sono diretti lungo l’asse z; in questo caso 
vE = 0 in modo che l'intensità della radiazione straordinaria nel piano xy si 


annulla. 


$ Î16. Radiazione di transizione 

La radiazione Cerenkov è caratterizzata dal fatto che si pro- 
duce per moto uniforme della particella carica (mentre la carica 
animata da un moto uniforme nel vuoto non produce radiazione). 
Un'altra categoria di fenomeni analoghi in questo senso rappresenta 
la radiazione di transizione, ossia la radiazione per moto uniforme 
della particella carica in un mezzo spazialmente non omogeneo e 
anche per transizione da un mezzo a un altro (V.L. Ginsburg, 
T.M. Frank, 1945). Essa differisce in linea di massima dalla radia- 
zione Cerenkov in quanto si produce per qualsiasi velocità della 
particella e non soltanto per velocità superiori alla velocità di fase 
della luce nel mezzo. Così come la radiazione Cerenkov, essa non 
ha niente a che vedere con la radiazione di frenamento (la quale sî 
produce anch'essa per incidenza delle particelle cariche sulla super- 
ficie di separazione fra due mezzi). Come nel caso della radiazione 


1) Il ritrovamento della distribuzione dell’intensità chiederebbe il calcolo 
della forza di frenamento, come è stato fatto nel $ 114 per il mezzo isotropo. 
Per questi calcoli (e per altre questioni legate alla radiazione Cerenkov) si 
vedano articoli riassuntivi di B.M. Bolotovskij — Uspechi fisiteskich nauk 
{UFN, edizione russa), 1957, v. 62, p. 204; 1961, v. 75, p. 295. 
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Cerenkov, la differenza è particolarmente evidente per il passaggio 
al limite di massa grande al piacere delle particelle; in questo caso 
la radiazione di frenamento scompare e quella di transizione resta. 

Consideriamo la radiazione di transizione per il passaggio della 
particella carica (con velocità costante v) attraverso la frontiera tra 
il vuoto e un mezzo dielettrico (non magnetico) con permettività 
complessa e. Il moto si produce lungo l’asse x perpendicolarmente al 
piano di separazione (piano x = 0; fig. 63). 

Il campo elettrico è definito dalle equazioni (114,1-3) o da quelle 
equivalenti (114,6). Tutte le grandezze nelle equazioni sviluppiamo 
in integrali di Fourier rispetto al tempo e 
alle coordinate y, 2 secondo le quali il mezzo 
è omogeneo: 


E= (Esg(2) ciano) SL (116,1) 


ecc., ove q è un vettore d'’orida nel piano 
yz. In ciascuno dei due semispazi cerchiamo 
il campo sotto la forma della somma della Fig. 63 
soluzione particolare delle equazioni non omo- 

genee (114,6) (campo della carica con l'indice (e)) e della solu- 
zione generale delle equazioni uniformi ossia delle equazioni 
(114,6) senza secondi membri (campo della radiazione libera con 


l'indice (r)). La prima soluzione è data da formule analoghe a 
quella (114,7): 


(e) ; D 
Pe o | 21 —_.— i | elox/ , 


(116,2) 


Di qui ricaviamo l’intensità del campo elettrico 
)o € 1 ce 
g=ilov(4-+)-q|e& (116,3) 


(non avremo bisogno dell’espressione per Hjq e non la scriviamo). 

La seconda parte della soluzione corrispondente al campo della: 
radiazione libera scriviamo immediatamente sotto la forma dell’in- 
tensità. Scriviamo la componente longitudinale dell’intensità Eta 


nella forma 
(E$9)a = saetta" 
con il coefficiente .a per il momento incognito; per &, ora abbiamo 
ka +q= e0?/e?, (116,4). 
La componente trasversale (della quale sappiamo a priori che è diret- 
ta lungo q, ossia lungo l’unica direzione individuata in questo piano) 
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sarà definita in seguito dall’equazione div D = 0, cioè .da 
€ (qt 4,n) Eoqg = 0 (n è il vettore unitario dell’asse x): 


primie (74 pon [ae Es]. (109 


I segni « 4 » e « — » negli esponenti si riferiscono ai semispazi 
x >Oex<0, rispettivamente, vale a dire che le onde si propagano 
nelle direzioni dalla frontiera di separazione 1). 

Le costanti a, e a, in ambedue i semispazi vanno determinate dal- 
la condizione di continuità sulla frontiera di separazione delle 
‘componenti normali dell’induzione, enEwg: e delle componenti tan- 
genziali dell’intensità del campo elettrico, qE,q (quanto alla con- 
dizione di continuità dell’intensità del campo magnetico, essa, ovvia- 
mente, non fornisce niente di nuovo). Scriviamo il risultato per il 
«coefficiente nel dominio x < 0 (vuoto): | 


1 o 4ntebx? (e—-1) (1-B2+BVe=-x?) | (116 6) 
© (1—-B2+-P2x2) (1-4 Vie —x2) (Ve—x8+8 VI) | ° 
ove BP = vc, x = gelo. 

Calcoliamo ora l’energia totale U, irradiata dalla particella nel 
vuoto, cioè nella direzione opposta al moto dell’elettrone. A tale 
scopo esiste un procedimento semplice che consiste nella considera- 
zzione del treno d’onda irradiato per grandi tempi # quando esso è 
già spostato lontano a sinistra; il campo della radiazione e il campo 
-della carica in questo caso risultano di essere separati. L'energia U, 
.si ottiene per integrazione della densità dell’energia del campo della 
radiazione rispetto a tutto lo spazio. Se l’origine delle coordinate sa- 
Tà spostata lungo l’asse x nel dominio del treno d’onda, allora per 
“ssmorzamento del suo campo in ambedue le direzioni da x si può 
‘estendere l’integrazione rispetto a questa coordinata da — co a 
+ 00, 

Nella zona d’onda le densità delle energie elettrica e magnetica 
:ssono uguali. Perciò SE 


04 = 


1.0 
‘Sostituendovi E; sotto la forma dello sviluppo (116,1), scriviamo 
il quadrato dell’integrale come integrale doppio: 
E: (t, )= " 
_ | VEE DIENI NINO Ve ui dodo’ d2q d2q' 
= | Eag (2) Ea 2) exp {ir(q-9)t (0-0) ERI 


._ 1) Nelle formule (116,2-5) con £ si deve intendere e, = 1 nel dominio 
x<0ee= e, nel dominio x > 0. Nelle formule successive si avrà ovunque 
-€ == Eo. 
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L'integrazione di questa espressione rispetto a dy dz dà la funzione 
6 (21)? è (d — q') che in seguito si elimina integrando rispetto a d°g' 
In tal modo, 


U=7- | de {Eva (4)Eta(2) pritlo-a AD Da, (116,7) 


-Sostituendovi Eygy espressa dalla formula (116,5) (con e = 1, 
= a;) e integrando rispetto a x, otteniamo 


di-4 fingo V EN 


qui abbiamo tenuto conto che a causa dell’esistenza della funzione 0) 
si ha © = ®'; per questa stessa ragione nel prodotto a, (0, q) a* (0°, 
q) scompaiono fattori di fase che compaiono in a, per spostamento 
dell'origine delle coordinate nella formula (116,5). L'integrazione 
rispetto a © e @' si fa da —c0 a700; eliminando la funzione è per 
integrazione rispetto a ©', otteniamo 


00 


_ = 029° da d 
U, 1) ao, ey 1-0; (116,8) 


essendo pari l’espressione integranda rispetto a ©, l'integrale ri- 
spetto a © è rappresentato come doppio esteso da 0 a 00. 

L’integrazione rispetto a d?q è estesa al dominio 9g? < @?/c* nel 
quale %, è reale in modo che il campo (116,5) descrive in effetti un’on- 
da propagantesi *). Introduciamo l’angolo 0 fra il vettore d’onda del- 
la radiazione k = (k,, q) e la direzione del vettore —v (cosicché 
9 = 0 corrisponde alla radiazione indietro a rigore rispetto alla 
direzione del moto della particella). Allora qg =(w0/c) sen 6; passando 
dall’integrazione rispetto a d°q a quella rispetto a 2ngdgq = (21 x 
X 0°/c?) sen 0 cos 9 d0, abbiamo 


a 


1/2 20 co 90/2 
9.92 COS —_ 

\ |a]? 0° — = dd do= | 

0 0 


| YU, (0, 0) 2r sen 09 d0 do. 
0 


00 
Tr | 
0 


1) Per g° > @?/c? i fattori esponenziali nell'espressione (116,5) vanno scritti 
così: exp (+ Y a? — 02/2), il che corrisponde alle onde superficiali che si 
smorzano dalla frontiera. Queste onde esistono necessariamente per radiazione 
di transizione, ma qui non le consideriamo. 
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La funzione 7, (©, 0) dà la distribuzione spettrale e angolare 
della radiazione. Considerando «a, dell’espressione (116,6) ottenia- 
mo infine 
e?B?2 sen? 0 cos? A 
U, (0, 0) = a (1=B? cost 9? - 


(14- Ve— sen? 0) (e cos9+ V e— sen? 6) (116,9) 


(V.L. Ginsburg, I.M. Frank, 1945). La radiazione di transizione 
è polarizzata linearmente e, inoltre, il vettore elettrico giace (come 
si vede dalla formula (116,5)) nel piano passante per k e v. Per le 
velocità non relativistiche l’intensità della radiazione è proporziona- 
le a 7°, cioè all’energia della particella. 

Sulla frontiera con il conduttore perfetto (e = 00) la formula 
(116,9) diviene 


X 


| nu ew sen? 0 
Us (o, 9)= 77 T_Posto 
Nel caso ultrarelativistico (B = 41) la radiazione ha un massimo 
nel dominio di angoli piccoli 9 — V1 — B?. Infatti qui la for- 
mula (116,9) diviene 


e? Ve-1 |? 02. 
Ui (0, = | yapi | TFR 


Di qui ricaviamo con precisione logaritmica la seguente espressione 
per la densità spettrale della radiazione: 


Ve—t 
Ve+I 
Se per frequenze sufficientemente grandi ricorriamo all'espressione 
limite (78,1) per la permettività dielettrica 


enti, gatte, (116,14) 


-1 
U, (0) \ Yi(0, 0) 21040 ei 


ITC 


2 1 


troviamo così che per © > ®, la distribuzione spettrale della radia- 
zione decresce come #74. Ciò vuol dire che sono in effetti le frequenze 
O < ©o a dare un contributo fondamentale nella radiazione di tran- 
sizione (nella direzione indietro). 

Infine, soffermiamoci sulla radiazione di transizione per il pas- 
saggio della particella dal mezzo al vuoto. Questo problema diffe- 
risce da quello precedente per il solo cambiamento di segno nella 
velocità v. Perciò l'intensità differenziale della radiazione nel vuoto 
all’uscire della particella carica dal mezzo è data da una formula che 
si ricava dalla (116,9) mediante la sostituzione v + —v e, inoltre, 
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© ora sarà l’angolo fra le direzioni k e v (cosicché 8 = 0 corrisponde 
alla radiazione a rigore in avanti nella direzione del moto della par- 
ticella 1): 
e?b? sen? 0 cos? 8 
1t?c (1—-P? cos? 8)? 

(e—1) (1—B2—B V e—sen? 0) ° (116,12) 
(1—ByVe—=sen? 0) (ecosì04+Ve—sen? e) | ° 


IL, (0; 8) = 


Nel caso ultrarelativistico la radiazione ha un massimo dell’in- 


tensità nel dominio di piccoli angoli, 0 — V41 — B?. Qui la for- 
mula (116,12) diviene 


e?02 |Ve—1]° 
mic (1—B°+09)? [1 -BVe—@08/2 * 
Se e non è troppo vicino ad uno, l’ultimo fattore a denominatore va 


sostituito con |1 — Ve |? e con precisione logaritmica otteniamo 
la seguente espressione per la distribuzione spettrale: 


aL, (0, 9)= (116,13) 


2 1 
U (= 7 


Per grandi frequenze ricorriamo di nuovo all’espressione (116,14) 
e nella formula (116,13) facciamo la sostituzione 


—_—r—— 4 9 —_ 2 
1-BVe=P=4(1-R+ +0), Venta 33 


203 * 


L'integrazione rispetto agli angoli dà 
e2 02 T_—Ri 
UU, (= DA per O 0< 0/V 1-8 , 


War) 7 pr odalVitp 


(0) 


Da queste formule si vede che il contributo fondamentale nella ra- 
diazione in avanti proviene dalle alte frequenze: ®© — ©y/V 1 — B? 


1) Per.il mezzo trasparente (e si può supporre reale) ci limitiamo alle velo- 
cità v < c/V e. In caso contrario si deve risolvere il problema della separazione 


del contributo portato dalla radiazione Cerenkov emessa dalla particella nel 
mezzo in avanti nella direzione del suo moto e uscente attraverso la frontiera 
nel vuoto. A questa uscita corrisponde il polo dell’intensità (116,12) nel punto 


in cui pf V € — sen? 6 = 1. L'angolo @ definito da questa uguaglianza è l'angolo 
d'uscita del raggio rifratto sulla frontiera del cono Cerenkov nel mezzo. 
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(G.M. Garibjan, 1959). In questo caso l’energia della radiazione 
integrale rispetto alle frequenze è proporzionale all’energia della 
particella '): se 


0 
U= 77 (116,14) 


1) Considerazioni più dettagliate inerenti alla radiazione di transizione si 
ossono trovare in articoli riassuntivi: Bass F.G., Jakovlenko V.M. — Uspechi 
isiteskich nauk (UFN, edizione russa) 1965, v. 86, p. 189; Ginzburg V.L., 

Zytovié V.N.— UFN, 1978, v. 126, p. 553; Physics Reports, 1979, v. 49, p. 1, 
e nella monografia di questi autori — Radiazione di transizione e diffusione di 
transizione, Mosca,..Nauka, 1984 (ed. russa). 


Capitolo XV 


DIFFUSIONE DELLE ONDE 
ELETTROMAGNETICHE 


$ 117. Teoria generale della diffusione nei mezzi isotropi 


Nei capitoli precedenti abbiamo trattato la teoria della propaga- 
zione delle onde elettromagnetiche nei mezzi trasparenti a pre- 
scindere da un fenomeno relativamente debole, ma al tempo stesso 
di grande importanza che è la diffusione. Questo fenomeno consiste 
nella comparsa di onde deboli (diffuse) con frequenze e direzioni che 
differiscono dalla frequenza e dalla direzione dell’onda principale. 

L'origine della diffusione si riduce al cambiamento del moto del- 
le cariche facenti parte della composizione del mezzo sotto influsso 
del campo dell’onda incidente; questo cambiamento implica la e- 
missione di onde nuove, ossia diffuse. Lo studio del meccanismo mi- 
croscopico della diffusione deve essere eseguito sulla base della mec- 
canica quantistica. Tuttavia, esso non è indispensabile per la teoria 
macroscopica che sarà esposta più avanti. Perciò ci limitiamo a bre- 
vi osservazioni sul carattere dei processi che implicano un cam- 
biamento della frequenza delle onde per diffusione. 

Il tipo fondamentale degli atti di diffusione elementari consiste 
nell’assorbimento del quanto iniziale 7#o dal sistema diffondente 
con la contemporanea emissione da questo sistema di un altro quanto 
ho'. La frequenza w' del quanto diffuso può essere minore o maggiore 
della frequenza © (questi casi si chiamano, rispettivamente, sfokes 
e antistokes). Nel primo caso l’energia 7 (0 — ©') va assorbita dal 
sistema, e nel secondo caso l’energia lì (0' — ©) è ceduta da esso 
per conto di transizione in uno stato energeticamente più basso. 
Così, nel caso elementare del gas la diffusione si produce su molecole 
separate e la frequenza può cambiare sia per conto della transizione 
della molecola in un altro livello energetico sia per conto della va- 
riazione dell’energia cinetica del suo moto come un tutt'uno. 

Un altro tipo dell’atto elementare consiste in quanto segue: 
il quanto iniziale fio resta immutato ma sotto il suo influsso il si- 
stema diffondente emette immediatamente due quanti, ossia un al- 
tro quanto fw con frequenza e direzione immutate e un quanto « dif- 
fuso » fiv. In questo caso l'energia & (0 + 0‘) va prelevata al si- 
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stema diffondente. Tuttavia, processi di questo tipo sono estrema- 
mente rari rispetto a quelli del primo tipo 1). 

Passando alla considerazione della teoria macroscopica della 
diffusione è necessario, soprattutto, precisare il significato delle 
medie da calcolare. Il calcolo delle medie nell’elettrodinamica ma- 
croscopica si può rappresentare come l'insieme di due operazioni. 
Se per ragioni di intuitività si parte dal punto di vista classico, 
si può distinguere la media rispetto a un volume fisicamente infi- 
nitesimo per una data disposizione di tutte le particelle in esso e 
in seguito la media della grandezza ottenuta rispetto al moto delle 
particelle. Nella teoria della diffusione, tuttavia, questa media non 
può essere calcolata fin dall’inizio poiché il suo calcolo rispetto al 
moto delle particelle implicherà la scomparsa del fenomeno stesso 
in esame. Perciò, ad esempio, l’intensità e l’induzione del campo del- 
l'onda diffusa che figurano nella teoria della diffusione vanno in- 
tese come risultato della sola prima tappa del calcolo delle medie. 

Bisogna osservare che nella considerazione quantistica si può 
parlare della media rispetto al volume non per la grandezza fisica 
stessa, ovviamente, ma per il suo operatore; la seconda tappa del 
calcolo della media consiste nella determinazione del valore di aspet- 
tazione di questo operatore mediante le probabilità quantistiche. 
Perciò, parlando a rigore, le grandezze elettromagnetiche che figu- 
rano più avanti devono essere intese come operatori quantistici. 
Questa circostanza, tuttavia, non incide sui risultati finali della 
teoria trattata in questo paragrafo, e per rendere più semplice 
la scrittura delle formule consideriamo tutte le grandezze come 
classiche. 

Le componenti monocromatiche delle grandezze del campo del- 
l'onda diffusa, intese nel senso suindicato, indichiamo per il mo- 
mento con E’, H', D', B.. Per quanto riguarda il campo dell'onda 
incidente qui usiamo le lettere E, H senza apice. In questo capi- 
tolo l’onda incidente è supposta ovunque monocromatica di fre- 
quenza ©. 

Per il processo stesso di propagazione dell'onda diffusa avrebbe 
luogo la relazione D' = e (@0’) E’ fra induzione e intensità del cam- 
po elettrico (il mezzo diffondente è supposto isotropo). Questa rela- 
zione, tuttavia, non include in sé fenomeni di diffusione, cioè la 
comparsa dell'onda diffusa sotto influsso dell'onda incidente. Per 
la sua descrizione nell’espressione per D' si deve tener conto di ter- 
mini addizionali piccoli. Nella prima approssimazione questi ter- 
mini devono essere lineari rispetto al campo dell’onda incidente; 


1) Vedremo più avanti ($ 118) che l’effetto dell'emissione stimolata è troppo 
piccolo per tutte le temperature per le quali 7 « % (0 + ©’). Esso può divenire 
sensibile nel dominio delle frequenze radio. 
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la forma più. generale di questa dipendenza è 
. Dj = © E; FF infr L Bin Et ” (117,4) 


Qui e’ indica e (0'), e a; e Pix sono tensori che caratterizzano le 
proprietà diffondenti del mezzo. Nel caso generale essi non godono 
di nessuna proprietà di simmetria e le loro componenti sono fun- 
zioni sia della frequenza dell’onda diffusa che della frequenza ini- 
ziale ©. Sottolineiamo che il carattere tensoriale delle grandezze a 
e B non contraddice, ovviamente, l’isotropia supposta del mezzo. 
Sono isotropi le sole medie totali delle proprietà del mezzo; le de- 
viazioni locali dalle proprietà medie, cui riferiscono i termini ad- 
dizionali nella formula (117,4), non devono essere necessariamente 
isotrope. 

L'ultimo termine nella formula (447, I) è legato con quella parte 
della diffusione che si realizza mediante atti elementari di emissio- 
ne stimolata. Infatti, tutti itermini asecondo membro dell’uguaglian- 
za (117,4) devono corrispondere alla stessa frequenza ©’, come anche 
D' a primo membro dell'uguaglianza. Poiché E* ha la frequenza — ©, 
le grandezze f;, devono avere la frequenza © 4 ' affinché la fre- 
quenza dei prodotti f;x ZE} sia 0°. Ma ®© + o’ è una frequenza che 
caratterizza gli atti di emissione stimolata. In virtù della piccolez- 
za suindicata di questo effetto trascuriamo i termini corrispondenti 
nell'espressione (117,1) e scriviamo semplicemente 


Dj == e'E; + cinEn (117,2) 


Con formule analoghe si esprime anche il legame fra B' e H”. 
Tuttavia, trascureremo le proprietà magnetiche del mezzo che di 


solito sono inessenziali per il fenomeno di diffusione della luce; 
perciò poniamo B=H. 


Le equazioni di Maxwell per il. campo. dell'onda diffusa sono 
rotE'=1 MH" rt = ip, 
Escludendo H' da queste equazioni, troviamo 


vot rot E = Ch De 


Sostituendovi. in iccordo: ‘con la. formula (117,2). 
E =-4D'—+ (ae) 


(ove (xE) è un vettore con.a;,Fx come componenti) e tenendo conto 
che div D' = 0, otteniamo la seguente equazione esprimente D': 
AD + k2D' = —rot.rot (E), (117,3) 


ove k' = Ven ‘è il'vettore d'onda dell'onda diffusa. 
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Per trovare formulazione esatta delle condizioni in cui può esi 
sere risolta l’equazione (117,3), dividiamo il mezzo diffondente in 
piccoli tratti (le cui dimensioni, tuttavia, sono grandi rispetto alle 
distanze molecolari). In virtù del carattere molecolare dei processi 
di diffusione la correlazione fra questi processi in diversi punti del 
mezzo (non cristallino!) si estende, in generale, a distanza dell’or- 
dine di grandezze molecolari !). Perciò la luce diffusa, uscente da di- 
versi tratti del mezzo, è incoerente. Di conseguenza, possiamo con- 
siderare la diffusione da uno dei tratti come se nel volume restante 
.del mezzo la luce si propagasse senza diffusione. Procedendo in questo 
modo, calcoliamo il campo dell'onda diffusa a grande distanza dal 
tratto diffondente del mezzo. Ricorrendo alla nota espressione ap- 
prossimata per i potenziali di ritardo a grande distanza dalla sor- 
gente (cfr. II $ 66), si può scrivere immediatamente la soluzione ri- 


chiesta dell'equazione (117,3): 
iR'Ro 


, 1 € 


| (GE) e-ik" dV, (147,4) 


Qui R, è il raggio vettore da un punto interno del volume diffondente 
(rispetto al quale si integra) fino al punto di osservazione del campo, 
mentre il vettore k' ha la direzione R,. L’integrale che figura in que- 
sta espressione è indipendente dalle coordinate del punto di osserva- 
zione; derivando e conservando, come £ si suole, i i soli termini con 1/R6, 


otteniamo 
D'=— Tr 2 [le Fk { | (E) ein vr av]. 


Poiché nei punti da osservazione consideriamo il mezzo come non 
diffondente, il legame fra D' e E' in questo punto è dato semplice- 
mente dalla relazione D' = e'E’. Nel campo dell’onda incidente 
individuiamo il fattore periodico spaziale rappresentando l’intensità 


nella forma 


E=EF,eikr = Eee; (117,9) 
nella seconda espressione l'ampiezza complessa E, è scritta come Ze, 
ove E, è una grandezza reale (E? = | E, |?) e e il vettore complesso 


unitario (ee* = = 1) determinante la polarizzazione dell’onda. In- 
troducendo in seguito la notazione 


1) Fanno eccezione casi singolari della diffusione dei quali parleremo nel 
$ 120. In questi casi le dimensioni dei tratti diffondenti devono essere supposte 
grandi rispetto alla lunghezza d'onda della luce o più grandi ancora. 
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scriviamo 


E — — cih'Ro 2 3I_ [k' [k'G]]= cio Te e Gi. (417,7) 


Il vettore E' è perpendicolare alla direzione k' dell’onda diffusa e 
definito dalla proiezione G, perpendicolare a k'. 

Determinando così il campo senza media dell'onda diffusa, pos- 
siamo ora passare allo studio dell’intensità e della polarizzazione 
della luce diffusa. A tale scopo bisogna costruire il tensore 


Iin = (EjEy'"*), (117,3) 


ove le parentesi angolari indicano la media finale rispetto al 
moto delle particelle nel corpo finora non calcolata; la media del- 
l’espressione quadratica dà, naturalmente, un risultato non nullo. 
Poiché E°! k', il tensore /;, ha le componenti non nulle soltanto nel 
piano perpendicolare a k'; queste componenti costituiscono (in que- 
sto piano) un tensore bidimensionale /,g (gli indici greci assumono 
due valori). Per definizione, il tensore /,g è hermitiano: Za = Zap: 
Esso può essere ridotto agli assi principali e il rapporto tra suoi due 
valori principali dà il grado di depolarizzazione, mentre la loro som- 
ma è proporzionale all’intensità totale della luce). | 

Nei prodotti E;E# entrano prodotti degli integrali G;; sono essi 
ad essere sottoposti all'operazione della media. Scrivendo il prodotto 
di due integrali sotto forma di integrale doppio, abbiamo 


(G,G})= eh | f (cPaj22t) e-ialri=r9) dY, dV. (447,9) 


Gli indici superiori (1) e (2) sottolineano che i valori di a vanno 
considerati in due punti distinti dello spazio. 

Nel calcolare la media dell’espressione integranda si deve tener 
conto che la correlazione fra valori di a in diversi punti del corpo si 
estende, in generale, a sole distanze dell'ordine di grandezze mole- 
colari. Ciò vuol dire che dopo il calcolo della media l’espressione in- 
tegranda sarà notevolmente diversa da zero soltanto per |r, — 
— rg] a, ove a è l’ordine di grandezza delle distanze mole- 
colari. L’esponente nel fattore esponenziale -a/A, ove À è la 
lunghezza dell’onda diffusa; ma qa/A «4 già in virtù della condi- 


1) Cfr. II $ 50. La riduzione del tensore hermitiano agli assi principali si- 
gnifica che esso deve essere rappresentato nella forma 


Iin= Marri 1 AanziiZK» 


ove Di e n, sono, nel caso generale, due vettori complessi unitari mutuamente 
ortogonali, cioò 


ninf=n,n n*=1, nin*=0. 


I valori principali A, e X, del tensore hermitiano sono reali. 
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zione necessaria di applicabilità della teoria macroscopica in ge 
Period). Di conseguenza, possiamo sostituire con 1 il fattore esponen- 
ziale 

In seguito, l’integrazione rispetto alle coordinate r, e r, Si può 
sostituire con l’integrazione rispetto a (r, + ry)/2 e r=r, — ro. 
Poiché dopo il calcolo della media l’espressione integranda dipende 
unicamente da r, allora 


© (GG) =Vereh, i) (cat) dV. (447,10) 


ove V è il volume del tratto del corpo diffondente; il fatto che la dif- 
fusione deve essere proporzionale a V è evidente a priori. É da notare 
che dalla formula (117,10) e perciò da tutte le formule successive 
scompare la direzione del vettore k dell’onda incidente. 

Gli integrali che figurano nell'espressione (117,10) costituiscono 
un tensore di quarto rango dipendente dalle sole proprietà del mezzo 
diffondente. Essendo isotropo il mezzo, questo tensore può essere e- 
spresso soltanto in funzione del tensore unitario è;, (e delle costanti 
scalari). Prima di scrivere l'espressione corrispondente osserviamo 
che il tensore &ix,, come ogni tensore del secondo ordine, si può rap- 
presentare nel caso generale. sotto forma di somma di tre parti indi- 
pendenti 


Cin = ddin + DA + dis (147, 11) 


ove a è scalare, Si ‘tensore simmetrico ‘irriducibile (cioè con la trac- 
cia nulla), a; tensore antisimmetrico: 


A = 1/sAity:S , Sik. = 1/g (a ik +0, _ 2/s0n10ik)a n 
Qin = 1/ 2 (Gin — Upi). ; È (117,12) 


Nel calcolare’ la media del prodotto alPajte “possono essere non 
nulli i soli prodotti delle componenti di ciascuna delle tre parti suin- 
dicate del tensore &;, separatamente; è chiaro che tramite un ten- 
sore unitario è impossibile costruire espressione che per sue proprietà 
di simmetria potrebbe corrispondere ai prodotti incrociati. Queste 
considerazioni consentono di scrivere il tensore del quarto ordine 


cercato nella forma seguente: 
- | (Lit Akm ) dV= God: am + “ro (Binbrm + Simba — 2/36 110hm) F+ 
+tl;Ga (6; xStm— Simhi) (117,13) 


ave;i.tre: termini -per..loro:simmetria corrispondono esattamente: ai 
prodotti delle parti scalari simmetriche e antisimmetriche' dèi tén- 


. 1) Questa sostituzione, tuttavia, richiede che siano fatte, menzioni i speciali 
per la cosiddetta: diffusione di Rayleigh (cfr. $ 120). 
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sori aj} e a. Semplificando questa espressione rispetto a varie 
coppie di indici, otteniamo tre uguaglianze dalle quali è possibile 
precisare il significato dei coefficienti che figurano nella formu- 


la (117,13): 
G= (ada ar, G={ (Rs, (117,14) 


Ga= | (aRat*) dY. 


Queste grandezze sono reali e positive!)..-. Di 
In tal modo, il tensore /;, assume la. forma 


Tin = cOSÌ-[Goeieh+ HioGs (0in 4 eTen —2/30:0k) + 1/eGa (bin — 27Cn)] 
(147,15) 


dove -la costanté è indipendente dalla direzione della diffusione e 
dalla polarizzazione dell’onda incidente. Questo tensore, ovvia- 
mente, non è ancora trasversale alla direzione k’. Mentre il tensore 
cercato Z,g si ottiene proiettando il tensore (117,15) sul piano per- 
pendicolare a k' (a tale scopo è sufficiente considerare un sistema 
di coordinate con un asse coincidente con k' e calcolare le compo- 
nenti del tensore lungo gli altri due assi). 0 n 

È da notare che nel caso generale la diffusione può essere rappre- 
sentata sotto forma di sovrapposizione di tre processi indipendenti, 
ossia delle diffusioni di tipo scalare, simmetrico e antisimmetrico 
cui corrispondono i tre termini dell'espressione (117,15) 2). n 

A prescindere da questa divisione, può essere comodo rappresen- 
tare l’espressione (117,15) sotto un'altra forma riducendo in essa 
i termini simili: fo i 0, EETSE POE I 


Im = cost. {47 | 


ATI 


ci a-c 
- er +iz eten +bb2}, (117,16) 
AA IE LARE SITI tilt faglie ai OLA LA e Re TI 


i ‘ v. DA ‘ i LR srl è 


1) Il carattere reale del tensore (117,13) e, quindi, dei coefficienti in esso 
è evidente già dal fatto che questo tensore è automaticamente simmetrico ri- 
spetto alla permutazione della coppia di indici ilcon la coppia &m; questa permuta» 
zione è equivalente al passaggio a una grandezza complessa coniugata (data 
equivalenza dei punti 1 e 2). La positività dei coefficienti segue dal fatto che 
essi possono essere rappresentati nella forma del quadrato del modulo (o somma 
dei quadrati dei moduli) per trasformazione inversa a quella che aveva luogo 
nel passaggio dalla (117,9) alla (117,10). . 


Così : i 
pi de ZI (ag N 
Cos ae fai "dr » ì 
. . 3) La formula (117,15) e le deduzioni successive da essa differiscono per la 
sola definizione delle grandezze Gy, Gs, Ga dalle formule della teoria quantistica 
di aa della diffusione su molecole separate orientabili liberamente; ‘cfr; 
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ove | 
a= Go + 1/30G, _ t/6Ga; b =! 106% + 1/Ga; (117,17) 
c=G—iG,+ Gg 


La formula (117,15) o (117,16) determina la distribuzione ango- 
lare e le proprietà di polarizzazione della luce diffusa. In particola- 
re, proiettando questo tensore su un vettore di polarizzazione e' 
(determinante la direzione E'), otteniamo l’intensità della compo- 
nente della luce diffusa polarizzata in determinato modo che potreb- 
be essere separata dall’analizzatore di polarizzazione corrispondente 


-F,xeiteg = cost-{G, [ee'*[2 + 


+ 7106; (1+ ]eef]2—2/; ]ee'*|2) +-4/6G, — |ee"12)} (147,18) 

ossia 
ste |ee'*|r 4 92 a—c 

Consideriamo la diffusione di un ‘onda sE iesiozila lineafmente. 
A questa polarizzazione corrisponde il vettore reale e (cfr. II $$ 48, 
‘90). Con esso saranno reali anche tutte le componenti del tensore /uy 
della luce diffusa. Ciò vuol dire che la luce diffusa è polarizzata in 
parte e può essere decomposta in due onde indipendenti (incoerenti) 
ciascuna delle quali è polarizzata linearmente. Siccome nel piano 
perpendicolare a k' esiste una sola direzione privilegiata (cioè evi- 
denziata dalla proiezione del vettore e su questo piano), è chiaro a 
priori che una di queste onde è polarizzata con il vettore e' nel piano 
e, k' (indichiamone l'intensità con /1) e l’altra perpendicolare al 
piano suindicato (con l’intensità /,) Î). 

Per e reale l’espressione (117,16) si riduce a 


Tin = cost-(ae;e, + 58;:). (117,20) 

«Osservando immediatamente che essa contiene due e non tre o compo- 

nenti indipendenti, abbiamo rispettivamente: e 
| I intiea = COSÌ: (a (ee')? +0) 

e, calcolando e’ in ‘due direzioni suindicate, troviamo così la distri- 
buzione angolare di due componenti incoerenti della luce diffusa: 
I, = cost-(a sen? 04), 

I, = cost-b (124) 


ove 0 è l’angolo fra e e ia direzione della diffusione k'. Osserviamo 
che la seconda fra le distribuzioni è isotropa. 


I;neitex,= cost. {93 


2.jee'|?+b}.. (117,19) 


1) Sottolineiamo ancora una volta la necessità di distinguere lo stato pola- 
rizzato della luce diffusa come e tale dalla polarizzazione e' prodotta da un rive- 
latore di radiazione! ee 
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Al passare attraverso il mezzo della luce naturale la luce diffusa 
sarà in parte polarizzata. Il tensore corrispondente /;, si ottiene dal- 
l’espressione (117,16) mediante il calcolo della media rispetto a 
tutte le direzioni e nel piano perpendicolare a k. Questa operazione 
si esegue tramite la formula 


eek='/ (dn +27) (117,22) 
(n = k/k); questo è un tensore del secondo ordine dipendente dalla 


sola direzione n, trasformabile in 1 per semplificazione e soddisfa- 
cente alla condizione 


n;e;ek = (ne) ei=0. 
In tal modo, per la diffusione di luce ‘naturale 


Im =cost-{3 (8, — rina) + bb}. (117,23) 


Dalle considerazioni di simmetria è evidente che le due componenti 
incoerenti della luce diffusa saranno linearmente polarizzate con 
il vettore e' nel piano k, k’' (piano di diffusione) e perpendicolar- 
mente a questo piano; indichiamo le intensità di queste componenti. 
con /| e Z,, rispettivamente. Dalla formula 


I;xe;jex= cost- {3 [1—T— (ne')2] + b} 
ricaviamo 


I|=cost- (3 cos $-+b) , I,=cost-(5- + b) s (117,24) 


ove © è l'angolo di diffusione (angolo fra k e k'). 
‘ Scriviamo anche formule per la distribuzione angolare e le pro- 
prietà di polarizzazione di ciascuno dei tre tipi di diffusione sepa- 
ratamente. Queste formule si ottengono dalle espressioni (117,21) 
e (117,24) sostituendovi semplicemente per a e b i termini corri- 
spondenti dall'espressione (117,17). 

Per la diffusione scalare di luce linearmente polarizzata la 
luce diffusa è anch’essa completamente polarizzata e la distribu- 
zione angolare dell’intensità si esprime mediante la formula 


I = 3/2 sen? @ (417,25) 
(qui e più avanti le espressioni per / sono normalizzate in modo tale 


che le loro medie rispetto alle direzioni valgono 41). Per la diffusione 
di luce naturale, invece, la distribuzione angolare dell’intensità 
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e il coefficiente di depolarizzazione (il rapporto fra la più piecola 
e la più grande delle | e 7) sono dati dalle formule 1). 


I=I,+I, =%(4 + cos? 0), IyI, = cos è. 
“© (447,26) 


Nel caso della diffusione simmetrica di luce polarizzata ab- 
biamo 

I=I,+ Ia = %a0(6 + sen? 0), /y/I, = 3/(3 + sen? 0), 
(117, 27) 


6 per la diffusione di luce naturale 
= #/,0(13 + cos?.08), Iy/Z= (6 + cos? 8). (117,28) 


Infine, per la diffusione antisimmetrica di luce polarizzata 
abbiamo 


. I = #/(1+-cost 0); Zy//, = cos-.0, (117,29) 
e di luce naturale. 
I =, #24. son? 8), Lalla = 4/1 + sen? 0). © (147,30) 


$ 118. Principio del bilancio dettagliato 
per la diffusione 


Il principio generale quantistico-meccanico del bilancio det- 
tagliato (cfr. III $ 144) consente di dedurre une relazione che lega 
mutuamente le intensità di vari processi di diffusione. 

Indichiamo con dws, la probabilità che il quanto 70) sia soggetto 
alla diffusione (su un’unità di cammino) con la comparsa del quanto 
îìw, propagantesi nell’elemento di volume dell’ angolo solido do, 2). 
Con dw,, indichiamo la probabilità del processo inverso della dif- 
fusione del quanto 0, accompagnato dalla comparsa del quanto. 
ho, nell’angolo solido do. Il principio del bilancio dettagliato 
stabilisce il seguente legame tra queste due probabilità: 


dWwsi __ eva dwg 
Ì k3 dog E? doi do ’ 


:° *Y Il passaggio dalle: formule Jper /Z © «A quello per/ PS corrisponde alla. 
media secondo a formula gi ee ; 


sen? Ge dp éosì a) 


(cfr. il passaggio dalla (92,3) alla (92 ,6)). 

2) Si tiene anche conto di determinate polarizzazioni di entrambi i quanti; 
per brevità, non scriviamo qui gli indici di polarizzazione. L'ordine della di- 
posizione degli indici nella notazione dws, corrisponde a quello accettato nella, 
meccanica quantistica: da destra a sinistra, cioè dallo stato iniziale a quello 


finale, © nd 
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ove ki ek, sono vettori d’onda di ambedue i quanti. Sostituendovi 


ki = £1 0i/e? e ks = &,02/c?. (ove ej=£ (0) e E, = £ (09); otte- 
niamo . 

dWsi dw AN 

- &0Î do, 21 — 8003; do, . (4184) 


È supposto in questa relazione che.gli stati iniziale e finale del 
sistema diffondente corrispondano ai livelli energetici discreti E, 
@é'E, legati mutuamente mediante l’uguaglianza 


E, + ho, = Eat hos. 


Questa impostazione della questione non corrisponde in tutto allo 
stato reale delle cose in quanto lo spettro dei livelli energetici di 
un corpo macroscopico è estremamente denso e deve essere conside- 
rato come quasi-continuo. 

Ciò premesso, si deve introdurre al posto della probabilità di dif- 
fusione dws; con la variazione rigorosa della frequenza la probabi- 
lità di diffusione nell’intervallo di frequenze ‘dws, cioè con la tran- 
sizione del corpo nello stato con energia nell’intervallo dE, 
= hdows. Indicando questa. probabilità (sempre per cm del cam- 
mino). ( con dhy,, abbiamo ì si Ci bo ci 


dhs, = dw;; di, = < dw; È TRULCO 


ove ‘dI, è il nimero di stati quantistici d dol corpo’ nell’ intervallo di 
energie dEs. ‘Ora, al posto della ‘relazione (118,1) scriviamo 


dî me dhy, ds coil 
dEi ‘1 dog do,  dEs 2"? do; d@j 


Ma in accordo con il noto legame fra il peso statistico dello stato ma- 
croscopico del corpo e la sua entropia Y la derivata dI'/dE coincide 
soprattutto con exp & in modo che il rapporto 


dT,/dEy 


TI = exp (Pt Sa). 


Siccome la variazione dell’energia del corpo in seguito alla diffu- 
sione di un quanto è trascurabilmente piccola rispetto all’energia 
stessa, la variazione dell’entropia è relativamente piccola anch'essa 
e la si può porre uguale a 


ii) Fa —F= E SC E-E)=4 @4-0) 


| Tenendo conto di questa circostanza, scriviamo infine il prin- 
cipio del bilancio dettagliato per la diffusione nella forma seguente: 


dh, © SI 
e ito 0? dt g-rorTa gi n ca (118,2) 
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. La grandezza dh,, (di dimensione cm) si dice coefficiente dif- 
ferenziale di estinzione della luce per diffusione. La sua definizione 
può essere formulata anche nel seguente modo: questo è il rapporto 
fra il numero di quanti diffusi (nell'elemento degli angoli solidi do, 
nell'intervallo di frequenze d@,) in unità di volume durante unità 
di tempo e la densità del flusso di fotoni nella luce incidente. Inte- 
grando dh,, rispetto a tutte le frequenze della luce diffusa e in tutte 
le direzioni otteniamo così il coefficiente di estinzione totale che rap- 
presenta il decremento dell’indebolimento della densità del flusso .di 
fotoni durante il suo propagarsi nel mezzo diffondente. 

Sia 0, < ©;. La relazione (118,2) stabilisce un legame reciproco 
tra le intensità (coefficienti d'estinzione) della diffusione stokes 
{1 > 2) e di quella inversa antistokes (2 + 1). Si vede che la seconda, 
in generale, è inferiore alla prima soprattutto nel rapporto del Îat- 


tore exp (PUO) 


Questa circostanza è assai generale e corrisponde al fatto che la 
trasmissione dell'energia dal corpo al campo elettromagnetico Îa 
‘indebolire il processo rispetto a exp(—AZ/T), in cui AE è l'energia 
trasmessa. Ciò spiega anche il debole effetto dell'emissione stimolata 
in cui il corpo emette in una diffusione unitaria ” (01+02). La 
probabilità di tale processo ha il piccolo fattore exp OT) 7 
per h (0, +0) >. 

La relazione generale (118,2) si semplifica fortemente nel ‘caso 
importante della diffusione con variazione relativamente piccola 
«della frequenza. Indichiamo ®, semplicemente con we la piccola diffe- 
tenza ©, — 0; con L(]..2 | <@). Inoltre, introduciamo la nota- 


‘zione 


dhoi 
LI (0, Q). (148,8) 
Nei fattori non esponenziali ew? della relazione (118,2) si può tra- 
scurare la differenza Q e, in seguito, essi si riducono in ambedue i 
membri dell'uguaglianza, cosicché resta /(@, Q) e-h/T = I(0+9, 
— Q) e-h(0+9)/T, 
‘Nel primo degli argomenti della funzione / (0 + 9, —L), che indi- 
ca la frequenza iniziale della luce, si può trascurare 9, cioè riferire 
l'intensità della diffusione a un valore della frequenza un po’ spo- 
stato della luce incidente. Allora O 
I (0, Q)=Z(0, —QehUT, (118,4) 


In questa approssimazione / in ambedue i membri dell'uguaglianza 
si riferisce alla frequenza identica della luce incidente. In altre 
parole, la relazione (118,4) stabilisce un semplice legame fra le dif- 
‘fusioni stokes e antistokes della stessa luce con valori assoluti iden- 
ici dello spostamento della frequenza £!. 
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Problema 


Stabilire un legame fra la diffusione combinatoria forzata’ (cfr. $ 112) e 
l'intensità della diffusione ordinaria (spontanea). È a a 
Soluzione. La probabilità della diffusione forzata si ottiene dalla probabili- 
tà della diffusione spontanea moltiplicandola per Ny,, ossia per il numero di 


fotoni nello stato quantistico con il vettore d'onda k,. Per stabilire un legame 

fra questo numero e l’intensità del campo E, dell'onda diffusa, si deve conside- 
rare quest'ultima come quasi-monocromatica ed uguagliare l'una all'altra le 
energie del campo (in unità di volume) mediante il numero di quanti o mediante 
intensità: 


i) dîk, _ Ve, dk n» 
\ hogNy, Ta = si do, | Es] (1) 


(il secondo membro di questa uguaglianza è scritto in accordo con la formula 
(83,9)). Nel primo membro si possono portare fuori dal segno di integrale i fat- 
tori che variano poco nello stretto intervallo di frequenze sostituendo preli- 
minarmente 


J dksy i £903  dks 
d*kg = k3 dos dosd®y = ci do, dosd®. 


Allora 


Bk, ho8Ve, dk 
N i 2 —_ 2 2 2 
I LOS ks (2)? 8113? dog 


| N, dodo, 


e dall'espressione (1) ricaviamo 
203 
Ny. d®0gdog= |Eal? = 
Kk, 1Pa00g 2 . 
Ò ho3V e, 


Quanto alla densità del flusso di fotoni incidenti, essa (si vedala formula 
(83,11)) è iL È - n Ù 
I 3° ever pra 

ho, = IONI EL t5, 


In tal modo; energia trasmessa al campo E, per conto della diffusione for- 
zata dei fotoni #@;, (introduciamo qui la notazione (118,3)) è | 


dU, S di 
= = Rn Fa 1 (01,9) \ N, ,d@,d0, = 
net Ve, . 
—_seve \E11® |Es|?/ (01, 2) (2) 


8h010$ V 8g 


O = ©, — 0;). Ma al tempo stesso il campo E, perde energia per conto della 

diffusione forzata dei fotoni ©, che si trasformano nei fotoni f@,. L'energia 
acquisita mediante questi processi dal campo E, è data da una formula che dif- 
ferisce dalla formula (2) per la sola permutazione degli indici / e 2. Di cui si 
ottiene l'energia ceduta dal campo E, moltiplicando per —@,/0; (cfr. la' for- 
mula (112,8)); essa vale c en 


nesY e, n is o e 
— — _— |Ejl? |Es|[? 7 (093, —), 3 
8h03 Ve, | 1l Î 2| (0g ) (9) 
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Sommando ambedue le espressioni ed esprimendo la funzione / (©, —L) me- 
diante la funzione / (©, £) tramite la formula (118,2), otteniamo la. variazione 
totale dell'energia del campo di frequenza ©;: . La ce 


dU, _ sci 74 E1 È h9/T E 19 a - 
di = root VII (0, OIE:191E212. @ 


Introducendo l'incremento (per 0, <@®1) dell'intensità della radiazione. diffusa 
con frequenza -©, su unità del cammino ; 


._ 1 dU, 
DT Sg db. 


(grandezza di dimensione 1/cm), riscriviamo questa relazione nella forma defi- 
nitiva seguente: oa pe Ti 


(20). p9/r hai C ° dei 
®= 0, kzho mina Si dosdo, ’ 9) 


ove ka = @®, V 85/c e Si è la densità del flusso di energia della-luce incidente di 
frequenza @;. n 


$ 119. Diffusione con piccola. variazione di frequenza 


La teoria sviluppata ‘nel $ 117 gode di generalità totale ed è ap- 
plicabile a tutti i casi della diffusione nel mezzo isotropo a. prescin-, 
dere dal loro meccanismo concreto. È naturale, tuttavia, che per 
questo grado di generalità i calcoli si possano avanzare relativamente 
non lontano e che lo studio ulteriore del fenomeno sia possibile sol 
tanto sotto ipotesi più particolari... 

La diffusione della luce di solito è accompagnata da una varia- 
zione relativamente piccola della frequenza 2 = 0’ — @. I calcoli 
che seguono più avanti si riferiscono esattamente e questi casi e, 
fra l’altro, oltre alla condizione | | « @, supporremo che la va- 
riazione ‘del coefficiente di rifrazione del mezzo nell’intervallo di 
frequenze £ sia‘relativamente esigua. Quest'ultima. condizione si> 
gnifica che la frequenza © non deve essere disposta troppo vicina a 
uno dei domini (o a righe) di assorbimento del mezzo diffondente. 

Se © è riferita al dominio ottico dello spettro, il meccanismo mi- 
croscopico della diffusione con piccola £ può essere legato a diversi 
moti degli atomi e delle molecole come tali (cioè con lo spostarsi dei 
nuclei atomici contrariamente ai moti meramente elettronici re- 
sponsabili delle transizioni ottiche). Tali possono essere. oscillazioni 
intermolecolari degli atomi, rotazioni e ‘oscillazioni delle. molecole. 
come un tutt uno, ecc.) 1) i sl 


1) In questo caso è supposto che i valori corrispondenti ‘di 9 siano piccoli 
rispetto ag frequenze delle transizioni elettroniche. Questa condizione può 
essere violata per un gas composto di molecole” con stato elettronico fondamen- 
tale degenere, 
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Supponiamo che gq = gq(t) sia convenzionalmente l’insieme di 
coordinate descriventi il moto responsabile della diffusione (per 
semplicità, ragioniamo dapprima dal punto di vista classico). 
La lentezza relativa di questo moto permette di affrontare la descri- 
zione macroscopica della diffusione da un punto di vista nuovo. E 
precisamente, si può introdurre il tensore di permettività dielettrica 
€; (g) le cui componenti (in ciascun istante) dipendono come da 
parametri dai soli valori delle coordinate q allo stesso istante. Que- 
st'ultima circostanza è legata alla lentezza relativa supposta della 
variazione di e. La permettività dielettrica così introdotta è rife- 
rita alla media del campo rispetto al moto elettronico per una data 
disposizione dei nuclei. Nel caso della media totale del campo (an- 
che rispetto al moto dei nuclei) la permettività dielettrica si riduce 
allo scalare e = e (0). La deviazione Cir da questo valore indi- 
chiamo con dg;gi 0 


Dik @= EÒ:R +. den (9). (119,1) 


Il tensore &;x determina un legame esistente tra l’intensità e 
l’induzione del campo come funzione del tempo. Sottolineiamo che 
l'onda incidente è supposta, come prima monocromatica (di’ fre- 
quenza ©), ma il campo F' dell’onda diffusa è considerato ora come 
funzione del tempo non sviluppata in componenti monocromatiche. 
Il campo totale è composto del campo E dell onda incidente e del 
campo E’ dell'onda diffusa; quindi 


Di + Di = 8 (Ex LEI 
Riducendo, per definizione, i termini D e E e mettendo il termine 
de; , Ex come infinitesimo del secondo ordine, otteniamo 
Di = eEj + Sta (9) Ei. (119,2) 


La relazione (119,2) è dello stesso tipo ‘che la formula (117, 2). 
La differenza, tuttavia, consiste nel fatto che nell’impostazione af- 
frontata è evidente che, in questo caso, il tensore a;, = 6E;, è sim- 
metrico. Ciò segue immediatamente dal teorema generale sulla sim- 
metria del tensore di permettività dielettrica. Inoltre, in accordo 
con il carattere reale della permettività dielettrica del mezzo -tra- 
sparente si può affermare che il tensore de;, è reale. 

La mancanza nel tensore a;, della parte antisimmetrica signi- 
fica che fra i tre tipi della diffusione indicati nel $ 117 uno (antisim- 
metrico) non esiste per diffusione con piccola variazione della fre- 


quenza. 
Calcoliamo l'intensità totale (con tutti gli spostamenti dellè 
frequenze Q = 0° — ® < ) della diffusione. Nel caso in esame 


ciò è facile ‘nel seguente modo. Nell’equazione (117,3) per il campo 
dell’onda diffusa. si può sostituire £' con &.= o £/c. (e considerare 
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anche il valore a; = e; per © = ©) dopo di che essa in generale 
non conterrà ©, cioè sarà uguale per tutte le componenti spettrali 
del campo. Perciò la stessa equazione sarà valida anche per il campo 
dell’onda diffusa non sviluppato secondo Fourier, che ora indichia- 
mo con la lettera E°. Usando la soluzione dell’equazione sotto la 
forma (117,7), otteniamo 


Egk4 sen? 0 
16222 R8 


_E3@4 sen? 0 


(| E' ]3)= (| G 9= an GI), 


ove 0 è l'angolo fra k e G e le parentesi angolari significano, come 
nel $ 117, la media finale rispetto al moto delle particelle. 
Introduciamo il coefficiente d'estinzione 4 come rapporto fra l’in- 
tensità totale della luce diffusa in tutte le direzioni nell'unità di 
volume del mezzo e la densità del flusso della luce incidente !) . 


1 { ; 2 , 
h=<7gr | IE |?) Rido (119,3) 


(qui si è già posto e (0) e (0)). 

Per la stessa ragione indicata nel $ 117 sostituiamo nel calcolare 
la media (| G |?) il fattore esponenziale nell’espressione integranda G 
con 1; allora 


(1 G 1) = Vere | (de:P8e1R) dV 


(cfr. le formule (117,9-10)). L'espressione tra parentesi angolari rap- 
presenta un tensore del secondo ordine e per isotropia del mezzo for- 
nisce dopo il calcolo della media 


(Bei dem) = 1/381m (dee). 
Allora il quadrato medio 
(| G 12)=<+ | (8eW6e{) dV 


è indipendente dalla direzione della diffusione e l’integrazione nel- 
l’espressione (119,3) conduce al risultato 


n= \ (e Nbc) dV. (119,4) 


Qui l’espressione integranda è la funzione di correlazione delle flut- 
tuazioni della permettività dielettrica in punti diversi del mezzo r3 
e r, allo stesso istante; l’integrazione è estesa alla differenza di coor- 


1) Questa definizione differisce da quella data nel $ 148 per fattore 0'/@ 
secondo il numero di quanti. Nel caso considerato si può suporre questo fattore 
uguale a 1, e allora ambedue le definizioni sono equivalenti. 
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dinate r = rj — r,. Se si fa l'integrazione inversa rispetto a dV, 
e dV,, l’espressione (119,4) si scrive nella forma 


4 
h=ze V (Bela) yy (119,5) 
ove il simbolo (..:)y significa il quadrato medio della fluttuazione 
nel volume V. È da notare che il coefficiente d’estinzione totale è 
indipendente dalla polarizzazione della luce incidente. 

Le formule ottenute consentono di considerare la diffusione dal 
punto di vista macroscopico come fenomeno che si produce su diso- 
mogeneità di fluttuazione del mezzo. Con questa interpretazione la: 
distribuzione angolare e la composizione spettrale della luce diffusa 
vanno definite dalle caratteristiche spaziali temporali delle fluttua- 
zioni, ossia dalla funzione di correlazione *) 


(Oe;1(t,, 14) dEnm (ta, F2)) 


fra le fluttuazioni in diversi punti dello spazio e in diversi istanti. 
Per provare questo fatto sviluppiamo in integrale di Fourier le 
grandezze ée;, dipendenti dal tempo: 


co 00 
de; (1)= ( deinge7!9! i, Òg;o = | Òe;n (1) et dt. 


Ciascuna delle componenti ée;,e-i9% servirà ora da grandezza a;r 
nel legame (117,2) fra le componenti monocromatiche di E e D' e, 
inoltre, 0° = © + Q. Rappresentando ora le espressioni quadratiche 
rispetto al campo sotto forma di integrali doppi (analogamente alla 
formula (117,9)), otteniamo senza difficoltà il coefficiente d’estin- 
zione differenziale in frequenze e in direzioni: 


4 nale n >. . i , d 
dh=-Traa feiteteret (de 8exm)ag) do' SE, (119,6) 


ove (in accordo con le notazioni introdotte in IX, capitoli 8 e 9) è 
stata introdotta la componente dello sviluppo di Fourier spazio- 
temporale della funzione di correlazione 


(6£::0E:m) 0g = 
= S I) 4881 (t1y-14) denm (t9, r2)) e8(21-qr) di dV (119,7) 


1) Questa funzione dipende, ovviamente, dalla sola differenza t = t} — ty: 
La seconda tappa del calcolo della media (indicata con parentesi angolari) in 
applicazione al prodotto di fluttuazione che qui figura si può intendere come la 
media rispetto all’istante iniziale-t, per il tempo # dato. 
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(t=t,—t,,r=r) — ry). La formula (119,6) si riferisce alla com- 
ponente della luce diffusa con la polarizzazione e’, registrata dal- 
l’analizzatore di polarizzazione. Parlando della distribuzione spet- 
trale teniamo conto della forte dipendenza da £ all’interno della 
riga della diffusione; quanto al fattore ©'* lentamente variabile, 
esso è stato sostituito con @*. Nell’espressione integranda (119,6) 
è lasciato il fattore e-i9". La sua sostituzione con 1 nella formula 
esprimente la distribuzione spettrale può risultare inammissibile an- 
che se ciò è lecito per la diffusione integrale rispetto «alle frequenze 
{si veda il paragrafo prossimo). 

Finora abbiamo trattato l’argomento in termini della meccanica 
classica. Passando alla descrizione quantistica, le coordinate g, 
così come le grandezze de;,, vanno sostituite da rispettivi operatori 
quanto-meccanici nella rappresentazione di Heisenberg. Si può 
mostrare (si veda la fine del paragrafo) che in questo caso la formu- 
la (119,6) resta valida se con (de; ,6€:m)oy Si intende la grandezza 


(68:,0€xm)0q = 
Î | (861 (tar 19) SEzi (t4, 1) > eRIZ09 di dV. (149,8) 


Dai 
du 


Ora la. parentesi angolare significa la. media? totale: (sia. quanto- 
meccanica che statistica) rispetto allo stato del. mezzo. Essendo gli 


operatori 68; non commutativi in vari istanti in diversi punti del 
mezzo, ha importanza l'ordine in cui sono disposti questi operatori 
nell'espressione (119,8). A questa non commutatività è dovuta la 
dipendenza dell’intensità della diffusione dal segno di © espressa 
dalla relazione (118,4); nel limite classico questa dipendenza scom- 
pare, mentre la formula quantistica verifica automaticamente la 
relazione suindicata. 

Il coefficiente d’estinzione integrale rispetto alle . frequenze si 
ottiene integrando rispetto a £; per rapida convergenza all’esterno 
della riga di assorbimento l' integrazione può essere estesa da —o0 


a 00 (ricordiamo che © è la differenza 0° — e perciò i suoi, valori 
positivi e negativi sono tisicamente distinti). L'integrale 
\ eis or A _ ò:(£), 


e in seguito la funzione è si elimina per: integrazione -rispetto a f, 
mentre la funzione di correlazione di tempo diverso «diviene funzione 
di tempo uguale. Il coefficiente d’ estinzione differenziale. per dire- 
zioni è dato dalla formula colo GU: rcia 


dh= "tira (e 01017 ein) do, i I (119,9) 
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ove 
(88,18%) = | (88518622) e- 100 dV (119,40) 


è la componente di Fourier della funzione di correlazione contem- 
poranea. Per q = 0 la distribuzione angolare è legata con i soli fat- 
tori di polarizzazione, e riotteniamo così le formule già note. 

La conservazione nell’integrale (119,10) del fattore et?" diverso 
da 1 rende molto più complicate la distribuzione angolare e le pro- 
prietà di polarizzazione della luce diffusa !). In particolare, non è 
lecita la divisione della diffusione in due parti (scalare e simmetrica) 
che sarebbero determinate dai due primi termini nella formula 
(117,17). Quel che più importa in questo caso è che il tensore 
(6£::0€xm)gq non sia più necessariamente tensore autentico, come ciò 
si ha automaticamente per q = 0; in esso possono figurare termini 
pseudotensoriali (si veda il problema 2). Questi termini sono am- 
missibili se il mezzo isotropo è composto di molecole simmetriche 
destrorse e sinistrorse e, quindi, invariante rispetto all’inversione. 

Per concludere ci soffermiamo in breve sulla.-deduzione delle 
formule (119,6) e (119,8). x e 

Da operatore di perturbazione nell’hamiltoniano del sistema 
mezzo -- campo funge: l’integrale 


V=-_ I de, iZA dy, (149,11 


ove E è l'operatore del campo elettromagnetico quantizzato (dop«< 
il calcolo della media rispetto agli stati stazionari del sistema « 
della media statistica secondo la distribuzione di Gibbs l’operato 
re (119,11) dà la variazione 6# dell’energia libera per lenta varia 
zione della permettività dielettrica; si veda la formula (101,24)) 


_ L'operatore E è espresso in funzione degli operatori di annichila 
zione e di nascita dei fotoni negli stati ©, k, e: | 
E=i di (0) {cyeeei(kr-05) L crete iter-04)), (119,47 
ke 


ove u = do/dk (il volume: di ‘normalizzazione è posto uguale a 1° 
Questa espressione differisce da quella per.il campo. nel vuoto (cfr. I 
$ 2) per il fattore (u/V e)!/? nei coefficienti di normalizzazioni 


1) Nei $$ 124-123 c’incontréremo dei casi in cui è impossibile porre:q = 
nella formula (119,10) ‘anche per la diffusione integrale rispetto, alle frequenz 
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la sua origine è legata al fattore / e/u che figura nella densità del- 
l’energia (83,9) dell’onda elettromagnetica piana nel mezzo 1). 

La probabilità della transizione con assorbimento del fotone k ed 
emissione del fotone k', quando, fra l’altro, il mezzo passa da uno 
stato iniziale dato (indichiamolo con l’indice n) a qualsiasi stato 
finale (f), è data dalla formula (cfr. III, la formula (40,5)) 


dw= S| 
fi 


ove l’elemento di matrice 


2 d3k' 


f (ef|V |kr) de (149,13) 


2rhou ei* 
4 


ef |V |km)= 77 ) (Sen) 
Q=o —0, q=ek —k. 


“A gi(Ct-qr) gy, 
TT 


L’integrale che figura nella formula (119,13) riscriviamo nella forma 
di integrale doppio rispetto a dV,dV.dt,dt, e osserviamo che 


> (SEP); (de) = (Sete) 


L'espressione integranda dipende dalle sole differenzer, —r, et, — t,. 
Perciò la probabilità dw contiene il fattore #, ossia il tempo totale 
di osservazione. Il coefficiente d'estinzione cercato è definito come 
dh = dw/tu. Dopo il calcolo definitivo della media statistica ri- 
spetto agli stati del mezzo si ottiene il risultato richiesto. 


Problemi 


1. Trovare la forma generale della dipendenza di -polarizzazione della 
diffusione nel mezzo isotropo tenendo conto dell'impulso q trasmesso al mezzo 
(B.J. Zeldoviè, 1972). 

Soluzione. Il problema si riduce al ritrovamento di tutte le combinazioni 
tensoriali del quarto ordine indipendenti che godono della simmetria del tensore 
($£:10€:m)oq © Che si possono costruire mediante il tensore unitario è;x, il ten- 
sore unitario antisimmetrico e;z; e le componenti del vettore v = q/g; esse devo- 
no essere simmetriche rispetto a ogni coppia degli indici il e %m e invarianti 
rispetto alla permutazione della coppia il con quella &m (equivalente alla per- 
mutazione dei punti r, e r, e, quindi, al cambiamento di segno di r) per cambia- 


1) Il coefficiente di normalizzazione nella formula (119,12) si deduce dalla 
condizione secondo la quale gli autovalori dell'operatore densità dell'energia 
del campo devono essere uguali a > (Nxe + 1/2) ho, ove N, sono numeri 
di occupazione degli stati quantistici del fotone. L'energia del fotone nel mezzo 
è ho e l'impulso hk (X = © Y &/c): queste grandezze figurano negli esponenti 
dei fattori esponenziali della formula (119,12). A scanso di equivoci sottolineia- 
mo che l'impulso %&k include in sé non soltanto il contributo del campo come tale 
ma anche l’impulso acquisito dal mezzo nel processo di emissione del fotone. 
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mento contemporaneo di segno ‘di v. A queste condizioni corrispondono le com- 
binazioni i 


1) Sitonm, 2) 61n61m + d12dim, 

3) Girvavm+ SamViVi» 

4) G;nvm +... , 5) Vivavim, 

6) VpepihòOlm +... , 7) V pe pikhVINmt -.- 


(nelle combinazioni 4), 6) e 7) sono omessi tre termini in ciascuna che si otten» 
gono per simmetrizzazione del termine scritto). All’insieme di queste combina- 
zioni corrisponde una distribuzione angolare della forma 


f110e'*124- fa {1 +: Jee' 1°} + 
+ fs {(ee'*) (ve*) (ve') + c.c.} + 
+ fa {1ve|2+- |ve' |? ((ee’) (ve*) (ve’*)-+-c.c.)} + 
+fsl (ve) (ve’)1?+ 
+ ifev {[ee*]+- [e'*e"]4- ([ee”] (efe'*) — c.c.)}4+ 
+ if, {[e"*e"] (ve) (ve*) + [ee*] (ve') (ve'*) + 
+ ([ee'] (ve*) (ve'*) — c.c.)}, 


ove fi, . . .; f; sono funzioni reali di Q e g. Nel mezzo che consente l’inversione 
esistono i soli cinque primi termini (dei quali primi due sono equivalenti ai 
primi due termini nella formula (117,18)). Nel mezzo senza centro d’inversione 
esistono anche due ultimi termini; essi, tuttavia, si annullano se le due polariz- 
zazioni e e e’ sono lineari. Se si trascura in q la differenza fra le frequenze @ e 
o sarà v= (n° — n)/[n° — n], oven=k/k e n’ = k'/k. In questa approssi- 
mazione il termine con f, si annulla identicamente (che si può provare con un 
calcolo molto complicato scomponendo ciascuno dei vettori e e e’ in due com- 
ponenti nel piano della diffusione e in quello ad esso perpendicolare). | 

2. Determinare la radiazione per moto di una particella veloce con velocità 
inferiore a quella della luce nel mezzo che diffonde la luce (S.P. Kapitsa, 
1960). 

Soluzione. La radiazione in questo caso si può considerare come la diffu- 
sione del campo della particella su fluttuazioni della permettività dielettrica 
del mezzo. Scriviamo l’energia irradiata in unità di tempo da unità di volume 
per il campo monocromatico diffuso come | 


poro bove (EJ? 
81 


(S dalla formula (83,11); % è il coefficiente d’estinzione della luce). In questa 
scrittura la formula è adatta per il campo E di qualsiasi origine. o 

Il campo della particella in moto ha lo spettro di frequenze continuo. Quin- 
di, per ottenere la radiazione nell'intervallo di frequenza do (da unità di volu- 
me ma durante il tempo totale del moto) bisogna sostituire 


de 

2a. 

(cfr. II $ 66), ove E,, è la componente di Fourier temporale del campo. Integran- 
do rispetto al volume otteniamo la distribuzione spettrale della radiazione totale 


1Ej? + 2]Eo (e)? 


o, heVE fi Lui 
We =: d@0 — 37 Î [Eo (1)|8 d7. 
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L'applicabilità di questa formula chiede che il campo varii poco a distanze 
atomiche, e più precisamente, sul raggio di correlazione delle fluttuazioni della 
permettività e nel mezzo. Inoltre, per trascurare lo spostamento della frequenza 
per diffusione la velocità delle molecole del mezzo deve essere piccola rispetto 
alla velocità v della particella. ee 

Il campo della particella in moto è dato dalle formule (114,7-8). Abbiamo 

a | ikr dk 
fa) ee ae. 

Ma la frequenza del campo per il moto della particella è @. = vk,. Percio d*k = 
= dk,d°q = v dod?g in modo che 


nio LL ixr __d°g 
Bo (et Dv fre (2r)3 
ove kr = ©z/v+ qr. Di qui 
4 ca _nr d?qd2g9' 
| |Eol®dV=-=> |ExEy e' (q-q”)r a) dV. 


L'integrale rispetto a dr dà semplicemente la lunghezza ! del cammino percorso 
dalla particella e l’integrale rispetto a dy dz la funzione 6 (2m)? è (gd — qr). 
Quindi, \ | 
1 d°q 

2dV—- — 2_ Di 

| realtar=% {ELSE 


In questo integrale ha importanza il dominio di 9 relativamente grandi: 


A. .8 \12 #4 

“7% & — 

(a sono le dimensioni atomiche). Infatti, in questo. dominio l’ espressione ‘per 
Ey si riduce a I 
; di 
ine. -iot 


e l’integrale diverge logaritmicamente. Con precisione logaritmica bisogna ri- 
durre l’integrale a limiti corrispondenti alle frontiere del dominio suindicato. 
Come risultato otteniamo la seguente espressione per la distribuzione spettrale 
dell'intensità (4F = dW/!) di radiazione da un’unità di cammino: 


2 
Fl In ____ (1) 


Tv?83/2 aa (c* — ep2)1/2 


E, = —ikpy  — iq 


con il coefficiente d’estinzione definito dalla formula. (119,5). 

La radiazione considerata è analoga a quella di transizione nel senso che 
non dipende dalla massa della particella. Per valori della velocità comparabili 
(che si trovano, tuttavia, nelle" parti opposte dal valore di frontiera c/ Ye) l’in- 
tensità di questa radiazione è piccola rispetto all'intensità della radiazione di 
Cerenkov. Così, nel caso dei gas per v  c, confrontando le espressioni (1) e 
(115,3), troviamo approssimativamente che 


dF a? as 
dFsr Nd TC Md 
ove d sono distanze intermolecolari e'% ="0/c (per 4 è usata l’espressione (120,4) 
nella quale è poston — 1-Na, ove a — a3 è la polarizzabilità della molecola). 
La stima per i liquidi si può ottenere ponendo d » a; allora dF/dFxr © (4/29. 
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‘€ 120. Diffusione di Rayleigh in gas e fluidi 


A seconda del carattere di variazione della frequenza cella luce 
si distinguono due tipi di diffusione: 1) la diffusione combinatoria 
(effetto Raman-Landsberg-Mandelsitam) che conduce alla comparsa 
nella luce diffusa di righe spostate (secondo la frequenza) rispetto alla 
luce di eccitazione e 2) la diffusione di Rayleigh che si produce senza 
variazione sensibile della frequenza. 

Il meccanismo della diffusione combinatoria nei gas consiste 
nel cambiamento dello stato oscillatorio rotatorio o elettronico della 
molecola sotto influsso della luce incidente. Quanto alla diffusione 
di Rayleigh, essa non è legata a nessun cambiamento dello stato in- 
terno della molecola. Nel caso limite del gas rarefatto (la lunghezza ! 
del cammino percorso dalla molecola è grande rispetto alla lunghezza 
d’onda 4 della luce) la diffusione si produce indipendentemente su 
ciascuna molecola; questo fenomeno può essere studiato in modo pu- 
tamente microscopico quantistico-meccanico. 

Considereremo qui il caso inverso quando <A 1). ‘In questo 
caso la diffusione di Rayleigh nei gas si può dividere in due parti. 
Una di esse è legata all’orientazione irregolare delle molecole (flut- 
-tuazioni di anisotropia). L'altra, invece, rappresenta la diffusione 
sulle fluttuazioni della densità del gas. L’orientazione della mole- 
cola cambia totalmente in seguito a più collisioni, cioè durante un 
tempo dell’ordine di grandezza del tempo del moto libero t. Perciò 
la diffusione sulle fluttuazioni di anisotropia implica la comparsa 
di una riga relativamente sparpagliata con un massimo per ®' = @ 
e di larghezza —%/t. Quanto alla diffusione sulle fluttuazioni di 
densità, essa conduce alla comparsa su questo sfondo di una riga 
notevolmente più netta. Come vedremo più avanti, per la diffusione 
di luce di lunghezza d’onda À sono importanti le fluttuazioni di 
densità che si producono nei volumi 48. Poiché questi volumi sono 
grandi la variazione delle fluttuazioni in essi è relativamente lenta 
per cui la corrispondente riga di diffusione è stretta. Conveniamo di 
chiamare più avanti non spostata questa riga netta. 

La diffusione sulle fluttuazioni di densità è del tipo scalare; 
siccome la densità g è una grandezza scalare, sarà scalare anche la 
variazione della permettività dielettrica de legata alla variazione di g. 
Ma la variazione della permettività dielettrica per fluttuazioni 
di anisotropia è descritta dal tensore simmetrico d£;, con la traccia 
nulla; quest’ultimo fatto è evidente poiché nel calcolare la media in 
tutte le direzioni questo effetto deve in generale scomparire. Quindi, 
la diffusione sulle fluttuazioni di anisotropia è del tipo simmetrico. 


| 1) Più recisamente, da condizione necessaria è Z <A sen (9/2), ove è è 
4 angolo della diffusione. Il fatto è che la frequenza della luce figura nell’inte- 
grale (119,7) soltanto in combinazione di q (120,5) con l'angolo della diffusione. 
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Nei fluidi la situazione è più complicata. Qui la diffusione com- 
binatoria può essere legata unicamente alla variazione dello stato 
oscillatorio (o elettronico) della molecola. Per diffusione nel liquido 
non compaiono righe combinatorie di oscillazione. Il fatto è che a 
causa della forte interazione tra molecole nel liquido non esiste loro 
rotazione libera che godrebbe di livelli energetici discreti. Perciò 
la rotazione delle molecole, come qualsiasi altro moto con cambia- 
mento della loro disposizione reciproca, porta nel liquido un suo con- 
tributo soltanto nella creazione di una riga di diffusione comune re- 
lativamente larga attorno a 0° = @ la quale, in questo caso, è na- 
turale chiamare riga di Rayleigh. Il tempo di rilassamento dei moti 
indicati è legato alla viscosità del liquido. 

La possibilità di separazione dalla diffusione di Rayleigh gene- 
rale nel fluido della parte legata alle fluttuazioni termodinamiche 
(della densità e della temperatura) dipende da vari tempi di rilas- 
samento. E necessario che i tempi di rilassamento di tutti processi 
di stabilimento dell’equilibrio nel fluido siano piccoli rispetto al 
tempo della variazione delle fluttuazioni suindicate. Sotto queste 
condizioni sarà osservata una riga stretta non spostata circondata 
da uno sfondo più sparpagliato (detto ala della riga di Rayleigh). La 
diffusione che conduce alla riga non spostata è scalare. Quanto al- 
l’ala, per diffusione nei liquidi (a differenza dei gas), in generale, 
è impossibile affermare che essa sia puramente simmetrica senza 
impurità della parte scalare. unse 

La distribuzione angolare nella riga non spostata è data dalle 
formule generali (117,25-26) relative alla diffusione scalare. Perciò è 
sufficiente calcolare il coefficiente d’estinzione totale. Ponendo de;x = 
= $eò,;, nella formula (119, di roviamo 

h=<7—- Ta 4 V (de? )y- (120,1) 
Se ép e 87 sono le variazioni di densità e di temperatura, allora 
de 
8e=(-), 3 e+(#- 3), 87. 
In accordo con le note formule (cfr. V $ 41412) le fluttuazioni di 


densità e della temperatura sono statisticamente indipendenti 
((5p67) = 0) e le medie quadratiche di ciascuna di esse sono 


((87)?)y = = , <(($0)3)y=-<7 T (44 So ), 


(c, è la capacità termica dell’ unità dia massa del mezzo). Troviamo 
così la ‘formula’ : ! 


4 Lo 
= (07 (3) (& +2: (£)]: ca 


essa è stata dedotta originariamente da Einstein (19410). 
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Si può rappresentare questa formula altrimenti esprimendola 
in funzione di altre derivate termodinamiche. Considerando come 
variabili indipendenti un'altra coppia di grandezze statisticamente 
indipendenti, ossia la pressione P e.l’entropia s (relativa a unità 
di massa), scriviamo 


[88 \ ( de 
de = (3), 0P+ (2), 8s 
e usiamo le note espressioni per le fluttuazioni di queste grandezze 


(Gay = tz, (629) =7- 
(u è la velocità adiabatica del suono nel mezzo: u? = (0P/00),). 
Sostituendo anche 
(F de 1 
‘de ). u? 


(2),=($), (LD) L(5),. (8) 
ra (TE) (8)] 0a 


otteniamo la formula di Einstein scritta così 

Nel caso dei gas la formula (120,3) si rende molto più semplice. 
La permettività dielettrica del gas (nel dominio ottico delle fre- 
quenze) è quasi indipendente dalla temperatura; perciò si può tra- 
scurare il primo termine tra parentesi quadre. Quanto alla dipendenza 
dalla densità, essa si riduce alla proporzionalità diretta fra e — 1 
e 0; perciò 


de 
(3) ®e71® 2(n—-1) 
(n =Ve è il coefficiente di rifrazione). Tenendo anche conto che 
secondo l’equazione di stato del gas perfetto si ha 


1 (10 dp ) = _ 1 
 \@P}r NT 
(N è il numero di particelle in 41 cm*), otteniamo 


n 20* (n—1)? 


Questa formula è stata ottenuta per la prima volta da Rayleigh 
(1881). 

Passiamo ora alla questione della struttura fine della riga non 
spostata. A tale scopo bisogna considerare l'andamento temporale 
delle fluttuazioni. Sotto questo aspetto le fluttuazioni termodina- 
miche si dividono in due categorie. Le fluttuazioni adiabatiche di 
pressione nel liquido (nel gas) si propagano sotto forma di onde non 
smorzantisi con la velocità del suono u (qui trascuriamo l’assorbi- 
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mento del suono in quanto esso implica soltanto un certo allarga- 
mento della riga; si veda più avanti). Quanto alle fluttuazioni del- 
l'entropia per pressione costante, in generale, esse non si propagano 
rispetto al fluido (smorzandosi lentamente sotto influsso della 
conducibilità termica). 

In virtù del carattere ondoso di propagazione delle perturbazioni 
acustiche l'andamento temporale delle fluttuazioni della pressione 
è correlato anche a distanze superiori a quelle intermolecolari. 
Questa circostanza era inessenziale per il calcolo dell’intensità to- 
tale (integrale rispetto alle frequenze) della riga di diffusione: essa è 
determinata dalla correlazione tra fluttuazioni in diversi punti dello 
spazio allo stesso istante, e questa correlazione è estesa soltanto a 
distanze vicine. La distribuzione spettrale dell’intensità della dif- 
fusione, invece, è determinata dalla funzione di correlazione non 
contemporanea delle fluttuazioni e l’esistenza della correlazione lon- 
tana rende necessaria la conservazione del fattore. e-i9" nella for- 
mula (119, 7). 

In un’onda non smorzantesi acustica la” frequenza Q e il vettore 
d’onda q sono legati mediante la relazione Q° = u?q?. Rispettiva- 
mente a questo fatto lo sviluppo spettrale della funzione di correla- 
zione delle fluttuazioni di pressione (e, quindi, delle fluttuazioni 
corrispondenti di permettività) sarà composto di due righe nette 
con frequenze | 


O = +qu. 


Ma la grandezza del vettore q = k’ — k responsabile della diffusione 
della luce è legata con l’ angolo di diffusione è (angolo fra k e K') 
mediante l’uguaglianza. - > 

= kx] 202 cn È (120,5) 
(in virtù della piccolezza della differenza Q=o - qui è posto 
0’ = 0). Indicando con Q; il..valore corrispondente: di Q, abbiamo 
quindi 

Q=+ 2n0 E sen 3. (120,6) 

In tal modo, la diffusione sulle fluttuazioni di pressione im- 

plica la comparsa di un doppietto con distanza fra le componenti 
219, | dipendente dall’angolo di diffusione, il cosiddetto dop- 
pietto di Mandelstam-Brillouin (L.I. Mandelstam, 4918; L. Bril- 
louin, 1922) 1). 


1) A titolo di illustrazione notiamo che per valori tipici u u = 1,5-105 Cm/SY 
n = 14,5, la lunghezza d'onda della luce diffusa À & 5-10-5 cm, l'angolo di 
diffusione @ = 90° la larghezza del doppietto è Q/25c = 0,05 cm-1, La lar- 
ghezza dell’ala della riga di Rayleigh raggiunge 200-150 emo. 
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Le fluttuazioni di entropia, invece, in accordo con quanto detto, 
godono della frequenza nulla. Perciò la diffusione su queste fluttua-. 
zioni implica la comparsa di un’altra riga centrale con 2 = 0 (L.D. 
Landau, G. Placzek, 1933) 1). 

Vediamo come è distribuita l’intensità della diffusione non spo-- 
stata fra doppietto e riga centrale. Con intensità del doppietto in- 
tendiamo la somma delle intensità di ambedue le sue componenti,. 
cioè la doppia intensità di ciascuna di esse *). Allora il coefficiente: 
d'estinzione totale dato dalla formula (120,2) o (120,3) è & = Raop + 
+ Rec a 
Poiché le righe del doppietto sono condizionate dalla diffusione 
sulle fluttuazioni adiabatiche della pressione la loro intensità è: 
data dal secondo termine nella formula (120,3), dovuto a queste: 
stesse fluttuazioni. La derivata adiabatica (0£/00), si può legare con. 
la derivata isotermica trasformandola in variabili p, 7: 


de de i T...{ OP\. | de 
(37). =(#), T tp? (ar), ar); 
‘Se trascuriamo la variazione di e- con la temperatura per la densità» 
immutata, allora (08/00), = (08/00)r. Con la stessa approssimazione: 
nell’intensità totale rappresentata nella forma (120,2) si può tra- 
scurare il secondo termine (per calcolo libero di queste approssima- 
zioni si veda il problema 1). Infine, ricorrendo alla nota formula 
termodinamica esprimente il rapporto fra le compressibilità adia-- 
‘batiea e isotermica (cfr. V, la formula (16,14)) 


IPY cn fd) , 
(ag) = = (3) (120,7) 
otteniamo la formula. di° Eandau=Placzek' esprimente la quota dell’in- 
tensità totale della a riga non spostata riferita al doppietto 


Pop _. to (120,8) 


kh ‘ Cp 


Per determinare la forma delle righe è necessario considerare la. 
funzione di correlazione contemporanea tenendo conto dei processi 
dissipativi che conducono allo smorzamento delle fluttuazioni. 
Per le fluttuazioni di pressione questi sono processi. di viscosità e- 


1). Nell’elio superfluido (isotopo 4‘He) le perturbazioni dell’entropia si. 
propagano sotto forma di oscillazioni debolmente smorzantisi, ossia sotto forma. 
di onde del secondo suono la cui velocità v,, tuttavia, è notevolmente in-. 
feriore alla velocità del suono ordinario. Perciò la riga centrale di diffusione- 
nell’ elio superiluido si scinde, a sua volta, in doppietto stretto; la sua lar- 
1948), è data dalla stessa formula (120,6) con u, al posto di u (V. L. Ginsburg, 

3 

°) La differenza nelle intensità di'ambedue lè componenti secondo la for- 

mula (148,4) è di solito inessenziale poiché #0; <:T. 
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di conducibilità termica. Le componenti di Fourier della funzione 
i correlazione per le- fluttuazioni adiabatiche della pressione sono 
2 oTuty 
(0P9)99= EF qa > (120,9) 
OVE 


v=2[3n+t+x (1-—)] (120,10) 


Cl. 


(cfr. IV $ 89). La grandezza y è il coefficiente di assorbimento del 
suono su unità di lunghezza; in esso n, È sono i coefficienti di visco- 
sità e x il coefficiente di conducibilità termica del mezzo (cfr. VI 
$ 77). La distribuzione dell'intensità nella riga (in ciascuna delle 
‘componenti del doppietto) per data direzione della diffusione è 
‘proporzionale all’espressione (120,9). Normalizzandola per 1, otte- 
miamo 


r 


«ove IT. = 2uy. Questa forma della riga si chiama dispersiva e la gran- 
«dezza I larghezza della riga. Mediante qg dalla formula (120,9) tro- 
‘viamo la seguente espressione per questa larghezza: 


r= So (1— cos 5) [3n+6+1-1)] . (120,12) 


Cl 


Le fluttuazioni isobare di entropia si smorzano soltanto 
‘per conto della conducibilità termica. La loro funzione di correla- 
‘zione è 

26 xa? 

(d52)og = Do QLA y294 ’ (120,13) 
ove y = x/pcp è il coefficiente di conducibilità di temperatura. 
La forma della riga centrale è data dalla stessa formula dispersiva 
120,11), ove ora si deve porre Q, = 0, e la larghezza della riga è 

T=2yg2= 4g L© (4— cos 8). (120,14) 


2 
Cc 


Come è stato detto all’inizio di questo paragrafo, la teoria qui 
‘trattata è applicabile alla diffusione nel liquido a condizione che 
‘tutti i tempi di dilassamento in esso siano piccoli rispetto al tempo 
.di variazione delle fluttuazioni. Si deve tener conto che ogni liquido 
‘ha tempi di rilassamento di ordine di grandezza diverso. Il processo 
di rilassamento più rapido è, probabilmente, lo smorzamento degli 
sforzi elastici nel liquido. Il tempo di rilassamento corrispondente 
(di Maxwell) è tm — n/G, ove G è il modulo di scorriimento 
‘Più lenta è la ridistribuzione delle molecole secondo le loro orienta- 


“zioni, cioè lo smorzamento delle fluttuazioni ‘di-anisotropia. Il 
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tempo di rilassamento corrispondente (di Debay) è tp — Na”/T, 
ove a sono le dimensioni della molecola. La differenza fra ty e tp 
è particolarmente grande nei liquidi con grandi molecole. Infine, 
sono possibili processi di rilassamento lenti di vario tipo che im- 
plicano la dispersione del suono (ad esempio, reazioni chimiche, 
trasmissione lenta di energia ai gradi di libertà oscillatori della 
molecola, ecc.). Per la diffusione sono importanti processi per i 
quali 1/7 è comparabile con la frequenza delle perturbazioni acu- 
stiche sulle quali si produce la diffusione. Senza entrare in detta- 
glio, indichiamo soltanto per viscosità sufficientemente grande del 
fluido, quando tm > 1/qu, il fluido si comporta nei confronti 
della diffusione della luce come un corpo solido amorfo. 


Problemi 


1. Trovare uriaà formula esatta esprimente il rapporto fra le intensità 
della riga centrale e del doppietto nella riga di diffusione non spostata (Z.L. Fa- 
belinskij, 1956). | sn 

Soluzione. Come è stato detto nel testo, il secondo termine della formu- 
da:(120,3) dà l’intensità del doppietto. Il primo termine, invece, è legato con le 
fluttuazioni isobariche dell’entropia e perciò dà l’intensità della riga centrale. 
Quindi i | 


hr.e ___T (F (FT) (35) 
haop cpe? \ dT ); do /s \ OP /s° 
Dalle relazioni termodinamiche (120,7) e da: 


(2) = Co TO [9 \2° 
OP so ep_cCo. cpp? (ar) 


Nell’approssimazione di Landau-Placzek l’espressione fra parentesi quadre si 
riduce a 

2. La luce si diffonde nel gas di molecole della forma lineare con polarizza- 
bilità a) e a, nelle direzioni longitudinale e trasversale all'asse; rispettiva- 
mente. Determinare le intensità di vari tipi di diffusione. 

Soluzione. L'intensità totale della diffusione (per dati stati oscillatori ed 
elettronici delle molecole) include in sé tutta la diffusione di Rayleigh e la 
parte rotatoria della diffusione combinatoria. Poiché la diffusione procede indi- 
pendentemente da ognuna delle molecole del gas, il coefficiente d'estinzione 
totale è più semplice ottenere in base alla formula (92,4) moltiplicandola per 
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il numero N di particelle in 4.cm8 e.sostituendo il quadrato |-«V |?:con 4/ Zu, = 
= 1/3 (ai + 203): 


8104N - 


h= 94 


(af 4201) (1) 


(le definizioni di polarizzabilità qui e nel $ 92 differiscono per il fattore V): 

La riga di Rayleigh non spostata è legata con la parte scalare della polariz- 

zabilità, cioè il processo avviene come se il tensore di polarizzabilità della 

molecola fosse uguale a 1/30;;d;x. Perciò mediante la stessa formula (92,4) 

troviamo | O o 0 
; Sn0tN (c1-+20,)? 

lion spost =" g5a — negro nea (2) 


La differenza htotale — Znon spostato contiene in sé lo sfondo della riga 
non spostata (diffusione sulle fluttuazioni di anisotropia) ela diffusione com- 
binatoria rotatoria. Per separare il primo è necessario preliminarmente calco- 
lare la media del tensore di polarizzabilità della molecola rispetto alla sua 
rotazione intorno a un asse (perpendicolare all’asse della molecola). La media 
così calcolata della polarizzabilità lungo l’asse di rotazione, evidentemente, 
coincide con a, ed è uguale a 1/2 (a, +a i) lungo qualsiasi direzione nel piano 
perpendicolare all'asse della rotazione. In altre parole, la molecola rotante attor- 
no a un asse assegnato si deve considerare come particella con valori principali 
del tensore di polarizzabilità uguali a , 


di, (Gato p)/2, (aj +@p)/2. 


Mediante questi valori va calcolato il tensore simmetrico a;jz — 1/30;d;x con 
la traccia nulla; dopo questa operazione il calcolo analogo alla deduzione delle 
formule (1) e (2) dà 


n, _ 8n0iN (aj) 
Rgfondo = — GA —i_L_ . (9) 


Infine, l’intensità della diffusione combinatoria rotatoria si ottiene sottra; 
endo le (2) e (3) dall'(1): 


— Bnoin. (ap) 
hcomb _ 904 3 


$ 121. Opalescenza critica 


Come è noto, la compressibilità isotermica di una sostanza (00/0P)7 
cresce infinitamente all'avvicinarsi al punto critico. Con essa 
cresce anche l’espressione (120,2) per l’intensità totale della dif- 
fusione di Rayleigh. Ne risulta che la diffusione cresce bruscamente 
in prossimità del punto critico (opalescenza critica) !). Tuttavia la 


1) L’idea sul legame fra questo fenomeno e la crescita delle fluttuazioni 
di densità è stata avanzata da M. Smoluchowski (1908). Nei limiti della teo- 
ria del punto critico di Van der Waals (cfr. V $ 152) il fenomeno è stato studiato 
da:L.S. Ornstein.e-F.:Zernicke (1944). 
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formula stessa (120,2), in generale, diviene inapplicabile. Il fatto è 
che in prossimità del punto critico la funzione di correlazione contem- 
poranea fra fluttuazioni di densità (e con essa della permettività 
dielettrica) in diversi punti dello spazio si estende a distanze del- 
l’ordine di grandezza del raggio di correlazione r, che aumenta in- 
finitamente all’avvicinarsi al punto critico (cfr. V $$ 152, 153). 
Per questa ragione qui non si può sostituire il fattore e7*9" nella 
formula (119,9) con 4 anche per il calcolo dell’intensità totale della 
diffusione (e non soltanto della sua struttura spettrale fine). 

Questa sostituzione in tutto il dominio degli angoli di diffusione 
è ammissibile sotto la sola condizione che 


kr, <1, (421,4) 


ove k = nolc è il vettore d’onda della luce diffusa. In questo caso 
si può, come prima, ricorrere alla formula (120,2) per il coefficiente 
d'estinzione totale e, inoltre, sarà sufficiente lasciare in essa il 
solo primo termine crescente (crescono le sole fluttuazioni della den- 
sità e non della temperatura). All’avvicinarsi al punto critico se- 
guendo qualsiasi direzione nel piano 0,7, tranne l’isoterma critica 
T=T., la compressibilità aumenta secondo la legge !). 


(3), ° \T_T, E, va 1,26. | 


Poiché non esistono ragioni per cui la derivata (08/00)7 si annulli o 
diventi infinita, secondo_la stessa legge varierà anche l’intensità 
della diffusione: 


ho |T-T,|. (421,2) 


Questa crescita è legata con l'aumento dell’intensità non di tutte 
ile componenti della struttura fine della riga di Rayleigh, bensì 
della sola sua componente centrale. Infatti, in secondo con la for- 
mula (120,8) ZRaop = Aco/cp. Il fattore c, a denominatore compensa 
il fattore (00/0P)7 in © poiché tutti e due crescono secondo la stessa 
legge. Perciò l’intensità del doppietto cresce soltanto come c,, cioè 
secondo una legge molto più lenta ?): 


hap © |T— TT. a 0. (121,3) 


1) Tutti i dati in questo paragrafo inerenti al carattere di variazione delle 
grandezze termodinamiche nell’intorno del punto critico si possono trovare in 
V $ 153. Qui si usano le stesse nozioni per gli indici critici. 

2) In tutti questi ragionamenti è supposto, ovviamente, che la disuguaglian- 
za (121,1) sia compatibile con l’ipotesi che la sostanza si trovi già nel « dominio 
di fluttuazione » nell’intorno del punto critico. 
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In prossimità sufficiente al punto critico la disuguaglianza (121,1) 
per £ assegnato sarà violata a priori e la sostituzione del fattore 
e-*d" con 1 sarà illecita tanto più quanto più piccolo è l’angolo di 
diffusione !). Sia dh il coefficiente d'estinzione differenziale per dif- 
fusione in elemento dell’angolo solido do’, cioè per un valore asse- 
gnato q = k' — k. Per fissare le idee, ci limitiamo alla diffusione 
della luce naturale. Tenendo conto che la dipendenza angolare legata 
allo stato di polarizzazione della luce per diffusione sulle fluttuazioni 
scalari è data dal fattore / nella formula (117,26), abbiamo 


dh= 77 (8e)q7-(1+cos* 8) GL, (121,4) 
ove 
2 d 2 
(8e)a= (#7), (00%a 


Nell’intorno immediato del punto critico, ove 
kr. >1 (121,9) 


per angoli di diffusione non troppo piccoli sarà anche gr, > 1. In 
questo dominio di angoli nell’integrale (60°)j sono importanti le 
distanze r — 1/q >ri ove la funzione di correlazione delle fluttua- 
zioni della densità ha carattere di potenza ?): 


(5p(M8p(2) co r01+0, . tax 0,04, 


Inoltre, la componente di. Fourier della funzione di correlazione è 


(6p?)g co g72+% (121,6) 


con il coefficiente indipendente dalla temperatura. In tal modo, 
otteniamo la seguente dipendenza del coefficiente d’estinzione nel 
dominia considerato da angoli e da frequenze: 


_ 44+-00s? ®© < An! 4 
dh co 0-1 do. (121,7) 


1) È da notare, tuttavia, che Ja diffusione come tale è opportuno conside- 
rare soltanto per angoli dell’ordine di grandezza dell'angolo di diffrazione 
-=/L, ove L sono le dimensioni lineari del corpo. I 

2) Cfr. V, la formula (148,7). In virtù dell’equivalenza formale dei problem? 
del punto critico e delle transizioni di fase di seconda specie (con parametro 
d'ordine unidimensionale) questa formula è applicabile anche all’intorno del 
punto critico. 
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Si vede che per angolo di diffusione fisso nel dominio gr, > 1 l’au- 
mento dell'intensità a misura di avvicinamento al punto critico ces- 
sa. In questo punto stesso la formula (121,7) si verifica per tutti gli. 
angoli. 


$ 122. Diffusione nei cristalli liquidi 


La diffusione intensa della luce, che sotto certi aspetti è simile 
all’opalescenza critica, avviene in cristalli liquidi. Ci limitiamo qui 
alla considerazione di questo fenomeno nei cristalli liquidi del tipo: 
nematico (P.G. de Gennes, 1968). 

Di questi cristalli abbiamo già parlato nel $ 17 e trovato l’e- 
spressione del loro tensore di permettività dielettrica 


Ein = Eo (0) dir + Ea (0) didy; (122,1) 


i coefficienti £, e €, sono ora funzioni della frequenza. 

Le fluttuazioni di permettività sono legate, soprattutto, con 
le fluttuazioni della direzione del diretto d e rappresentano, quindi, 
le fluttuazioni di anisotropia. Una rotazione uguale contemporanea: 
della direzione del direttore in tutto il volume, in generale, non cam- 
bia l'energia del corpo; perciò le fluttuazioni di onda lunga sono le- 
gate con sole piccole perdite energetiche e, di conseguenza, sono gran- 
di. A loro volta, grandi fluttuazioni della permettività implicano: 
forte diffusione della luce. 

Rappresentiamo la grandezza fluttuante d nella forma 


d=dj+%, (122,2) 


ove d, è la sua media costante e v piccola variazione per fluttuazione; 
poiché d*° = dî = 1, allora per piccolezza di v abbiamo 


vd, = 0. (122,3) 


La variazione della permettività dielettrica per fluttuazione si e- 
sprime in funzione di v secondo la formula 


Se; = €, (deva + donvo). (122,4) 


L’influsso delle fluttuazioni di densità e di temperatura sw 
6E;, si può trascurare. 

Tenuto conto della formula (122,4), esprimiamo la funzione di 
correlazione contemporanea delle fluttuazioni di permettività 
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mediante la funzione di. correlazione delle fluttuazioni del diret- 
«ore: 


(68: 10€2m)a = £2 {do:dok (Vivma + doidom (Vavida + 
+ dondor (vivmba + doidoni (ViVa)g} (122,9) 


Quanto alla funzione (v;vi)g, essa è stata già trovata in V $ 441. 
In virtù dell’ uguaglianza (122,3) questo tensore ha componenti non 
mulle nel solo piano perpendicolare a dy. Indicando con le lettere a, 
# gli indici tensoriali in questo piano, abbiamo 


[ dad 
(VaVp)a =@ (bn Set) + 6 Sade ’ 
TL. Ti 


I (122,6) 
29 + 4397; nn _ gi + 4397 I 


OVe di; dg, Az SONO moduli positivi che determinano la dipendenza 
dell’energia libera del cristallo nematico dalle derivate del direttore; 
gg; sono le proiezioni di q sulla direzione d, e sul piano che le è 
perpendicolare. | 

Se è supposto che l’anisotropia della permettività dielettrica sia 
relativamente piccola, cioè che | e, | « €, allora per il coefficiente 
d'estinzione differenziale per direzioni si può ricorrere alla formula 
{119,9) ottenuta per i mezzi isotropi (in questo caso, ovviamente, 
mon si può porre q = 0!). Non scriviamo qui formula molto com- 
plicata per la distribuzione angolare e per dipendenze di polarizza- 
zione. 

Proprietà caratteristica della diffusione considerata è l'aumento 
della sua intensità per piccoli angoli di diffusione secondo la legge 


dh <> do' lg. (122,7) 


Questo forte aumento (così come l'aumento secondo la formula (121,7) 
nel punto critico) è dovuto a una decrescenza lenta (seconda la po- 
tenza) della funzione di correlazione delle fluttuazioni al crescere 
della distanza. L’integrale rispetto agli angoli diverge logaritmi- 
camente nel limite inferiore. Esso deve essere tagliato sui valori 
q-= 1/L corrispondenti alla diffrazione sul corpo in totale (cfr. 
la nota alla pag. 622) e, quindi, l'intensità totale della diffusione 
dipende logaritmicamente dalle dimensioni £ del corpo. 

da notare infine che il campo magnetico esterno limita il cre- 
scere della funzione di correlazione (v;v,)q per q piccoli (cfr. V $ 141) 
e soppianta così la diffusione, ossia « schiarisce » il cristallo liquido. 
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$ 123. Diffusione nei corpi solidi amorfi 


La diffusione di Rayleigh nei corpi solidi amorfi !) differisce note- 
volmente dalla diffusione in fluidi e gas. Nel corpo isotropo, come 
è noto, esistono due velocità di propagazione del suono: longitudinale 
u; e trasversale w;. In relazione a ciò la struttura fine della riga di 
Rayleigh contiene non un doppietto di Mandelîtam-Brillouin ma 
due. Essi sono iegati con la diffusione sulle « onde acustiche » tra- 


sversali e longitudinali e distanti, rispettivamente, dal centro della 
riga a | 


QQ, = tuigq e Qi = +U:d. 


Poiché sempre u; > i, allora | Q, | >| ; |. La componente cen- 
trale della riga è legata di nuovo con la diffusione su fluttuazioni che 
non si propagano rispetto al mezzo. Fra queste fluttuazioni il ruolo 
fondamentale in questo caso giocano le fluttuazioni della struttura. 
In un corpo amorfo con la sua disposizione disordinata di atomi que- 
ste fluttuazioni sono relativamente grandi e praticamente non varia- 
no con il tempo (in virtù di una lentezza straordinaria dei processi 
diffusivi nel solido). La diffusione su queste fluttuazioni implica 
la comparsa di una riga intensa di larghezza praticamente nulla. 
Per sua polarizzazione e distribuzione angolare questa diffusione 
rappresenta l'insieme dei tipi scalare e simmetrico. 

Consideriamo le componenti dei doppietti della riga di Rayleigh 
nei solidi amorfi. Nel solido l’azione di qualsiasi deformazione (nel 
caso considerato di quella fluttuazionale) si estende a distanze note- 
voli. Perciò anche le fluttuazioni contemporanee in punti diversi del 
corpo sono correlate a grandi (rispetto a 1/9) distanze. Quindi, ab- 
biamo a che fare di nuovo con la situazione quando è impossibile 
porre q = 0 nella funzione di correlazione delle fluttuazioni nean- 
che calcolando l'intensità totale (e la polarizzazione) della luce dif- 
fusa. 

Il campo dell'onda diffusa è dato dalla formula 


îhR0,22 
E=--Gro Eolo NG), (123,1) 
ove 
Gj= | Cee! dV «ex, (123,2) 


1) Teoria notevolmente più complicata della diffusione nei cristalli solidi 
non è trattata nel presente libro. 
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e n' è vettore unitario nella direzione della diffusione. La variazione 
della permettività dielettrica per deformazione del corpo isotropo è 
data dalla formula 


de: = Gui + GU nÒwn (123,3) 


ove u;, è il tensore di deformazione (cfr. la (102,1)). Poiché l’in- 
tegrale (123,2) separa da de; la componente di Fourier spaziale con 
il vettore d’onda q, allora anche nella formula (123,3) si deve in- 
tendere con u;, la deformazione nell’onda acustica con questo vet- 
tore d'onda. Perciò scriviamo il vettore di spostamento nel caso della 
deformazione sotto la forma 


1 


u= Re {uyeid"} — 5 (Weta + ue !91), (123,4) 


e di qui il tensore di deformazione è é 


du; 


Un | dan ta \= : Re {3 5 (Ugi dn + Uondi) cia}, 


-_ 


e l'integrale esteso al volume 
Ù ; . IV . 
\ ume i9" dV = 7 (Uoidn + Uondi)- (123,9) 


Consideriamo dapprima la diffusione sulle onde acustiche tra- 
sversali. Poiché nell’onda trasversale u_L q e u:;= 0, allora © 


de; = QUipo 
Perciò, ricorrendo alla formula (123, 5), troviamo 


G=-Ma {uy (ge) +q (u,e)}. (123,6) 


L’onda acustica trasversale può avere due direzioni di polariz- 
zazione indipendenti: il vettore u può giacere nel piano k, k' o essere 
perpendicolare ad esso. Tenendo anche conto che E _1 k, vediamo 
facilmente che nel primo caso la proiezione G sul piano perpendicola- 
re a k' è nulla. In tal modo, le onde acustiche trasversali polarizzate 
nel piano k, k', in generale, non diffondono la luce. | 

Se il vettore di spostamento u è perpendicolare al piano k, k’ 
un semplice calcolo mediante le formule (123,4) e (123,6) dà le se- 
guenti ‘espressioni per il campo dell'onda diffusa: 


(00) 2Eo Due 


E = mugen 4n Roe quo tes >- a 

SCR ;: (123,7). 

E ine 02E, na $ DNS 
s = eihRo rp — ig do cos > e) 
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(8, come ovunque, è l'angolo fra k e k', e gli indici |}. e 1. denotano 
le componenti vettoriali nel piano della diffusione e perpendicolar- 
mente ad esso). I coefficienti di proporzionalità in ambedue queste 
formule contengono la stessa grandezza di fluttuazione u,. Ciò vuol 
dire che per diffusione non avviene la depolarizzazione, ossia la 
luce polarizzata linearmente (anche se in un altro piano). 

Data la totale coincidenza dei coefficienti nelle formule (123,7), 
il coefficiente d'estinzione dh è indipendente dagli stati di polariz- 
zazione della luce incidente e vale 


2a, \2,} 2.9.8 ne 
dh= (gn) V|uo]?cos®-> do. (123,8) 


Resta da determinare il quadrato medio dell’ampiezza dello sposta- 
mento di fluttuazione uo. 

Dal punto di vista della teoria delle fluttuazioni termodinamiche 
si può considerare l’onda acustica (123,4) come l’insieme di due (onde 
propagantisi a destra e a sinistra) oscillatori classici ciascuno dei 
quali deve godere di energia cinetica media 7/2. Siccome la frequenza 
di oscillazioni in questo caso è £ = u;g, l'energia cinetica media 
vale | si 


1 ° 1 
 V (pu®) = 7 VP (0,9)? (| vo 1°). 
Uguagliando questa espressione a 2-7/2, otteniamo 
(|U,]) = [Vpusg® * (123,9) 


Infine, sostituendo la (123,9) nella (123,8) abbiamo 


de gp 008° 5 do. (123,10) 


Sottolineiamo quanto la dipendenza angolare della diffusione 
sia assolutamente differente da quella che abbiamo avuto nel 
caso dei fluidi e dei gas. 

Passiamo ora alla diffusione sulle onde acustiche longitudinali. 
In queste onde u||q, e mediante le formule (123,3) e (123,4) troviamo 


VO 
= -3_ Wo! {a, 1ige) + 2} E. 
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Dopo un semplice calcolo troviamo il campo dell’onda diffusa: 


e'Roo® iVu q 
E, < dnBe 5 ayE 4, 
etRog? iVu q ai ai (123,11) 
te Mii a | pi 
nh 32 | 2 +( 2 +) cos è| En. 


Anche in questo caso non avviene la depolarizzazione per diffusione. 
Ma la distribuzione angolare e la grandezza del coefficiente d’estin- 
zione dipendono dallo stato e dalla direzione della polarizzazione 
della luce incidente. Non scriviamo qui i calcoli corrispondenti assai 
complicati che sono analoghi a quelli precedenti e osserviamo sol- 
tanto che l’espressione per (| uo |?) differisce per la sola sostituzione 
di u; con u; nella (123,9). 


Ey= 


Capitolo XVI 
DIFFRAZIONE DEI RAGGI X NEI CRISTALLI 


$ 124. Teoria generale della diffrazione 
dei raggi X. 


Il fenomeno di diffrazione dei raggi X nei cristalli occupa un 
posto particolare nell’elettrodinamica dei mezzi materiali poiché 
la loro lunghezza d’onda è comparabile con le distanze interatomi- 
che. Questa è la ragione per cui il trattamento macroscopico ordi- 
nario della sostanza come mezzo continuo qui è assolutamente inap- 
plicabile, e dobbiamo partire dalla considerazione della diffusione 
su particelle cariche (elettroni) separate 1). 

Le frequenze dei moti degli elettroni nell’atomo sono dell’ordine 
di grandezza @9- v/a, ove v è la velocità degli elettroni e a le dimen- 
sioni atomiche. Se 7 + a, alloro in virtù di v< c queste frequenze 
sono piccole rispetto alla frequenza dei raggi X @ — c/A. Questa 
circostanza permette di scrivere l'equazione del moto degli elettro- 
ni nel campo dell’onda elettromagnetica nella forma 


mv = eE, (124,1) 


considerando cioè gli elettroni come liberi (cfr. $ 78). 
Dall’equazione (124,4) ricaviamo la velocità acquisita dall’elet- 
trone sotto influsso del campo dell’onda 


v' = icE/mo. 


Indichiamo con r (r) la densità del numero di elettroni nel cri- 
stallo la cui media è calcolata rispetto allo stato elettronico quan- 
tistico meccanico e rispetto alla distribuzione statistica del moto 
termico dei nuclei nel reticolo cristallino. Sottolineiamo, tuttavia, 
che qui non è calcolata la media ordinaria nella teoria macroscopica 
rispetto ad elementi di volume fisicamente infinitesimi, vale a dire 
che n (r) è la vera e propria densità elettronica quanto-mecca- 
nica nel reticolo cristallino. La corrispondente densità di corrente 
creata dal campo dell’onda è 


LI A I ie?n 
j=env= LE, (124,2) 


1) La diffusione sui nuclei è inessenziale, ovviamente, in virtù della grande 
massa di questi ultimi. 
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Introduciamo questa corrente nelle equazioni di Maxwell mi- 
croscopiche: 


+. 
rotE= iI, (124,3) 


—_ io 4. __ _ i® Aste? 
rot H= c E+Ì n 2 (1- mat )E (124,4) 


2 


Con ciò teniamo conto del suo influsso inverso sul campo, cioè del- 
b) . . Li La 

l’effetto di diffusione. În questo caso, ovviamente, è supposto che 
questo effetto sia piccolo, cioè che si verifichi la disuguaglianza 


4ste?n 
ma? 


<A. (124,5) 
Mediante l’introduzione della notazione D = eE ove 


IE (124,6) 


ma? 


e=1— 


ossia la notazione corrispondente alla solita definizione di induzione, 
l'equazione (124,4) si riduce alla forma ordinaria rot H = —(iw/c) D. 
In questo senso l’espressione (124,6) per la permettività dielettrica 
(cfr. la (78,1)) può essere usata anche nel caso di lunghezze d’onda 
XA — a. È evidente in questo caso che il significato letterale delle gran- 
dezze E, D che qui figurano non coincide con quello precedente poi- 
ché esse sono riferite al campo e non alla sua media rispetto a volumi 
infinitamente infinitesimi. Ciò premesso, e rappresenta ora fun- 
zione delle coordinate. . si o. ) 

Per la diffusione dei raggi X su atomi pesanti può verificarsi un 
caso quando la condizione 0 > ©, è soddisfatta per i gusci elettro- 
nici esterni e, al tempo stesso, non soddisfatta per gli elettroni in- 
terni per i quali © < wy e si verifica rispettivamente la disuguaglian- 
za À >a. Anche in questo caso può essere introdotta la nozione di 
permettività dielettrica (come coefficiente di proporzionalità fra D 
e E), ma allora un’espressione della forma (124,6) non determina 
quindi che il solo contributo in essa proveniente dagli elettroni 
esterni. Quanto al contributo degli elettroni interni, esso deve essere 
calcolato in linea di massima mediante la media rispetto al volume 
di questi gusci. In tal modo, se si scrive nella forma generale D = 
= E con e dipendente dalle coordinate, si tiene conto automatica- 
mente di tutti i casi possibili. Per fissare le idee, più avanti ricorre- 
mo ovunque all’espressione (124,6). i 0 

Calcolando nella (124,2) la media della densità elettronica e ot- 
tenendo come risultato una funzione r (r) indipendente dal tempo, 
con ciò escludiamo la variazione possibile della frequenza per dif- 
fusione. In altre parole, consideriamo una diffusione a rigore coe- 
rente senza variazione della frequenza. o 
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Escludendo H dalle due equazioni (124,3) e (124,4) otteniamo 


rot rotE= ci D 
Cc 
Sostituendovi ui 
E=D+-É€" E° 


mo? 


sviluppando l’espressione rot rot E e tenendo conto che div D = 0 
(come ciò risulta dalla formula (124,4)), otteniamo 


4sre?n E 


ma? 


AD4-0o D= rotrot (124,7) 


’ 
bali 


A secondo membro di questa equazione, già contenente la piccola 
grandezza 4ne?n/mw?, si deve intendere con E il campo assegnato del- 
l'onda incidente. Cerchiamo la soluzione dell’equazione (124,7) 
nello spazio esterno al cristallo diffondente a grandi distanze da 
quest’ultimo. Poiché questa equazione coincide formalmente con 
l'equazione (117,3), possiamo scrivere immediatamente la solu- 
zione cercata per analogia con l’espressione (117,4) 1):. 


o srt E | 
Sk IR'E]] | ne-tor a. (124,8) 


© ma 


Qui A, è la distanza dall'origine delle coordinate sita all’interno 
del cristallo al punto di osservazione del campo; q = k' — k; k = 
= k' = o/e; E, è l’ampiezza dell'onda incidente; a primo membro 
dell’uguaglianza scriviamo E al posto di D in quanto nel vuoto al- 
l'esterno del corpo D = E. 

Per caratterizzare l’intensità della diffrazione dei raggi X in- 
troduciamo la sezione efficace (o semplicemente la sezione) o definita 
come rapporto fra intensità della radiazione diffratta nell'angolo 
solido do' e densità del flusso di energia nell’onda incidente. Se- 
condo la formula (124,8) abbiamo 


do= (3; )" sen? 6] | ne-iar aV |P do' (124,9) 


ove 0 è l’angolo fra E, e K'. Se i raggi incidenti sorio ‘« naturali » 
(e non polarizzati) il fattore sen? 0 in questa formula. sì sostituisce 


1) Nel $ 117 nel risolvere l'equazione (117,3) era impossibile considerare 
il campo all’esterno del corpo poiché ciò chiederebbe di tener conto delle condi- 
zioni di frontiera sulla sua superficie in quanto il primo membro dell'equazione 
conteneva la grandezza e’ diversa all’interno e all’esterno del corpo. Il primo 
membro dell'equazione (124,7), invece, non cambia di forma in tutto lo spazio. 
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con 1/2 (14 cos? 9), ove è è l'angolo fra k e kK' (cfr. la nota a 
pag. 600): 


do=3 ( e) )" (+ c0s2 0) | | neziar dV do (124,10) 


me? 


Per fissare le idee, più avanti supporremo proprio questo caso. 
Si vede che l’intensità dei raggi diffratti in una direzione asse- 


gnata è definita essenzialmente dal quadrato del modulo del- 
l'integrale 


È ne-ia0dV, (124,11) 


cioè dalla componente di Fourier spaziale della densità elettronica. 
Per q +0 questo integrale si riduce semplicemente alla media della 
densità elettronica rispetto al volume del cristallo n (cioè rispetto 
alla sua cella elementare). Ma se nelle equazioni (124,3-4) sostituiamo 
n con n, otteniamo le equazioni di Maxwell macroscopiche ordinarie 
con la permettività dielettrica 


4ste2n 
e(o=1--E, 


Secondo queste equazioni i raggi X nel passare attraverso il cristal- 
lo saranno rifratti secondo leggi ordinarie (con l'indice di rifrazione 


Ve). In tal modo, la diffrazione per piccoli angoli conduce a una 
rifrazione ordinaria che qui non presenta nessun interesse. Suppor- 
remo più avanti che q sia notevolmente diverso da zero. 

La densità elettronica (come qualsiasi altra funzione del punto 


nel reticolo cristallino) può essere sviluppata in serie di Fcurier 
della forma 


n= Di npeibr (124,12) 


ove la sommatoria è estesa a tutti i periodi b del reticolo inverso 
(cfr. V_$ 133). Sostituendo la (124,12) nella (124,11) e integrando 
rispetto al volume del cristallo si ottiene un risultato sensibilmente 
diverso da zero per i soli valori q vicini a uno dei b. Negli intervalli 
fra questi valori l’intensità è praticamente nulla. Ciò premesso, è 
possibile considerare ciascuno dei massimi di diffrazione separata- 
mente ponendo in questo caso n = npe??" con b assegnato. Sostitu- 
endo questa espressione nella formula (124,10) abbiamo 

do=4 (2)? (41+-c0s®8) [mp]? || emi&k-braV | do'. (124,13) 


me? 


I massimi più intensi compaiono nelle direzioni in cui si veri- 
fica l'uguaglianza precisa 


k'-k=b (124,44) 
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(equazione di Laue); questi massimi si dicono principali. Per b as- 
segnato il massimo principale può essere realizzato, tuttavia, non 
per direzione (frequenza) qualsiasi dei raggi incidenti. Scrivendo» 
l'uguaglianza (124,14) nella forma k' = k + b, elevandola al qua- 
drato e tenendo conto che £? = k'?, otteniamo 


2bk= —D?, (124,15) 


Questa equazione definisce quei valori del vettore d'onda k per i. 
quali sono possibili massimi principali con valore assegnato b. 
Dal punto di vista geometrico la (124,45) è un'equazione del piano: 
nello spazio k, perpendicolare al vettore b e sito a distanza 5/2 dal-- 
l'origine delle coordinate. Si vede, in particolare, che deve essere: 
necessariamente % = b/2. 


Siccome |k' — k]|= 2% sen, dall’uguaglianza (124,14) se- 
gue che 


2ksen D=b, (124,16) 


ciò che definisce l’angolo di diffrazione nel massimo principale: 
(equazione di Bragg-Wulf). 

Come è noto, ogni vettore b del reticolo inverso determina una. 
famiglia di piani cristallini in base alle equazioni rb = 2nm, ove: 
il numero m assume valori interi. 
Questi piani sono perpendicolari. 
alla direzione del vettore b e ri- 
spetto a essi i vettori k e k' (soddi- 
sfacenti alla condizione (124,14)): 
sono diretti sotto gli stessi angoli 
« di incidenza » e di « riflessione »- 
(fig. 64). In relazione a ciò tal- 
volta con diffrazione nel massimo» 
principale intendono la riflessione: 
dai piani cristallini corrispondenti. 

L'intensità totale della macchia. 
di diffrazione in prossimità di uno: 

Fig. 64 dei massimi si ottiene integran- 

do l’espressione (124,13) rispetto. 

agli angoli solidi in prossimità della direzione corrispondente k'. 

Meterminiamo l'intensità totale in prossimità del massimo prin- 
cipale. 

Indichiamo con k; il valore k’ corrispondente al soddisfacimento: 
esatto della condizione di Laue (per k assegnato): kj=k+ b.. 
Introduciamo anche x = k' — kg. Nell’intorno del massimo x è 
piccolo e, poiché k' e ko differiscono unicamente per direzione, 
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x Lko. Perciò l'elemento di angolo solido si può scrivere nella forma 
do' = das duy = dux duy, (124,17) 


ove l’asse:z coincide con la direzione kg. In tal modo abbiamo 
4 e ll 2 
o=-7 ( a) (1-4 cos? d) | n |? | \ du, duy \ e- it dY | . 


Nell’integrale di volume si può integrare rispetto a dz poiché ei 
mon dipende da questa coordinata: 


feav= | ze-ved; 


ove df = de dyeZ=Z(x, y) è la lunghezza del corpo considerato 
nella direzione kj. Infine, ricorriamo alla seguente formula della 
teoria degli integrali di Fourier: 


d xd È 
fox Sr | pe dedy, (124,18) 


Ove 


= \ p(£, y) et dx dy 


sono le componenti dello sviluppo di Fourier bidimensionale, Come 
risultato otteniamo infine la seguente formmnla: 


22 | ‘e2 
o 


SI (2) sen? a (14 cos? 8) | 74; |? | Z° dfi». (124,19) 


VE dd +cos? 9) | re» |? ( 25à;= 


me 
b? me? 


L’integrale che qui figura è dell’ordine di grandezza di L*,'ove L 
sono le dimensioni lineari del corpo. In tal modo, la sezione totale 
«ella diffrazione (0, che è lo stesso, l’intensità totale della macchia 
di diffrazione) è proporzionale a V*/*, ove V è il volume del corpo. 
E da notare che l’intensità nel massimo stesso è proporzionale ad 
an’altra potenza del volume: per k' — k = b l'integrale nella for- 
mula (124,13) è semplicemente V in modo che do è proporzionale a V?, 
«Ossia 

(Fe) (4) (1400828) [my |2V2 (424,20) 

do' max 2-\. mc ” 
Il fatto che l'intensità nel massimo è proporzionale a una potenza 
più elevata di V che l'intensità totale illustra evidentemente la 


nettezza del massimo. La larghezza di quest’ultimo è proporzionale, 
probabilmente, a V43/V? = V724... 


DIFFRAZIONE DEI RAGGI X IN CRISTALLI 635 


La teoria qui trattata è applicabile alla sola condizione che tutto 
l’effetto della diffrazione sia piccolo. Come si vede, questa ipotesi 
sottomette le dimensioni del cristallo a una determinata condizione. 
E precisamente, o deve essere piccola rispetto all’area geometrica 
della sezione del corpo (—L?) e di qui 


® L 
na MI<I. (124,21) 


Se questa condizione è violata, l’approssimazione della teoria delle 
perturbazioni diviene inapplicabile per la deduzione della formu- 
la (124,8) 1). 


Problemi 


4. Determinare la distribuzione dell'intensità nella macchia di diffrazione 
attorno al massimo principale per diffrazione su un cristallo avente la forma del 
parallelepipedo retto con lunghezze dei lati L,, L,, L,. 

Soluzione. Introduciamo, come nel testo, il vettore x = k' — kj e un siste- 
ma di coordinate con gli assi paralleli agli spigoli del parallelepipedo e origine 
nel suo centro. 


L'’integrale \eiX" gV si scompone in prodotta di tre integrali della forma 


L/2 
ex de È sen xL . 
” 2 
= L]2 
In tal modo, 
e? 2 2 [npl? 9 KxLx 9 %yLy “,Lz , 
do = 32 mei (1-4 cos d) rupia Sn — 5 Sen DI sen? —5_ do . 


Si deve tener conto che le componenti del vettore x non sono indipendenti ma 
legate dalla condizione xk; = 0. 

2. Risolvere il problema 1 per diffrazione su un cristallo sferico di 
raggio a. 

Soluzione. Introduciamo di nuovo x = k' — ki e consideriamo un sistema 
di coordinate con l’asse z coincidente con la direzione x (e-con origine al centro 
della sfera). Abbiamo , 


| ei av = | (a2 — 20) e Î*? dz i (sen xa —xa COS xa). 
In tal modo, 


e? 
mc? 


. 2 . 
do =8n? [( (1-4-cos? è) |n, |? Li (sen xa — xa cos xa)? do'. 


1) Per teoria dinamica della diffusione esente dalla condizione limitativa 
(124,21) si veda il libro di Pinsker Z. G. — Teoria dinamica della diffusione dei 
raggi X nei cristalli (edizione russa), Mosca, Nauka, 1974. La teoria esposta 
precedentemente si chiama cinematica, SE 
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3. Determinare l’intensità totale della macchia di diffrazione attorno a un 
massimo ausiliare. 

Soluzione. In questo caso il vettore d'onda k dell’onda incidente non soddisfa 
alla condizione (424,15). Come è stato sottolineato nel testo, la (124,15) è un'e- 
quazione del piano perpendicolare al vettore 
b; indichiamo un piccolo spostamento dell’e- 
stremo del vettore k da questo piano con 
nb, oven<41. In altre parole, rappresen- 
tiamo k nella forma k= k, + nb, ove ko 
verifica l'equazione (124,15) (fig. 65). 

All’intensità massima nella macchia di 
diffrazione corrisponde una direzione k' tale 
per cui la differenza k' — (k + b) abbia un 
minimo (in modo che l’integrale nella for- 
mula (124,13) è massimo). Ma il valore asso- 
luto della differenza di due vettori (fra cui 
uno ha direzione qualsiasi) assume un minimo 
quando le direzioni di questi vettori coincido- 
no. Perciò abbiamo (tenendo conto che %° = %) 

IK—k—blmin=%—k+b|= 
k°?—(k+b)? 


—_ kE+Ik+bl 


Poiché k è vicino a ky e consideriamo un dominio in prossimità del massimo, 
allora k’ = k + b e il denominatore nell'espressione scritta si può sostituire 
con 2k. Al numeratore, invece, sviluppiamo la parentesi e otteniamo 


— 2kb—b®=(—2kjb—b?)—2nb?= — 2nb? 


Fig. 65 


Quindi, 
]k'—k—blmin © — n821k. 


In seguito, introduciamo x in base alla relazione 


k'=(k-+b) (1-22 )+a 


e, considerando l’asse z coincidente con la direzione k + b, riduciamo il proble- 
ma al calcolo dell’integrale (si veda la deduzione della formula (124,19)) 


| pine Sen (N6?Z/2k)_ ;|} 


2 


| | moi. _\ 
\ duxdxy| exp:( i T3- ine) dV 


Infine, ricorrendo alla formula (124,18), otteniamo 


__ 20 e \2 a , {_ sen? (Mb?Z/2k) 
o= E (er) (+e ) ap A 


Per n + 0 questa formula si trasforma nella (124,19). Se invece nd62Z/2k > 1 
(ciò che non contraddice la condizione n < 1), allora il quadrato del seno va so- 
stituito con la sua media 41/2 e si ottiene 


| e \2 14cos? & 
o=4n2() i Inpl*9, 


ove S è l’area della proiezione (dell’« ombra ») del corpo sul piano xy. 
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$ 125. Intensità: integrale 


Le formule ottenute nel paragrafo precedente determinano l’in- 
tensità della diffrazione per incidenza sul cristallo di un’onda a ri- 
gore monocromatica e a rigore piana. Consideriamo ora alcuni casi 
in cui queste condizioni non sono soddisfatte. 

Cominciamo dal caso in cui l’onda incidente è piana ma non mono- 
cromatica !). In altre parole, il suo sviluppo spettrale contiene onde 
con vettori d'onda k identici per direzione ma diversi in modulo 
k = ©/c. Indichiamo con gp (k) la densità della distribuzione del- 
l'intensità della radiazione incidente rispetto alle frequenze e nor- 


malizzata per unità dalla condizione \ o(kAdk=1. 


L’intensità totale della macchia di diffrazione è determinata dalla 
sezione che si ottiene integrando l’espressione (124,13) rispetto a 
do' e a p (k) dk: | 

1 2 \2 cu, 2 
o=7 (1) Im |||feridebray [fx 
X (14 cos? 8) p (K) do' dk. (125,1) 


Introduciamo per il momento la notazione K = k' — k — b e 
scriviamo il quadrato del modulo nella forma dell’integrale doppio 


| | e-iKt dV = | | gik(ra-r1) dV7, dV,,. 


Introducendo al posto di r, e r, le variabili 1/2(r, + r)er=r,—r, 
e integrando rispetto alle prime variabili sul volume del corpo, ot- 
teniamo 


| |essravf=v | essrav. 
Nell’integrale restante si può ora integrare rispetto a tutte le varia- 
bili nei limiti infiniti 2); come risultato troviamo 

| | gikr dy [= V8 (K). (125,2) 


Sostituendo questo risultato nella formula (125,41), riscriviamo que- 
st'ultima così: 


2 \2 
o=4n8 (-2)"|no|?V(1+c0s°8) | | 5 (k'—k— b) p (4) do' dk; 
(125,3) 
1) Questo caso corrisponde al noto metodo di Laue dell'analisi strutturale dei 
cristalli con i raggi X. 


?) Ciò è possibile fare in quanto ci proponiamo di calcolare la sola intensità 
totale della?macchia di diffrazione e non la sua larghezza. 
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poiché nell’espressione integranda figura la funzione 8 abbiamo por- 
tato fuori il fattore 1 + cos? & sostituendolo con il valore per è = 9g 
ove È, è l'angolo fra i vettori k e k’ soddisfacenti alle condizioni di 
Laue (indichiamoli conk, e kj = ko + b). | | 

È comodo eseguire l’integrazione rispetto a do’ osservando che 
essa è equivalente a quella rispetto a 


dk = k'2 dk' do'=4/,k'd (k'2) do' 
a condizione che nell'espressione integranda sia introdotto il fattore 


supplementare (2/k) è (£k'? — k°). Quindi, l’integrale nell’espres- 
sione (125,3) va sostituito con 


| {4 6 (k'—k—b)6 (#2— #2) p (4) d*#' die. 


Integrando rispetto a d*%" mediante la prima funzione è, dobbiamo 
sostituire nella seconda £'? con (k + b)? e come risultato otteniamo 


o=(2r)? (È)? | ma |?V (1-+ cost 03) | + 8 (2bkc+4-89) p (4) dé. 
a (125,4) 


Infine, eseguiamo l’ultima integrazione rispetto a dk (per dire- 
zione assegnata n = k/k). L'argomento della funzione è si annulla 
per k=Ék, e l'integrale vale 


P (*o) 1 P (ko) __ (Ko) . 


—r— 


2ko |bn] —2|bkoi dè 


Quindi, otteniamo infine 


o= (22)* ( La \ [rn |2V (1-+-cost8,) LE, (125,5) 


Consideriamo ora un altro caso in cui l’onda incidente è monocro- 
matica ma contiene le componenti con diverse direzioni k che si 
ottengono l’una dall’altra per rotazione a un certo asse !). Il vettore 
unitario lungo la direzione di quest’ultimo indichiamo con 1 e l’ari- 
golo di rotazione attorno a-questo asse con w. Supponiamo che la 
funzione f (p) dia la distribuzione dell’intensità della radiazione 
incidente secondo gli angoli normalizzata all’unità: 

2 


{o(d)dp=1. 
00» 
+ Tutti i calcoli che hanno portato alla formula (125,4) si riferiscono 
completamente anche a questo caso con la sola differenza .che l'in: 
1) Questo caso corrisponde al noto metodo di Bragg (0 al metodo di rotazione) 
dell'analisi strutturale con i raggi X quando si tratta non della rotazione della 
direzione k, bensì della ‘rotazione del cristallo stesso attorno. all'asse l, .:.. .,; 
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tegrazione rispetto a p (X) dk va sostituita con quella. rispetto a 


p() dy: 
= (20m (È 


3) |m [EV (1+cos?d) i + 8 (2bk-+ 0?) p (19) dp 
(425,6) 
Indichiamo di nuovo con k, il valore k per il quale si annulla l’argo- 


mento della funzione è e calcoliamo a partire dal piano 1, k,. Per w 
piccoli abbiamo 


k=k, + lkg%. 


Allora l'integrale nell'espressione (125,6) assume la forma 


È 5 (2b [ko] 9) p (4) dp = Th = 


do 
o (0) 2p (0) sen? 3 
243] îr fim} è |bilnli © 
Quindi, 
__ 2008 / e \2 2 P (0) 
=: | me? sen? —* So  (1+ cos Vo) | Np |? VT ngi: (125, 7) 


Infine, consideriamo la diffrazione dell'onda piana monocroma- 
tica da un corpo che rappresenta l’insieme di cristallini caotica- 
mente orientati 1). 

Indichiamo con k; e by i vettori k' e b diretti in modo tale da 
soddisfare la condizione di Laue kj = k + by. Le direzioni kj © 
b, non sono univoci poiché la condizione di Laue, ovviamente, con- 
tinua ad essere soddisfatta per qualsiasi rotazione del triangolo bk; 
attorno alla direzione k. In tal modo, al massimo principale corri- 
spondono le direzioni k' che descrivono una superficie conica con an- 
golo 26, al vertice; al posto della macchia di diffrazione avremo 
ora l’anello di diffrazione. 

La sezione totale cercata è definita da una formula che differisce 
dalla (125,4) per la sola sostituzione dell’integrazione rispetto a 
0 (K) dk con il calcolo della media lungo le direzioni b, cioè 


o= (20)®V (--)? | nm]? (10082 8) (46 (204409) PE (125,8) 


1) Questo caso corrisponde. al metodo delle polveri (metodo di Debye-Scherrer) 
dell'analisi strutturale ‘con i raggi’ X. 
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{dop è l'elemento di angolo solido nella direzione b). Indicando l’an- 
golo fra k e b mediante a, scriviamo l’integrale nella (125,8) nella 
forma 


d 8, 
{ -— 6 (2bk cosa + b?) a = sen De > - 
Quindi, 
= (20) (5) | rn [277 (14008? è) send, (125,9) 


Ciascuno dei tre casi considerati corrisponde a un determinato 
modo di calcolo della media del quadro di diffrazione. É da notare 
che la dipendenza della media dell’intensità totale della diffrazione 
dal volume del corpo si riduce in questo caso, come si doveva aspet- 
tare, a una semplice proporzionalità. Ricordiamo che nel quadro 
senza media la dipendenza dell’intensità e della sua distribuzione 
sulla macchia di diffrazione dal volume è più pronunciata. 


$ 126. Diffusione. termiea diffusa dei raggi X 


Nei due paragrafi precedenti abbiamo inteso con n (x, y, 2) 
la densità elettronica nel cristallo la cui media è stata calcolata ri- 
spetto al tempo. Con ciò da essa scomparivano le oscillazioni della 
densità causate da diverse ragioni e con esse anche la parte corri- 
spondente (incoerente) della diffusione dei raggi X. Una delle sor- 
genti della diffusione incoerente sono le fluttuazioni termiche della 
densità. Questa diffusione è distribuita in modo diffuso in tutte 
le direzioni, ma la sua caratteristica singolare sta in intensità rela- 
tivamente grande in prossimità delle direzioni corrispondenti a righe 
ben pronunciate della diffusione strutturale studiata nei paragrafi 
precedenti. Consideriamo ora questi massimi della diffusione ter- 
mica (W.H. Zachariasen, 1940). 

Le oscillazioni termiche del reticolo cristallino rappresenteremo 
sviluppate in onde acustiche separate. Come si vedrà più avanti, 
alla creazione dei massimi suindicati della diffusione termica par- 
tecipano onde con lunghezze grandi (rispetto alla costante del reti- 
colo). La variazione della densità elettronica provocata da questa 
onda si può considerare in ciascun punto dello spazio come risultato di 
una semplice traslazione del reticolo per un valore uguale al 
valore locale del vettore di spostamento u nell’onda. In tal modo, il 
cambiamento della densità (e non della sua media rispetto al tempo) 
per il passaggio di un'onda acustica assegnata si può esprimere in 
funzione della densità media nel seguente modo: 

on 


òn=n(r-u)—n(r)& RU, 
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Considerando la diffusione diffusa in prossimità di una determi- 
nata riga è necessario sostituire n con npe?d” con vettore b assegnato 
in modo che 


òn = — i (bu) npeiDr, (126,1) 


La dispersione sulle fluttuazioni della densità, ovviamente, non 
è coerente alla diffusione sulla densità media e, quindi, non inter- 
ferisce con essa. Per questa ragione la sezione della diffusione dif- 
fusa si può trovare tramite la formula (124,10) sostituendovi òn 
al posto di n e calcolando in seguito la media statistica rispetto alle 
fluttuazioni: 


do= 3 ( Lo) E (1+00828) (| | (uh) e-ikr dy ) do', (126,2) 


ove abbiamo introdotto la notazione K = k' — k — b. L'intensità 
della diffusione è grande nelle direzioni per le quali il vettore K 
è piccolo (XK < bd). 


L’integrale \ ue-iKr dV separa da u la componente di Fourier 


spaziale con il vettore d'onda K; perciò possiamo intendere con u 
semplicemente vettore di spostamento nell’onda acustica con questo 
vettore d’onda. La disuguaglianza XK < è significa, di conseguenza, 
che la lunghezza dell’onda acustica diffondente è grande rispetto alle 
dimensioni della cella elementare del cristallo. 

Scriviamo quindi 


u—5 (00e'" + ufe-itr), (126,8) 
in modo che | I | 
| (bu) e-i6: av = LV buy 

e la sezione è 


Li 
do=5( e 112». |2(14+-cos? 8) ib, (p;tton) V do', (126,4) 


Il calcolo della media dei prodotti di componenti u, è analogo 
a quello eseguito nel $ 123 per un’onda acustica nel mezzo isotropo, 
L'energia elastica dell'unità di volume del cristallo deformato è 
data dall'espressione 


1/2xihimlinUtmas 


ove u;n è il tensore di deformazione e À;,:m il tensore dei moduli di 
elasticità (cir. VII $ 10). Perciò l’energia elastica media di tutto 
il cristallo vale 


t/2VA;pim (Uinlim). 
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Sostituiamo qui 


1 | du; dup 1 è ; iKr\ 
Un = (Ge + a) =7 Ro {(iKxto; + IK t00) 0365). 


I termini contenenti i fattori e+2*K" si annullano nel calcolare la 
media. Tenendo anche conto delle proprietà di simmetria del ten- 
sore À;x. 1m (simmetria rispetto agli indici ik e lm e rispetto alla per- 
mutazione della coppia ik con la coppia lm) otteniamo 


V V * 
E AirimiaKm (Uol 01) = & Bik (Uo;U0k), 


ove è stata introdotta la notazione 


gin bn Em (126,5) 


In accordo con la teoria generale delle fluttuazioni termodinami- 
che ora è possibile scrivere immediatamente per le medie cercate quan- 
to segue 1): 

*_ 4T —1: ‘An - 
(UciUdh) = Bik (126,6) 
(g3 è il tensore inverso di g;x), e otteniamo infine la sezione di dif- 
fusione | 
. 2 . 
do=4 (4) TV | nn |2(1-+cos® 8) bibygat-do'. (126,7) 

In tal modo, l'intensità della diffusione diffusa, comé si 
doveva aspettare, è proporzionale al volume del cristallo. La carat- 
teristica singolare di questa diffusione sta nella distribuzione della 
sua intensità sull’area della macchia. A prescindere dal fattore 
(1 + cos? 0) praticamente costante per una macchia assegnata, ve- 
diamo che la distribuzione dell’intensità è determinata dall’espres- 
sione gi} db;br. Quest'ultima rappresenta il prodotto di K-? per una 
funzione assai complicata della direzione del vettore K relativa- 
mente agli assi cristallografici. Per diffusione in prossimità del 
massimo principale l’intensità della diffusione diffusa è anch’es- 
sa massima nel punto K = 0 (l’espressione stessa (126,7) diventa 
infinita per K = 0 e, quindi, in questo caso non è più applicabile). 
Se la condizione (124,15) 2bk = —b? non è soddisfatta, l’uguaglian- 
za K = 0 è impossibile e il massimo dell’intensità della diffusione 


1) Cfr. V $ 4114. Se la distribuzione delle probabilità per le grandezze flut- 
tuanti x1, xo, ... ha la forma 
1 
exp {3 Minciza } 


allora (z;rx) = Xik. Il fattore superfluo 2 nella formula (126,6) è dovuto al 
fatto che ciascuno dei valori complessi u,; rappresenta l’insieme di due gran- 
dezze indipendenti. 


DIFFRAZIONE DEI RAGGI X IN CRISTALLI 643 


diffusa si trova per un K non nullo e, in generale, non coincide 
con la posizione del massimo della diffusione strutturale. In ambe- 
due i casi la diffusione diffusa crea uno sfondo la cui intensità 
decresce in generale come 1/K?, cioè in modo molto più lento che 
l'intensità nella riga più pronunciata della diffusione strutturale 
che esso circonda. se 


$ 127. Dipendenza della. sezione di diffrazione 
dalla temperatura n 


Consideriamo ora la dipendenza dalla temperatura della sezione 
della diffusione coerente dei raggi X. La questione si riduce alla 
determinazione della dipendenza dalla temperatura della densità 
elettronica microscopica nel cristallo la cui media è stata calcolata 
tenendo conto del moto termico degli atomi. | 

Supponiamo gli atomi sufficientemente pesanti in modo che 
la maggioranza dei loro elettroni è localizzata nei gusci non sovrap- 
posti mutuamente che soltanto si deformano debolmente per oscil- 
lazioni del reticolo. Supporremo anche che il reticolo sia composto 
di atomi di una medesima specie, uno in ciascuna cella elementare; 
sottolineiamo che quest’ultima ipotesi non ha importanza di prin- 
cipio ed è avanzata soprattutto per rendere più facile la scrittura 
delle formule. 

Allora si può rappresentare la densità elettronica microscopica 
precisa (e non la sua media) nella forma 


n(r)=YF(r-r)=YF(r-rmo—un), (127,4) 


ove F (r) è la densità degli elettroni in un atomo separato (fattore 
di forma atomico), la sommatoria è estesa a tutti gli atomi nel reti- 
colo, rn sono raggi vettori dei nuclei atomici enumerati mediante 
l’indice vettoriale n (di componenti numeriche intere). Indichiamo 
i raggi vettori delle posizioni d'equilibrio dei nuclei (cioè dei nodi 
del reticolo) con rno e i vettori di spostamenti degli atomi da queste 
posizioni con un. Abbiamo così rn = rno + Un, ciò che è stato uti- 
lizzato nell’ultima uguaglianza (127,1). 

Sviluppando la densità (427,1) nella serie di Fourier (124,12) 
nel volume V del reticolo, rappresentiamo i coefficienti di sviluppo 
nella forma si 


1 -i(to0+Un)b 
ET di e ica Fo, 
n 
ove 


Fa \ F (1) e-t" dy (127,2) 
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sono le componenti: di Fourier del fattore di forma atomico. Tutti 
i prodotti ragb sono uguali a multipli interi di 2n. Perciò tutti i 
fattori exp (—iîrngb) = 1 in modo che 
Fb - iupb o 
n= dI end. (127,3) 
n 
Calcoliamo la media di questa espressione rispetto al moto degli 
atomi. È evidente che le medie dei termini della somma sono indi- 
pendenti dal numero n. Perciò 


Fi. 
(an) = (eni), (127,4) 


ove u è il vettore di spostamento dell’atomo (qualsiasi) e v = V/N 
il volume della cella elementare (N è il numero di celle nel volume V). 
La media nella (127,4) si deve intendere come media statistica totale, 
cioè media rispetto alle funzioni d’onda degli stati stazionari con il 
successivo calcolo della media secondo la distribuzione di Gibbs. 

Per ottenere questa media si deve considerare, u come operatore 
quantistico 


hi , Zi. -ikra n: 
"= (voto) {cxoexae!*"n + Gielae Mn} (127,5) 


(cfr. V 572) La sommatoria è estesa a tutti .i valori del. vettore 
d’onda k dei fononi (nel volume V) e a tutte le loro polarizzazioni 
indipendenti enumerate mediante l'indice a = 1, 2, 3; ©, (k) sono 
le frequenze fononiche, eyg i vettori di polarizzazione dei fononi e M 


la massa dell’atomo. Gli operatori Cha e CÈ, sono operatori di anni- 
chilazione e di nascita dei fononi negli stati ka. 

Per gli operatori della forma (127,5) si verifica il teorema di 
Wick secondo il quale la media del prodotto di ogni numero pari 
di operatori è uguale alla somma di tutti i prodotti possibili delle 
coppie di medie (mentre la media del prodotto di numero dispari di 
operatori è nulla) *). Qui è essenziale l’uguaglianza 


ed) = (412), (127,6) 


che si verifica per ogni operatore L soddisfacente a questo teorema; 


questa affermazione è facile provare sviluppando exp L in serie e 
calcolando la media di ciascun termine dello sviluppo ?). 


1) Il teorema si dimostra nel «limite macroscopico » (N + 00) corri- 
pondente alla sua applicazione in statistica, cfr. IX $ 13. 


3) Il prodotto del numero pari 2r di fattori L si può decomporre in coppie 
con (2n — 1) (2n — 3)... 1 modi (considerando uno dei 2n fattori si può 
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Applicando la formula (127,6) all'espressione (127,4) otteniamo 
Pi °° 4 i 
(no) = —> 0xp {- > ((bu)2) } 


La sezione di diffrazione è proporzionale al quadrato di questa gran- 
dezza e perciò la sua dipendenza dalla temperatura si separa sotto 
la forma del fattore 


D = exp{ — (bu)?)}. (127,7) 
Esso si chiama fattore di Debye-Waller. (P. Debye, 1912; I. Waller, 


1920). | | 
Resta da calcolare la media quadratica ((bu)’). Fra tutti i pro- 


dotti di coppie di operatori ca, cka hanno le medie non nulle i soli 
prodotti ° 

(cracka) =Nuar (Ciacta) = Nxa +1, 
ove Ny, sono le medie di occupazione degli stati fononici in equi- 
librio. Perciò 


{(bu)?) = di TINTI | exab |? (€ atta + ctactra) = 
ka 


h 1 
_ Di MN®g (k) | bexo [? (Nea+ 3) ° 
ka 
In questo caso i numeri Ny, sono dati dalla distribuzione di Bose 
Nua=|exp 2a (E) — 1 T . (127,8) 


Per la sostituzione nella (127,7) il termine con oscillazioni nulle 
dà un fattore indipendente dalla temperatura che si deve omettere 
(più precisamente, inserire nella definizione di F,). Infine, passando 
dalla sommatoria estesa a k all'integrazione rispetto a V d°%k/(2n)f, 
otteniamo infine 


h | beyo, 1? dk | 
D=ex{ aL] Near). (1279) 


Per T +0 la funzione Nx, si annulla e, rispettivamente, D 
si riduce a 1; all'aumentare della temperatura D decresce. Notiamo 
che l'influenza della temperatura si riduce alla diminuzione generale 


«accoppiarlo » con ciascuno dei 2r — 1 fattori restanti: considerando ogni 
volta uno dei restanti 22 — 2 operatori si può ‘accoppiarlo con 2n — 3 modi, 
ecc.). Perciò 


{L2n)=[(2n—1) (2n—3) ... 1]1(È2)2. 
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dell'intensità della riga di diffusione: senza. cambiamento della 
sua forma (e anche della sua larghezza). 

Lo spostamento termico medio degli atomi dai nodi del reticolo 

cristallino di solito (anche ad alte temperature) è piccolo rispetto 
alla costante del reticolo. Allora l'indice dell’esponente in D per 
le righe di diffusione con piccoli b è esiguo rispetto all'unità e l’ef- 
fetto di temperatura rappresenta una piccola correzione. La depres- 
sione dell’intensità diviene tuttavia notevole per le righe di diffu- 
sione corrispondenti a b più grandi. 
. Ad alte temperature (rispetto alla temperatura di Debye) la 
media quadratica (u2) co 7 e con essa è proporzionale a 7 l’indice 
dell’esponente in D. Alle basse temperature i fononi termici appar- 
tengono soprattutto ai rami acustici dello spettro per i quali la fre- 
quenza © co È; l’integrazione rispetto a © nella formula (127,9) 
può essere estesa in questo caso a co e l'indice dell’esponente è 
proporzionale a 7°. 

E da notare, infine, che alle basse temperature, quando sono es- 
senziali i soli fononi di onde lunghe, per la verifica delle formule 
(127,7-9) non è necessaria la possibilità di rappresentare la den- 
sità n (r) nella forma della somma di atomi (127,41): per oscillazioni 
d'onda lunga grandi tratti del reticolo si spostano come un tutt'uno 
con loro valori della densità elettronica, ciò che ha importanza per 
la deduzione delle formule suindicate. 


Appendice 


COORDINATE CURVILINEE 


PE 


A titolo di informazione diamo più avanti alcune formule riferite alle 
operazioni vettoriali in coordinate curvilinee nel caso generale e in qualche caso 


particolare. 1: 
In un sistema ortogonale qualsiasi di coordinate curvilinee u,, us, ug il 
quadrato dell’elemento di lunghezza ha la forma 


dl? = h? du? +- h3duî + h3 duî, 


ove h; sono funzioni delle coordinate. L'elemento di volume nelle stesse coor- 
dinate è | 
dV = hyhohg dui duo dug. 


Diverse operazioni vettoriali si esprimono mediante le funzioni 4; secondo 
le formule che seguono. Le operazioni vettoriali con scalare: 


. 1 9 
(grad Di=t7 si ’ 


__1- x _d_(hghz 09 
Af= hihghg di du, (- ha dui Ù 


ove la sommatoria è estesa alle permutazioni circolari degli indici:1, 2, 3. Le 
operazioni vettoriali con vettore: 


e L ad... 
divA=<g3%5 dI Gar alsAi), 
SE EE ORI DANNI CIR: ORTO: 
(rot A); OC [a (hg Ag) — “dux (h4») | 
(le altre componenti di rot A si ottengono mediante la permutazione circolare 
degli indici). ne 
Coordinate cilindriche r, @, 2. L'elemento di lunghezza: 
dl?=dr3+ r2dgp?-|- d2?, 
h,= 1, hp=F, h,=1. 


Le operazioni vettoriali: 


_4A 9. 9d\ |A 9, 0 
Mapa lata ata 
a 108, 1 dAo , dA: 

div A=— dr (rA7) + 69 T dz 
41 dA4z dA dA dA 
= — — — Li = tr. Li + 
(totA ), do da A e= Gr 
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1 d 1 dA; 
(rot A)z=— I (rAqg) 79 
I Ar 2 949 
(A) = AAT 09 
A 2 dA 
(AA)p= AAg—-3-+7 de ' (AA)z = AA. 


Nelle espressioni per le componenti del vettore AA con AA; si intende il risul- 
tato dell’azione de ll'’operatore A sulla grandezza A; supposta, in questo caso, 
come scalare. 

Coordinate sferiche r, 0, @. L'elemento di lunghezza: 


dl°= dr? + r2d02 + r? sen?0 dp?, 
h,=1, he=r, hg=r sen0. 


Le operazioni vettoriali: 


n= (7) 9 (sen0 2 LL Ha I 


r? dr dr r? sen@ ® 00 r2 sen?0 dp? ? 
I ò __1 dA 
dvA=g 0 + ra 3 (sen 046) + rsen09 dq 
dAog 
(rot A), = - TRN [> 37 (Sen 04g) —— 22 |, 
1 GAL 1 
(rot A)o=: “r senò de — r 77 (rAg), 


. 1 9 0A 
(rot A)y=— Lar (rta Val 


94% 
(AA) = 44, — nl rt eno TTT) w (sen 040) Tono Gn dg ra 
_ dAr Ae così dAy 

(AA)o = AAg+ 5 600 2sen?0 sen?0 dp 
| dAr Fe _do_ 
(AA)p= boa "dp Gdo 1 N80 Fe 7 Zsen0 
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